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I. 

Ueber   Achromasi ö.-vv 


«  >*     * 


Von 

F.  Kessleb. 


■*■"    *- 


Hierzu  Taf.  I  u.  II. 


Das  Problem   der  Achromasie,   zwei  verschiedenfarbige  Bilder  eiiofes^ 
ebeneD  Objectes  zur  Deckung  zu  bringen,  l&sst  sich  in  zwei  Elementar-^ 
Probleme  theilen:  nämlich  entweder  die  Bilder  von  gleicher  Grösse  her-* 
zustellen  oder  sie  in  eine  Ebene  zu  legen.    Jedes  dieser  beiden  niederen 
Probleme  kann ,  wie  im  ersten  und  zweiten  Abschnitt  der  folgenden  Ab- 
bandlang  gezeigt   werden  soll,   für  sich   mittels   einer  Einzellinse  gelöst 
werden,    während    das   vollständige  Problem,    dem   der   dritte  Abschnitt 
gewidmet  ist  und  zu  dessen  Lösung  mindestens  zwei  Linsen  erforderlich 
sind ,  durch  die  ersten  unter  neue  Gesichtspunkte  gebracht  wird.    Viertens 
sollen  die  Beziehungen  der  Ersatzflächen*,  die  sich  ftlr  zwei  Farben  zu 
Ersatzlinsen   combiniren   lassen,   zu   den  Achromasien  verschiedener  Art 
untersucht  werden. 

Indem  hier  von  der  sphärischen  Aberration  abgesehen  ist,  also  nur 
nahe  der  Axe  verlaufende,  sogenannte  Centralstrahlen  betrachtet  werden, 
dient  zur  graphischen  Darstellung  und  zu  den  bezüglichen  Beweisen  das 
durch  die  Werke  von  Reusch**  und  von  Ferraris***  genugsam  be- 
kannte Verfahren ,  die  Abstände  in  der  zur  optischen  Axe  normalen  Rich- 
tung unermesslich  zu  vergrössern,  so  zwar,  dass  die  brechenden  sphä- 
rischen Flächen  als  Gerade  erscheinen.  Alsdann  wird  der  gebrochene 
Strahl  construirt,  indem  man  das  durch  den  Einfallsstrahl  abgeschnittene 
Stück  der  Ordinate  des  Krümmungsmittelpunktes  proportional  dem  Brech- 
ungsverbältniss  verlängert  resp.  verkürzt  und  den  Endpunkt  mit  dem  Ein- 
fallspunkt  verbindet.     Die   Abstände   in   der  Richtung   der  Axe  werden 


*  Ann.  d.  Phys.  u.  Cham.  N.  F.  XVI,  362—866. 

**  Constmctionen  zur  Lehre  von  den  Haupt-  und  Brennpunkten  eines  Linseu- 
■ystems.    1870. 

•*♦  Die  Fundamentaleigenschaften    dioptrischer   InstrumeDte,    übersetzt  von 
F.  Lippich.    1879. 
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üeber  Acbromasie. 


positiv  gezählt  vom  ersten  Scheitelpunkte  "weg  im  Sinne  der  Lichtbeweg- 
nng,  Krümmungshalbmesser  von  der  Fläche  aus  zum  Mittelpunkte  ge- 
nommen. 


•  •  • 


•  • 


••.'. 


•    Erster  Abschnitt. 

Zwei  yeictijDtJiiedeafarbige  Bilder  Yoa  gleicher  Grösse. 
•-  *•• 

L  Bedi]|giiL(;en  gleicher  Orösse  verschiedenfarbiger  Bilder.  In  Fig.  1 
sind  0|  und '*0|* Scheitelpunkte,  c^  und  c^  Krümmungsmittelpunkte  zweier 
Linsenflacbep*,  0^,  O^,  C, ,  C^  die  in  diesen  Punkten  normal  zu^:  Axe  ge 
führten  *€U»raden,  n  der  Brechungsquotient  des  Linsenmittels  für  eine 
bestinriqte  Farbe.  Schneidet  ein  auf  den  Punkt  Qq  der  Axe  gerichteter 
Stijlhl  die  0^  in  e^,  die  C^  in  t/^,  so  macht  man  auf  letzterer  c^i\^=c^u^lny 
7(feA£' e^v,  bis  a^  auf  der  Axe,  wodurch  0^  in  e^y  C^  in  u^  geschnitten 
Viru,  zieht  u^a^j  das  C^  in  v^  schneidet,  womit  c^f>2^^^'^i^2  ^ii'^i  ^^^ 
.  '•'«ieht  e^v^  bis  a^  auf  der  Axe.  Dann  ist  a^  das  erste,  o^  das  zweite, 
.*•-!'•  d.  h.  das  durch  die  Linse  gegebene  Bild  von  Oq,  Für  zwei  verschiedene 
Farben,  z.  B.  roth  und  blau,  im  Texte  durch  die  Zeichen  ~,  ^  unter- 
schieden,  erhält  man   alle   genannten  Punkte  und  Linien  doppelt,    also 

schliesslich  anch  zwei  Austrittsstrahlen  e^v^  und  ^2^2«  ^^^  ^^^^  Bilder  02 
und  029  ^^®«  sofern  sie  zu  einem  gemischtfarbigen  Strahle  resp.  Objecte 
conjugirt  sind,  g^gen farbig  genannt  werden  sollen. 

Bezeichnet  man  durch  grosse  Buchstaben  die  Grösse  der  Bilder  in 
den  gleichlautenden  Punkten  resp.  in  den  diesen  entsprechenden  Ebenen, 
so  wird  das  Grössenverhältniss  der  Bilder  —  bekanntlich  gleich  dem  Ver- 
hkltniss  deren  Abstände  von  dem  Mittelpunkte  der  sie  conjugirenden 
Fläche  —  durch  folgende  Gleichungen  ausgedrückt: 

jN  I     ^»/^O  =  ( V'^l^  -K/^o)  =  (<^2 «2^2^!)  •(<•!  «1/^1  "0)  » 

)    ^2/'^0=(^2/^l)-(^l/^o)  =  (^2''2/^2"l^-(^l«l/^l«'o^- 

Setzt  man  voraus,  dass  die  beiden  in  a^  und  a^  befindlichen   Bilder  dos 

Objects  Oq   unter   sich    gleich   gross  werden,   dass   also  A^  =  A^,   so  folgt 

hieraus 

_        —         —  «^        v/       w 

2)  Cj  «2  •  ^1  ^xl^i  ^i  =  ^2  ^^2 '  ^1  ^1/^2  ^1  • 
Da  nach  der  Construction  c^ajc^a^^^c^ujc^v^  auch   c^ajc^a^^c^xi^/c^v^^ 
so  geht  Gleichung  2)  über  in 

3)  ^2  ajc^  v^  =  Cj  02/^2  »2  • 

Mithin  sind  alsdann  die  Linien  ^{'^2  ^"^  ^2^2  P&i'aH^I»     Also: 

Zwei   gegenfarbige   Strahlen   werden    parallel,    wenn    die 
ihnen   zugehörigen   Bilder   gleich   gross   sind,    und   umgekehrt: 


Von  F.  Kbsslbr. 

Sind  zwei  gegenfarbige  Bilder  gleich  gross,   so  sind  die  zu- 
gehörigen Strahlen  parallel. 

Durch  ein  analoges  Verfahren  ergeben  sich  aus  derselben  Bedingung 
Beziehungen  zwischen  der  Dicke  der  Linse,  dem  zweiten  Krümmungs- 
radius und  anderen  in  Betracht  kommenden  Strecken,  welche  sich  kürzer 
ausdrücken  lassen,  wenn  man  o^c^  =  r^^  o^e2  =  r^i  o^o^s=z(^J  0^02  =  1 
setzt,  übrigens  aber  die  Abstände  der  auf  der  Axe  liegenden  Punkte 
vom  ersten  Scheitelpunkte  o^  durch  die  schlichten  Namen  dieser  Punkte 
selbst  bezeichnet.     So  wird  z.  B. 

wfli  — nflj  (n  — l)aj  — (n  — l)a, 

^ _^  {nä^  —  na^)c^  —  (n  —  n)a^ä^ ^  (w-  n)  a^ g^  —  {nä^  —  wqjr^ 


6) 


"1— «1  («-l)«i  — ('»  — l)«i) 

w  ^       ^/     ^  ^/  ^  ••  w 


w  . 


n  Oj  —  w  flj 


_{n'-n)a^ä^  —  [(w  — l)^i  —  Q"/-  1)^2]  <^2. 


ff,  -  «, 


Diese  Gleichungen  lehren,  dass,  wenn  von  einer  Linse  die  erste  Fläche, 
zwei  gegenfarbige  Brechnngsquotienten  und  ein  Objectpunkt,  mithin  die 
ersten  gegenfarbigen  Bildpunkte  gegeben  sind,  für  gleich  grosse  gegen- 
farbige zweite  Bilder  die  Dicke  der  Linse  und  der  zweite  Krümmungs- 
radius gegenseitig  lineare  Functionen  sind.  Ist  (i=0  oder  die  Linse 
unendlich  dünn,  so  ist  c^=ir^s=zr^.  Mit  wachsendem  d  nimmt  c^  zu, 
r^  ab,  80  dass  d  =  c^  und  r^^=0^  wenn 

(«— l)«!  — (w-l)a, 
ist.     VVächst  d  noch  weiter,  so  wird  r^  negativ,  d.  h.  die  Linse  biconvex. 

2.  Itometrische  Punkte  einer  Linse.  Bezeichnet  man  einen  Object- 
punkt  Oq  für  den  ■  Fall  der  gleichen  Grösse  seiner  zweiten  gegenfarbigen 
Bilder   mit  ^,   eben  dadurch  also  auch  dessen  Abstand  von  o^  im  Sinne 

der  Lichtbewegung  und  setzt  die  Werthe  von  a^  und  a^  aus  ihren  Con- 
janctgleichungen  mit  g,  nämlich 

8)  ai  = »     Oi=-3 ' 

(n-l)g  +  ri  {n-l)g  +  rj^ 

in  eine  der  beiden  Gleichungen  5b)  oder  6a),  so  ergiebt  sich  daraus 
folgende  Gleichung  für  den  Abstand  des  Punktes  g  vom  ersten  Scheitel- 
punkte 
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9)  9-=':rr  - 


w  —  w  — 


nn{r^  —  ^2)  —  {nn-^d)       d  —  nni 

Die  GleichaDg  9)  ermöglicht  es  aIso,  für  zwei  durch  ihre  Brechangs- 
quotienten  gegebene  Farben  ans  den  Dimensionen  einer  Linse  den  Ab- 
stand einer  in  jenen  Farben  leuchtenden  Ebene  so  zu  bestimmen,  dass 
diese  Ebene  mittels  der  Linse  zu  zwei  unter  sich  gleich  grossen  gegen- 
farbigen Bildern  conjugirt  ist. 

Denkt  man  die  Lichtbewegung  in  entgegengesetzter  Richtung,  so 
findet  sich  ein  dem  Punkte  g  analoger  Punkt  g'y  dessen  Abstand  von 
dem  zweiten  Scheitelpunkte,  aber  im  Sinne  der  ursprünglichen  Licht- 
bewegung gemessen,  ist 

10)  9'-ä=^-:r-. '^. ^- 

nn{rj — Tg)  — (nn  —  l)d     d  —  nni 

Die  beiden  Punkte  g  und  g\  wie  auch  die  ihnen  zugehörigen  Ebenen 
sind  nicht  etwa  unter  einander  conjugirt,  sondern  jeder  derselben  ist  zu 

zweien   anderen:   g^  und  ^2«  resp.  g\  und  g\  so  conjugirt,  dass  sowohl 

die   in   g^  und  g^  befindlichen  gegenfarbigen  Bilder  unter  sich,   als  auch 

die  in  g\  und  g\  unter  sich  gleich  gross  sind.  Man  kann  diese  Punkte 
g  und  p' deshalb  „dichromatisch-isometrisch"  oder  auch  innerhalb 
des  vorliegenden  Bereiches  schlechtweg  „isometrisch"  nennen.  Den 
Oauss^schen  Hauptpunkten  würde  dagegen  nach  einem  von  J.  B.  Lis- 
ting (t  24.  Dec.  1882)  mir  im  März  vorigen  Jahres  brieflich  gemachten 
Vorschlage  die  vielleicht  auch  sonst  schon  gebrauchte  Bezeichnung 
„tautometrisch**  gewahrt  bleiben.  Letztere  fallen  bei  Linsen  und 
Linsensjstemen  zusammen  mit  den  Knotenpunkten ,  den  tautogonalen 
(Listing),  nicht  aber  bei  Systemen,  deren  Anfangs-  und  Endmittel 
ungleich  dicht  sind.  Offenbar  würden  bei  letzteren  also  auch  noch  be- 
sondere  „isogonale"  Punkte   für  zwei  Farben   zu  unterscheiden  sein. 

Die  Gleichungen  9)  und  10)  sind,  wie  sich  mit  Voraussicht  auf 
Gleichung  12)  zeigt,  analog  construirt  mit  denen  für  die  Abstände  der 
Hauptpunkte  einer  Linse  von  ihren  entsprechenden  Scheiteln ,  nur  ist  der 
dortige  einzelne  Brechungsquotient  hier  durch  das  Product  der  beiden 
gegen  farbigen  ersetzt.  Man  kann  daher  sagen:  Dichromatisch-iso- 
metrische  (isogonale)  Punkte  einer  Linse  sind  tautometrische 
(tantogonale)  Punkte  einer  congruenten  Linse,  deren  Brech- 
ungsquotient gleich  dem  Producte  aus  den  bezüglichen  bei- 
den gegenfarbigen  Brechungsquotienten  der  ersten  Linse  ist. 
Beispielsweise  würden  die  Hauptpunkte  einer  Linse  für  n  =  2,4  (Diamant) 
dieselbe  Lage  haben,   wie  die  isometrischen  Punkte  einer  Glaslinse  für 

n  =  1,5360  und  n  =  1,5625,  da  in  diesem  Falle  ns=n,n  wäre. 
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3.  EigenBohaften  von  Linsen,  deren  isometrische  Punkte  unendlich 
weit  entfernt  sind.     Die  Gleichungen  9)  und  10)  lehren,  dass,  wenn 

11)  a^nnin-r,) 

nn  —  1 

ist,  beide  isometrische  Punkte  unendlich  weit  entfernt  sind.  In  diesem 
Falle  ist  also  ein  parallel  der  Axe  einfallender  gemischtfarbiger  Strahl 
zu  zwei  unter  sich  parallelen  gegenfarbigen  Austrittsstrahlen  conjugirt, 
und  die  gegeufarbigen  Brennweiten  werden  einander  gleich. 

Solche  Linsen  haben  bezüglich  der  Lage  ihrer  Hauptpunkte  noch 
besondere  Eigenschaften.  Setzt  man  den  Werth  von  d  aus  Gleichung  11) 
in  die  bekannte  Gleichung  fttr  den  Abstand  irgend  eines,  z.  B.  des  ersten 

rothen  Hauptpunktes  h  einer  Linse  vom  ersten  Scheitelpunkte  derselben 
ein,  so  erhAlt  man 

12)  Ä= ^l^ =  ^ 


und  analog 


'»('•i-'*«)  — ("-O^     w— 1 


«r. 


13)  A  =  — ^» 

w-1 


14)  Ä'-rf  = 


15)  X'^rf  =  .!?ri.. 

n-1 

Da  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  12) — 15)  ebenfalls  gewisse 
Brennweiten  einzelner  Linsenflächen  ausdrücken,  so  treten  also  bei  einer 
derartigen  Linse  folgende  Coincidenzen  auf: 

I  rother  Hauptpunkt  der  Linse  mit  II  blauem  Brennpunkt  der  I.  Fläche, 
I  blauer  „  „       „        „     II  rothem  „  „    I* 

II  rother  „  „       „        „      I  blauem  „  ,,  IL 

II  blauer  „  „       „        „      I  rothem  „  ,,  IL      „ 

oder  allgemein:  Ein  farbiger  Hauptpunkt  einer  Linse  mit  un- 
endlich entfernten  isometrischen  Punkten  coincidirt  mit  dem 
gegenfarbigen  und  gegenzahligen  Brennpunkt  der  gleich- 
lahligen  Fläche. 

Die^e  Coincidenzen  sind  in  Fig.  2  für  eine  convex-concave  und  in 
Fig.  3  für  eine  biconvexe  Linse  dargestellt  und  zwar,  wie  es  bei  graphi- 
schen Beispielen  in  so  kleinem  Maassstabe  unvermeidlich  ist,  unter  An- 

nähme  der  etwas  übernatürlichen  Dispersion  n  =  3/2,  n==14/9.  Für  rj  =  30, 
r^ss  10  wird  Gleichung  11)  zufolge  d=35  und,  wenn  man  die  Flächen- 
brennpnnkte,  resp.  ihre  Abstände  von  Oj  mit  6  bezeichnet  ^  ä\^ 'Q.vql^X.-  ^^Ti^ 
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Brennpunkte  der  Linse  n.  s.  w.  desgleichen  mit  h  and  /*,   so  werden  hier 

/'=-9,  /'=-7,  Ä'=6g  =  63,  Ä'=i2  =  65,  Ä  =  6',  =  84,  ^  =  6^^  =  90, 

/•=  156,  ^=  162,  die  Brennweiten  der  Linse  F=  F:=-12  (Fig.  2).  Di« 
Namen  der  Hauptpunkte  sind  (für  beide  Farben  gemeinschaftlich)  an 
ihren  Ordinaten  da  eingetragen,  wo  man  diesen  bei  der  gewöhnlichen 
Construction  zuerst  begegnet:  auf  dem  Durchschnittspunkte  des  Kinfalls- 
und  seines  conjugirten  Austrittsstrahles.  Das  von  hier  noch  in  der  Farbe 
des  Hauptpunktes  auf  die  Axe  gefällte  Loth  trifft  dann  jedesmal  den 
gegenfarbigen  Brennpunkt  der  durch  das  obige  Schema  oder  Gesetz  an- 
gezeigten Fläche.  Die  von  rechts  nach  links  den  Weg  oc  e^  e^  machen- 
den Strahlen,  fernerhin  als  „rückgehende**  zu  bezeichnenden  Strahlen 

liefern  b^  und  b^  als  erste  Brennpunkte  der  zweiten  Fläche,  h  und  h  als 

erste  Hauptpunkte   und  f  und  f  als   erste  Brennpunkte  der  Linse,   die 

von  links  nach  rechts  auf  ex/  e\e\  „  h  i  n  g  e  h  e  n  d  e  n  ^'  Strahlen  aber  /»'j ,  b\ 
als  zweite  Brennpunkte  der  ersten  Fläche  u.  s.  w.    Ist  dagegen  r^  =  --lOy 

so  wird  d=70,  X'=6g  =  40,  h'=  0^  =  42,  /=  48,  /^=  54,  /  =  76,  /'=78, 

Ä  =  6\  =  84 ,  Ä  =  6*,  =  90 ,   ^==  F=  36  (vergl.  Fig.  3). 

Das  Vorhergehende  lehrt  auch,  dass  die  bekannte  Gleichung  ftir  die 
Brennweite  einer  Linse,  in  welcher  n  einen  Brechungsquotienten  bedeutet. 


F  = 


1'2 


(«-l)[«(r,-r,)  +  («-])rf] 

und  die  nach  n  aufgelöst  zwar  gewöhnlich,  d.  h.  bei  dünnen  Linsen  nur 
einen  „brauchbaren'*  Werth  hierfür  liefert,  sich  nicht  unter  allen  Um- 
ständen so  verhält.  Setzt  man  in  dieser  Gleichung  beispielsweise  r^  ==  10, 
r,  =  3,     d=l2,    ^=-19iff,    so    wird    w  =  1,54925  +  0,01325    oder 

n=  1,5360,  nc=  1,5625,  welche  Werthe  recht  wohl  vorkommen  können. 
Es  ist  also  nicht  richtig,  wenn  man  schlechtweg  sagt,  eine  Linse  aus 
einem  Sttick  könne  nicht  ftir  zwei  Farben  dieselbe  Brennweite  haben. 

4.  Isometrisohe  Punkte  eines  Systems  mehrerer  Linsen.    Bezeichnet 
man   die  Fundamental  punkte  und  Brennweiten    eines  Linsensystems  wie 

bisher  bei  Einzellinsen,  den  Abstand  von  h  hinter  h  durch  Jh^  den  von 

h  und  h  hinter  dem  ersten  dichromatisch  -  isometrischen  Punkte  g  mit  y 

und  y,    so   dass  also  y  —  y^-Ah   ist,    habe  sodann   das   rothe  Bild   des 

Punktes  g  den  Abstand  x  vor  h  und  das  blaue  den  Abstand  y  vor  K ^ 
so  wird  vermöge  der  Ortsgleichungen  dieser  Bilder 

16)  (j-y){F^xy=-F\ 

17)  (/-[j;-z/A])(F+y)  =  /«, 

and  wegen  gleicher  Grösse  der  gegenfarbigen  Bilder  nach  der  Grössen- 
«nleichnng 
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18)  ylCy-^h)^ylx 

sein.    Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  x  und  y 

F.Ah      F. Ah 

und  aus  den  mit  Gleichung  18)  analog  aufzustellenden 

20)  y^-jT' 

21)  y'=^-^^' 


22)  y'= 


AF 
F,Ah' 


AF 

wonach  sich  die  Lagen  der  isometrischen  Punkte  eines  LinReusystems  aus 
den  Lagen  der  gegenfarbigen  Fundamentalpunkte  bestimmen  lassen.  Für 
jedwedes  Linsensystem  ist  demnach 

23)  Yl^y  =  yly'=  F/F, 

24)  y/Y'=  y  ly  =  Jhl^lh\ 

oder  in  Worten:  Die  Abstände  dichromatiscb  -  isometrischer 
Punkte  von  ihren  zugehörigen  Hauptpunkten  verb alten  sich 
1.  bei  gleicher  Zahl  (Nummer)  wie  die  Brennweiten  der  ent- 
sprechenden Farben,  2.  bei  gleicher  Farbe  wie  die  Aende- 
rungen   der  Lage   der   entsprechend  gezählten  Hauptpunkte* 

5.  Constrnction  eines  Linsensystems,  dessen  isometrisohe  Punkte 
unendlich  weit  entfernt  sind.  Die  Gleichungen  19)  — 22)  lehren,  dass 
die  isometrischen  Punkte  eines  Linsensystems  unendlich  weit  entfernt 
liegen,  wenn  die  gegenfarbigen  Brennweiten  gleich  sind  und  dabei  die 
gegenfarbigen  Hauptpunkte  nicht  coincidiren.  Zunächst  handelt  es  sich 
also  darum,  das  Linsensystem  so  einzurichten,  dass  die  von  einem  parallel 
zur  Axe  einfallenden  Strahl  herrührenden  gegenfarbigen  Theile  das  System 
parallel  unter  sich  verlassen.  Beschränkt  man  sich  dabei  auf  die  am  häufig- 
sten gebrauchten  Combinationen  von  zwei  planconvcxen ,  mit  ihren  gleich 
artigen  Flächen  nach  derselben  Seite  gewendeten  Linsen  derselben  Glas- 
sorte (Huyghens  Ocular  und  Umkehrungssystem  des  terrestrischen  Fern- 
rohrs), so  lässt  sich  die  Aufgabe  zweimal  variiren.  Man  kann  erstens  das 
System  so  stellen,  dass  die  Endfläche  entweder  convex  oder  plan  ist,  und 
zweitens  entweder  den  Halbmesser  der  sphärischen  Fläche  der  zweiten 
Linse  oder  den  Abstand  dieser  Linse  von  einem  bekannten  Punkte  aus 
den  übrigen  Daten  bestimmen.     Daraus  ergeben  sich  vier  Fälle. 

L    Die  Endfläche   ist  sphärisch    und   deren  Krümmungs- 
halbmesser gesucht.     Man  berechnet  ans  den  Daten  die  Otl^  di^t ^^Ti 
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-  w 

der  dritten  Fläche  entworfenen  Bilder  a^  nnd  a^  (Fig.  4,  wo  der  Deut- 
lichkeit halber  die  Bildorte  mit  Fortlassen  des  Buchstaben  lediglich  durch 
die  Indices  bezeichnet  sind),  bestimmt  sodann  die  Lage  des  Divergenz- 
punktes  der  bezüglichen  Strahlen,  resp.  dessen  Projection  093,  die  nun 
als  Abscissennullpunkt  gilt.  Dann  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  4  a), 
§  1  der  Abstand  dc^  Mittelpunktes  c^  der  vierten  Fläche  von  03 

25)  c  ^(«-^)g3gs-K-^3)04 

nflj  — ««3 

II.  Die   Endfläche    ist    sphärisch    und    der   Abstand   der 
zweiten  Linse  gesucht.     Natürlich  müssen  die  Dicke  d^  und  der  Fud- 

halbmesser  r^  der  zweiten  Linse  gegeben  sein.  Sind  alsdann  a^  und  a^ 
die  durch  die  erste  Linse  entworfenen  Bilder  (Fig.  4),  welche  durch  O3 

nach  03  und  ^3  gebracht  werden,  und  ist  Oj  die  Projection  des  Diver- 
genzpunktes der  an  O3  einfallenden  Strahlen,  zugleich  Abscissennull- 
punkt,   während   03  die   des   gleichen   der  an  O3   austretenden    Strahlen 

noch  unbekannt  ist,  so  setze  man  ^3  —  m^  =  Xy  a^  —  ^i  =  yi  0^  —  G>^r=r. 
Dann  ist 

26)  «  — «  =  «(os  — flg), 

27)  «-y  =«(08-02)1 

28)  (nag  — «02)2  =  nn(ög  — 0^)03, 
und  mit  Bücksicht  auf  Gleichung  6a),  §  1    . 

29)  r  ^C^-«)a?y-[(>»-l)a:-(w-l)y](o3-(/g)^ 

nx  —  ny 

woraus  nach  Elimination  von  o:,  y,  z  der  Abstand  des  dritten  Scheitel- 
punktes O3  von  Og  sich  ergiebt: 

n/i  [(n  —  1)  a  —  (n— 1)  a] 

III.  Die  Endfläche  ist  plan  und  der  Krümmungshalbmesser 
der  vorletzten    Fläche   gesucht.     (Fig.  5.)     Auch   hier   geht  man, 

wie  bei  II,  von  a^«  ^s  ^'^^  ^2  ^^^'  ^^  ^^®  Richtung  der  an  der  End- 
fläche 0^  austretenden  Strahlen  unabhängig  von  dem  Orte  dieser  Fläche 
ist,  so  kann  man  sich  diese  behufs  der  Demonstration  durch  den  Krüm- 
mungsmittelpunkt C3  der  vorletzten  Fläche  gelegt  denken.  Zieht  man 
dann  in  beiden  Farben  e^a^  bis  e^  auf  O3  und  bis  t/3  auf  C3,  macht  ^3^3 
a  c^ujn^  zieht  ^3^3  bis  a^  auf  der  Axe  und  bis  e^  auf  0^,  zieht  endlich  zu 

o^u^  eine  Parallele  durch  e^  bis  a^  auf  der  Axe,  so  sind  a^  und  a^  die  letzten 

gegen  farbigen  Bilder.     Damit  aber,  wie  verlangt,   a^e^  und  a^e^  parallel 
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seien,  müssen  auch  schon  a^u^  und  ^s^s»  ^^^^  ®^^  jenen  parallel  sind, 
unter  sich  parallel  gewesen  sein.  Aus  dieser  Bedingnng  ergiebt  sich  dann 
leicht  folgender  Werth  für  den  Krümmungshalbmesser  r^  der  vorletzten 
Fläche  —  alle  Abstände:  c,  o,  a  von  Og  aus  zu  zählen  — : 


31) 


ög-flg 


IV.  Die  Endfläche  ist  plan  und  der  Abstand  der  zweiten 
Linse  gesucht.  Bezeichnet  O3  den  Abstand  des  ersten  Scheitelpunktes 
der  zweiten  Linse  von  o, ,  so  transformirt  man ,  da  hier  r,  gegeben  sein 
mu8S,  Gleichung  31)  direct  in 

32)  0  ^ (^2-^2)^8 +  (^-«)^8 ^8, 

Als  Beispiele  zur  Anwendung  dieser  Formeln  dienen  die  in  Fig.  6 
und  7  gezeichneten  Linsencombinationen ,  bei  denen  aus  früher  (§  3)  ange- 

fahrtem  Grunde  die  stark  differenten  Brechungsquotienten  71  =  3/2,  fi=  14/9 
zu  Grunde  gelegt  sind.  Fig.  6  giebt  in  einem  Grundmaasse  von  \  mm 
ein  Huyghens-Ocular  von  folgenden  Dimensionen:  Dicke  des  Sammel- 
glases d^  =  28y  des  Oculars  (1^=12^  lichter  Abstand  beider  Og—Og»  180} 
Tj  =  1 56,  r,  =  50.  Hieraus  ergeben  sich  die  Abstände  der  Fundamental- 
punkte von  0|: 

X'=109V^        /-'=  144,3        /'=255if        Ä  =  290,55      ^^146  25 
h'^llSj         f=  175,5        /'=265|_       ^"=  321,75 
jh=     9\      Jf=   31,2     jf==~9l      Jhz=   31,2 

6,==  108,    6j=118,    z^6g  =  10,    6\  =  290,8,    6*^  =  3211,    ^6'=303^. 

Fig.  7  giebt  den  Umkehrungsapparat  eines  terrestrischen  Femrohrs,  ohne 
Strahlenlänge,  dessen  Dimensionen  bei  ^  mm  Grundmaass  genommen 
sind ;  rfj  =: (fg  =  35 ,  0,03  =  360 ,  r^^r^^  —  200 ,  woraus  die  Abstände 
von  0|: 

Ä=    7i        X  =  22        Ä  =  391i        /^=406       ^^3^^ 

/•=46^        ^^=62        h  =  430J.        f'=  446 
z//'=39|     zfÄ'=40     ^Ä=    39^     ^/"=   40 

i,=  l8i,    ^=57|,    ^/6,  =  39|,    6\  =  395,    6\  =  435,    ^6\  =  40. 

Diese  Berechnungen  lehren,  dass  das  §  3  für  Einzellinsen,  deren  iso- 
metrische Punkte  unendlich  weit  entfernt  sind,  bewiesene  Coincidenz- 
gesetz  für  derartige  Linsensysteme  nur  annähernd  giltig  ist.  Allem 
Ansebeine  nach  würde  es  aber  auch  hier  absolute  Geltung  erhalten,  wenn 
man,  wie  dies  bei  theoretischen  Entwickelungen  gemeiniglich  geschieht, 
die  Dicken  der  Linsen  vernachlässigte. 


üeber  Achromasie. 


9)  9  =  -^  '''  -     '■•' 


w  •  w  . 


nn{r^ — ^2)  —  («n  — d)       d — nni 

Die  OleichnDg  9)  ermöglicht  es  also,  für  zwei  durch  ihre  Brechnngs- 
quotienten  gegebene  Farben  aus  den  Dimensionen  einer  Linse  den  Ab- 
stand einer  in  jenen  Farben  leuchtenden  Ebene  so  zu  bestimmen,  dass 
diese  Ebene  mittels  der  Linse  zn  zwei  unter  sich  gleich  grossen  gegen- 
farbigen Bildern  conjngirt  ist. 

Denkt  man  die  Lichtbewegung  in  entgegengesetzter  Richtung,  so 
findet  sich  ein  dem  Punkte  g  analoger  Punkt  g\  dessen  Abstand  von 
dem  zweiten  Scheitelpunkte,  aber  im  Sinne  der  ursprünglichen  Licht- 
bewegung gemessen,  ist 

10)  9-d=— ^—:r_ =  — ^- 

nn{r^ — r^)  —  {nn  —  l)d      d  —  nni 

Die  beiden  Punkte  g  und  g\  wie  auch  die  ihnen  zugehörigen  Ebenen 
sind  nicht  etwa  unter  einander  conjugirt,  sondern  jeder  derselben  ist  zu 

zweien   anderen:   ^2  ^^^  9%t  i^esp.  ^'2  und  g\  so  conjugirt,   dass  sowohl 

die   in   g^  und  g^  befindlichen  gegenfarbigen  Bilder  unter  sich,    als  auch 

die  in  g\  und  ^'2  tinter  sich  gleich  gross  sind.  Man  kann  diese  Punkte 
g  und  (/' deshalb  „dichromatisch-isometrisch"  oder  auch  innerhalb 
des  vorliegenden  Bereiches  schlechtweg  „isometrisch**  nennen.  Den 
Oauss^schen  Hauptpunkten  würde  dagegen  nach  einem  von  J.  B.  Lis- 
ting (t  24.  Dec.  1882)  mir  im  März  vorigen  Jahres  brieflich  gemachten 
Vorschlage  die  vielleicht  auch  sonst  schon  gebrauchte  Bezeichnung 
„tautometrisch^*  gewahrt  bleiben.  Letztere  fallen  bei  Linsen  und 
Linsensystemen  zusammen  mit  den  Knotenpunkten ,  den  tautogonalen 
(Listing),  nicht  aber  bei  Systemen,  deren  Anfangs-  und  Endmittel 
ungleich  dicht  sind.  Offenbar  würden  bei  letzteren  also  auch  noch  be- 
sondere  „isogonale**  Punkte   für   zwei  Farben   zu  unterscheiden  sein. 

Die  Gleichungen  9)  und  10)  sind,  wie  sich  mit  Voraussicht  auf 
Gleichung  12)  zeigt,  analog  construirt  mit  denen  für  die  Abstünde  der 
Hauptpunkte  einer  Linse  von  ihren  entsprechenden  Scheiteln ,  nur  ist  der 
dortige  einzelne  Brechungsquotient  hier  durch  das  Product  der  beiden 
gegenfarbigen  ersetzt.  Man  kann  daher  sagen:  Dichromatisch-iso- 
me  tri  sehe  (isogonale)  Punkte  einer  Linse  sind  tautometrische 
(tantogonale)  Punkte  einer  congruenten  Linse,  deren  Brecb- 
nngsquotient  gleich  dem  Producte  aus  den  bezüglichen  bei- 
den gegenfarbigen  Brechungsquotienten  der  ersten  Linse  ist. 
Beispielsweise  würden  die  Hauptpunkte  einer  Linse  für  n  =  2,4  (Diamant) 
dieselbe  Lage  haben,  wie  die  isometrischen  Punkte  einer  Glaslinse  für 

n  =  1,5360  und  n  =  1,5625,  da  in  diesem  Falle  n  =  n.n  wäre. 


Von  F.  Kessler. 

8.  Eigenschaften  von  Linsen,  deren  isometrische  Punkte  unendlich 
weit  entfernt  sind.     Die  Gleichungen  9)  und  10)  lehren,  dass,  wenn 

nn  —  1 

ist«  beide  isometrische  Punkte  unendlich  weit  entfernt  sind.  In  diesem 
Falle  ist  also  ein  parallel  der  Axe  einfallender  gemischtfarbiger  Strahl 
zn  zwei  unter  sich  parallelen  gegenfarbigen  Austrittsstrahlen  conjugirt, 
und  die  gegenfarbigen  Brennweiten  werden  einander  gleich. 

Solche  Linsen  haben  bezüglich  der  Lage  ihrer  Hauptpunkte  noch 
besondere  Eigenschaften.  Setzt  man  den  Werth  von  d  aus  Gleichung  11) 
in  die  bekannte  Gleichung  für  den  Abstand  irgend  eines ,  z.  B.  des  ersten 

rothen  Hauptpunktes  h  einer  Linse  vom  ersten  Scheitelpunkte  derselben 
ein,  so  erhält  man 

12)  Ä  =  _ ?il- i^ 

n  (rj  —  r,)  —  (n  —  1 )  d      n  —1 
und  analog 

13)  Ä  =  -^, 


14)  V-rf  = 


«-1 
w-1 


15)  h'-^d^.!^. 

w-1 

Da  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  12) — 15)  ebenfalls  gewisse 
Brennweiten  einzelner  Linsenfiächen  ausdrücken,  so  treten  also  bei  einer 
derartigen  Linse  folgende  Coincidenzen  auf: 

I  rother  Hauptpunkt  der  Linse  mit  EL  blauem  Brennpunkt  der  I.  Fläche, 

I  blauer  „  „       „        „     II  rothem  „  ,j    I.       „ 

n  Tother  „  ,j       „        „      I  blauem  „  „  II.      „ 

II  blauer  „  „       „        ,,      I  rothem  „  „  IL      „ 

oder  allgemein:  Ein  farbiger  Hauptpunkt  einer  Linse  mit  un- 
endlich entfernten  isometrischen  Punkten  coincidirt  mit  dem 
gegenfarbigen  und  gegenzahligen  Brennpunkt  der  gleich- 
sahligen  Fläche. 

Diese  Coincidenzen  sind  in  Fig.  2  für  eine  convex-concave  und  in 
Fig.  3  für  eine  biconvexe  Linse  dargestellt  und  zwar,  wie  es  bei  graphi- 
schen Beispielen  in  so  kleibem  Maassstabe  unvermeidlich  ist,  unter  An- 

nähme  der  etwas  übernatürlichen  Dispersion  n  =  3/2,  n  =  14/9.  Für  rj  =  30, 
r^s  10  wird  Gleichung  11)  zufolge  d=35  und,  wenn  man  die  Flächen- 
brennpnnkte,  resp.  ihre  Abstände  von  Oj  mit  6  bezeichnet,  d\^H«LU^V  ^^^^ 


üeber  AchromaBie. 


9)  .  =  -rT  '■''  -     "•' 


«/  -  ^  w  • 


nn{r^  —  '*»)  —  («n  — d)       d  —  nni 

Die  Oleichnng  9)  ermöglicht  es  also,  für  zwei  durch  ihre  Brechnngs- 
quotienten  gegebene  Farben  ans  den  Dimensionen  einer  Linse  den  Ab- 
stand einer  in  jenen  Farben  leuchtenden  Ebene  so  zu  bestimmen,  dass 
diese  Ebene  mittels  der  Linse  zu  zwei  unter  sich  gleich  grossen  gegen- 
farbigen Bildern  conjugirt  ist. 

•  Denkt  man  die  Lichtbewegung  in  entgegengesetzter  Richtung,  so 
findet  sich  ein  dem  Punkte  g  analoger  Punkt  g\  dessen  Abstand  von 
dem  zweiten  Scheitelpunkte,  aber  im  Sinne  der  ursprünglichen  Licht- 
bewegung gemessen,  ist 

10)  g'-d= ^i^ ^1^. 

nn{r^ — '"j)  — (««  —  l)d      d  —  nni 

Die  beiden  Punkte  g  und  g\  wie  auch  die  ihnen  zugehörigen  Ebenen 
sind  nicht  etwa  unter  einander  conjugirt,  sondern  jeder  derselben  ist  zu 

zweien   anderen:   ^2  ^^^  9%y  resp.  g\  und  g\  so  conjugirt,  dass  sowohl 

die   in  g^  und  ^2  befindlichen  gegenfarbigen  Bilder  unter  sich,   als  auch 

die  in  ^'2  ^^^  9  2  ui^ter  sich  gleich  gross  sind.  Man  kann  diese  Punkte 
g  und  (/' deshalb  „dichromatisch-isometrisch*^  oder  auch  innerhalb 
des  vorliegenden  Bereiches  schlechtweg  „isometrisch**  nennen.  Den 
Oauss'schen  Hauptpunkten  würde  dagegen  nach  einem  von  J.  B.  Lis- 
ting (t  24.  Dec.  1882)  mir  im  März  vorigen  Jahres  brieflich  gemachten 
Vorschlage  die  vielleicht  auch  sonst  schon  gebrauchte  Bezeichnung 
„tautometrisch**  gewahrt  bleiben.  Letztere  fallen  bei  Linsen  und 
Linsensystemen  zusammen  mit  den  Knotenpunkten ,  den  tautogonalen 
(Listing),  nicht  aber  bei  Systemen,  deren  Anfangs-  und  Endmittel 
ungleich  dicht  sind.  Offenbar  würden  bei  letzteren  also  auch  noch  be- 
sondere  „isogonale**  Punkte   für  zwei  Farben   zu  unterscheiden  sein. 

Die  Gleichungen  9)  und  10)  sind,  wie  sich  mit  Voraussicht  auf 
Gleichung  12)  zeigt,  analog  construirt  mit  denen  für  die  Abstünde  der 
Hauptpunkte  einer  Linse  von  ihren  entsprechenden  Scheiteln ,  nur  ist  der 
dortige  einzelne  Brechungsquotient  hier  durch  das  Product  der  beiden 
gegen  farbigen  ersetzt.  Man  kann  daher  sagen:  Dichromatisch-iso- 
me  tri  sehe  (isogonale)  Punkte  einer  Linse  sind  t  autometrische 
(tantogonale)  Punkte  einer  congruenten  Linse,  deren  Brech- 
ungsquotient gleich  dem  Producte  aus  den  bezüglichen  bei- 
den gegenfarbigen  Brechungsquotienten  der  ersten  Linse  ist. 
Beispielsweise  würden  die  Hauptpunkte  einer  Linse  für  n  =  2,4  (Diamant) 
dieselbe  Lage  haben,   wie  die  isometrischen  Punkte  einer  Glaslinse  für 

ns=  1,5360  und  n  =  1,5625,  da  in  diesem  Falle  n  =  n.n  wäre. 


Von  F.  Kessler. 

8.  Eigenschaften  von  Linsen,  deren  isometrische  Punkte  unendlich 
weit  entfernt  sind.     Die  Gleichangen  9)  und  10)  lehren,  dass,  wenn 

nn  —  1 

ist,  beide  isometrische  Punkte  unendlich  weit  entfernt  sind.  In  diesem 
Falle  ist  also  ein  parallel  der  Axe  einfallender  gemischtfarbiger  Strahl 
zn  zwei  unter  sich  parallelen  gegenfarbigen  Austrittsstrahlen  conjugirt, 
und  die  gegenfarbigen  Brennweiten  werden  einander  gleich. 

Solche  Linsen  haben  bezüglich  der  Lage  ihrer  Hauptpunkte  noch 
besondere  Eigenschaften.  Setzt  man  den  Werth  von  d  aus  Gleichung  11) 
in  die  bekannte  Gleichung  für  den  Abstand  irgend  eines,  z.B.  des  ersten 

rothen  Hauptpunktes  h  einer  Linse  vom  ersten  Scheitelpunkte  derselben 
ein,  so  erhält  man 

12)  Ä-=  '■>''  -"'■« 


und  analog 


n  (r  j  —  r,)  —  (w  —  1 )  rf      n  —1 


13)  A=-:iij-, 

h-l 
14)  V^d^^. 


15)  A-rf  = 


n-1 


w-1 

Da  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  12) — 15)  ebenfalls  gewisse 

Brennweiten  einzelner  Linsenfiächen  ausdrücken,  so  treten  also  bei  einer 

derartigen  Linse  folgende  Coincidenzen  auf: 

I  rother  Hauptpunkt  der  Linse  mit  11  blauem  Brennpunkt  der  I.  Fläche, 
I  blauer  „  „       „        „     II  rothem  „  ,,    L 

n  rother  „  „       „        ,,      I  blauem  „  „  II. 

U  blauer  „  „       „        „      I  rothem  „  ,»  II. 

oder  allgemein:  Ein  farbiger  Hauptpunkt  einer  Linse  mit  un- 
endlich entfernten  isometrischen  Punkten  coincidirt  mit  dem 
gegenfarbigen  und  gegenzahligen  Brennpunkt  der  gleich- 
sahligen  Fläche. 

Diese  Coincidenzen  sind  in  Fig.  2  für  eine  convex-concave  und  in 
Fig.  3  für  eine  biconvexe  Linse  dargestellt  und  zwar,  wie  es  bei  graphi- 
schen Beispielen  in  so  kleibem  Maassstabe  unvermeidlich  ist,  unter  An- 

nähme  der  etwas  übernatürlichen  Dispersion  «  =  3/2,  n  =  14/9.  Für  rj  =  30, 
r,=  10  wird  Gleichung  11)  zufolge  d=35  und,  wenn  man  die  Flächen- 
brennpnnkte,  resp.  ihre  Abstände  von  Oj  mit  6  bezeichnet,  &\^'Q.«lu^V  t)l\A 


A=  156,  r 

Namen  der  Bk 
ilireo  OrdinM*- 
(^onslructinD  «« 

(ieii    Hniiplpn'i! 

gcgcüfnrbi;;.-! 

deit  Slrshl.-T, 

erato  Uauj<'i' 
v.m  linkB  Ott.., 
als   :eweitR  Ilr*.. 


nrd  rf 

=  84 
Daa  Voi 
ßreanweiu 


A  =  6' 


'^  = 


nnil  din  dsüI' 

aUndon  8«   ^ 

S=  l,S36ll, 
iKa   ist  bIho   < 
liDem  Smck  i 

4,    Iboido: 

msD    die  Fui 

binhor  bei  Ki' 


Punktes  <j  i 
jjio  wird  veii 

f  16) 


^Jeiuhnng 


Von  F.  Kesslbb. 

18)  yl(y-Jh)  =  ylx 

sein.    Aus  diesen  Gleicbangen  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  x  and  y 

und  aus  den  mit  Gleichung  18)  analog  aufzustellenden 

F.Jh 


20J 


21)  y'= 


22)  y'= 


F.  AU 
AF 

F.  AK 


AF 

wonach  sich  die  Lagen  der  isometrischen  Punkte  eines  Linsensjstems  aus 
den  Lagen  der  gegenfarbigen  Fundamentalpunkte  bestimmen  lassen.  Für 
jedwedes  Linsensystem  ist  demnach 

23)  y/y  =  y7/=  F/F, 

24)  yl^=yly'=jhlJh\ 

oder  in  Worten:  Die  Abstände  dichromatisch  -  isometrischer 
Punkte  von  ihren  zugehörigen  Hauptpunkten  verhalten  sich 
1.  bei  gleicher  Zahl  (Nummer)  wie  die  Brennweiten  der  ent- 
sprechenden Farben,  2.  bei  gleicher  Farbe  wie  die  Aeude- 
rungen    der  Lage   der   entsprechend  gezählten  Hauptpunkte* 

5.  Construction  eines  LinsensysteinB,  dessen  isometrische  Pnnkte 
anendlich  weit  entfernt  sind.  Die  Gleichungen  19)  —  22)  lehren,  dass 
die  isometrischen  Punkte  eines  Linsensystems  unendlich  weit  entfernt 
liegen,  wenn  die  gegenfarbigen  Brennweiten  gleich  sind  und  dabei  die 
gegenfarbigen  Hauptpunkte  nicht  coincidiren.  Zunächst  handelt  es  sich 
also  darum,  das  Linsensystem  so  einzurichten,  dass  die  von  einem  parallel 
zur  Axe  einfallenden  Strahl  herrührenden  gegenfarbigen  l'heile  das  System 
parallel  unter  sich  verlassen.  Beschränkt  man  sich  dabei  auf  die  am  häufig- 
sten gebrauchten  Combinationen  von  zwei  planconvexen ,  mit  ihren  gleich 
artigen  Flächen  nach  derselben  Seite  gewendeten  Linsen  derselben  Glas- 
sorte (Huyghens  Ocular  und  Umkehrungssystem  des  terrestrischen  Fern- 
rohrs), 80  lässt  Bich  die  Aufgabe  zweimal  variiren.  Man  kann  erstens  das 
System  so  stellen,  dass  die  Endfläche  entweder  convex  oder  plan  ist,  und 
zweitens  entweder  den  Halbmesser  der  sphärischen  Fläche  der  zweiten 
Linse  oder  den  Abstand  dieser  Linse  von  einem  bekannten  Punkte  aus 
den  fibrigen  Daten  bestimmen.     Daraus  ergeben  sich  vier  Fälle. 

L    Die  Endfläche   ist  sphärisch   und   deren  Krümmungs- 
halbmesser gesucht.     Man  berechnet  ans  den  Daten  d\Q  Oil^  di^T ^^"^ 
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eine  Farbe  in  unveränderter  Lage  darstellen  kann  dnrch  eine  einsige 
Fläche,  deren  Scheitel-  nnd  Mittelpunkt  die  beiden  Sjmptosen  sind  und 
deren  Brechnngsquotient  gleich  dem  Verhältniss  der  Abstände  der  beides 
Brennpunkte  von  einer  Sjmptose  ist.  Es  iSsst  sich  aber  von  vornherein 
zeigen,  dass  dies  für  alle  dipptrischen  Systeme  gilt  nnd  nur  bei  imagi- 
närer Lage  der  Symptosen  unverwerthbar  wird. 

Bei  jedem  dioptrischen  System  ist  nämlich  das  Prodnct  ans  den  A^" 
ständen  zweier  conjngirten  Punkte  der  Axe  von  ihren  zugehörigen  Breni^- 
punkten  constant.  Da  nun  eine  Symptose  ihr  eigener  Conjnnct  ist,  w 
genügen  speciell  die  Orte  der  Brennpunkte  und  einer  Symptose  zur  S^ 
Stimmung  aller  tibrigen  axialen  Conjunctc  desjenigen  Systems,  welcbm^n 
sie  angehören.  Eine  brechende  Fläche  aber,  deren  Scheitelpunkt  » ^ei 
deren  Krümmungsmittelpunkt  eine  Symptose  ist  und  deren  Brennpum^^ 
die  jenes  Systems  sind,  hat  hierdurch  mit  demselben  so  viele  Daten  ^ 
mein,  als  zur  Bestimmung  aller  übrigen  axialen  Conjuncte  nöthig  8i0<l* 
Mithin  müssen  dann  auch  alle  übrigen  axialen  Conjuncte  der  Fläche  canil 
des  Systems  übereinstimmen. 

Es  sei  (Fig.  15)  eine  Linse  mit  den  Flächen  0,,  0^,  deren  Scbei^^' 
punkte  o^^o^^  Mittelpunkte  c^,  Cj,  und  mit  solchen  Brechungsquotienten  m  9* 
gegeben,  dass  die  Brennpunkte  nach  /*,  T«  /  t  /  9  die  Symptosen  nacb    '1 
5,  s\  s'  fallen.     Die  Punkte  s\  s  sind  in  Fig.  15  nahe  bei  einander  ^^ 
etwa  I  der  Strecke  r^o,  nachzutragen.     Ein  Paar  isotopischer  Punkte   ^' 
/^^  und  /j.     Dann   wird   ein   den  Punkt  /^  ^^^  dem  Hinwege  passiren«!^ 
Strahl,  der  in  e^  auf  Oj  einföllt,  dort  in  zwei  gegenfarbige  Strahlen  %^^ 
legt  werden,   die,   nach   e^  und   i\   auf  0^  gelangt,  dort  weiter  nach  O 
und  ^3  so   gebrochen   werden,   dass   ('^^3  und   ^^^3   nach   t^  convergireD* 
Stellt  man  nun  eine  Ersatzfläche,  z.  B.  ^',  deren  Scheitelpunkt  «,  Mittei- 
punkt  s   und  Brechnngsquotient  v  =  sf'  fs  ist,  so  wird  ein  von  tf  aufi| 
zu  gerichteter,  in  f  auf  5  einfallender  Strahl  dort  nach  t^  gebrochen  we^ 
den.     Stellt  man  dagegen  die  Ersatzfläche  ^  mit  dem  Scheitel  «,   Mittel- 
punkt  /  und  Brechnngsquotient  v  =  $f'/fs^  so  muss  ein  auf  dem  vorigen 

Wege   in  t   auf  ^^  einfallender   Strahl   dort   ebenfalls  nach  /,  gebrochen 
werden. 

Invertirt  man  aber  den  zuerst  für  5  angenommenen  Brechungsqno- 
tienton  v  in  v'=r /">•,</",  während  der  von  S  ungeändert  bleibt,  und  ver* 
bindet  beide  Flächen  zu  einem  Syj^tem,  so  wird  ein  auf  der  Geraden  et 
gegen  r,  gerichteter  Strahl  in  f  nach  t  auf  S,  also  gegen  H)i  *d  c  aber 
wieder  nach  /j  gebrochen  werden.  Der  Punkt  t^  wird  also  dann  in  eioer 
Symptose  eines  aus  dow  beidon  Kr<atzflächen  ^  und  S  gebildeten  SysteiUi 
das  demgemäss  ,. Krsatzlinse''  genannt  werden  kann.    Dia  baidmuli 


diese  Liase   begrenzenden  Mittel   sind  jedoch    nnter  sich  von  nngleicber 
(iptischer  Diclittgkeit. 

Gb^Qso  gat  könnte  man  natürlich  der  PUche  5  ihren  nraprüngltchen 
Otechting$']aotienteQ  belassen  nnd  den  von  S  invertiren.  Dann  würde 
oJD  gegen  („  gerichteter,  von  e  nach  e  gelangender  Strahl  hier  nach 
i' ffgan  tf  nnd  in  (' wieder  nach  1^,  gebrochen  werden,  nnd  wäre  tg  die 
äfaptose  dieser  zweiten  ErsatzUose.  Für  die  erste  Ersntzliniie  kann  man 
*  *ber  ij,  nnd  Inr  die  zweite  (,  den  „inneren  Conj  unct"  der  Sjmptose 
neiiDen.     Also: 

Ein  Paar  isotopischer  Punkte  eines  Systems  wird  ge- 
bililet  von  einer  Symptose  nnd  deren  innerem  Conjunct, 
beide  gebßrig  zu  einem  System,  das  ans  zwei  gegenfarbigen 
Ettatxflachen  des  nrsprünglicben  Syetems  besteht  mit  der 
Ablnderung,  dass  der  Brechungsqaotient  einer  der  beiden 
Ere«i2f'Uchen  invertirt  wird. 

Natürlich  bat  im  Allgemeinen  die  »ogenanute  Ersatzlinse  in  jeder 
Tun  beiden  Versionen  noch  eine  zweite  Syraptose,  die  auch  nicht  der 
iDDcre  Conjunct  der  ersten  ist;  also  hat  das  ursprüngliche  System  dann' 
Ucb  noch  ein  zweites  Paar  isotopischer  Punkte,  Dieses,  mit  /"g  nnd  f^ 
tu  bezeichnen,  liegt  bei  den  für  Fig.  15  angenommenen  Daten  der  ur- 
sprünglichen Linse,  '■,=2,  r,=  l,  (i  =  4{min),  «  =  3/2,  «  =  14/9,  so 
Dill»  an  o,  nnd  noch  nSher  unter  sich  zwischen  s'  and  r^,  dass  weder 
3ciui-Lagi>,  noch  der  he  zfigli  che  Strahlen  gang  angedeutet  werden  konnte. 

Wenn  man  nnn  die  übrigen  noch  möglichen  Combinationen  von  je 
*'"  gegenfarhigen  Ersatzflächen,  deren  jede  in  zwei  Versionen  bestehen 
kuin,  noch  sechs  andere,  im  Ganzen  also  acht  Ersatzlinsea  aafzustellen 
Tttnag,  80  liefert  doch  jedes  derartige  FIKubenpaar,  wie  auch  ohne  be- 
«»ndem  Beweis  ans  der  Natur  der  Gleichungen  44),  45),  {§  9)  eln- 
ieothien  wird,  immer  wieder  die  nämlichen  zwei  Paare  isotnpischer 
Ponkle,  welche  nur  unter  Umstünden,  wie  sie  der  besondere  Fall  des 
$  12  mit  sich  bringt,  zu  einem  Paare  coincidirt,  sonst  aber  auch  eine  ima- 
^nlre  Lage  erbalten  kann. 

15,  Besondere  Eigen  sc  haften  der  EnatKlinsen  von  mehr  oder  weni^x 
lollkommen  achromatischeD  Systemen.  Die  soeben  als  ausfübrhar  ge- 
lei^-le  ItUtbode,  die  isolopiechen  Punkte  eines  Systems  za  finden,  indem 
mao  die  Symptoscn  desselben  ermittelt,  daraus  eine  Ersatzlinse  bildet 
aod  die  Symptosen  der  letzteren  aufsacht,  würde  in  der  That  graphisch 
aar  ein  nniichercr,  arithmetisch  ein  weiter  Umweg  sein.  Immerbin  kann 
D«  hebafii  (heoreliMcher  Vcrgleichung  dioptrischer  Systeme  von  verBchie- 
dntcn  üraden  der  Achromaeie  einigen  Nutzen  gowäbren. 

Ün  erhiU  man  darnach  aus  einem  System  mit  zwei  coincidirenden 
^D  Breuitpunkteu,  wie  sie  in  g  7  behandelt  watdcu,  ^)W,  ^ijffl, 
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▼on  acht  mögliclieii  Combinationen  je  eine  Ersatzliose,  von  welcher  der 
zweite  Brennpunkt  der  ersten  Fläche  mit  dem  ersten  Brennpunkte  der 
zweiten  Fläche  coincidirt,  also  ein  teleskopisches  System.  Während 
in  dem  ursprünglichen  System  der  gemeinschaftliche  Brennpunkt  und 
sein  im  Unendlichen  liegender  Conjnnct  zusammen  ein  Paar  isotopischer 
Punkte  ausmachen,  also  noch  ein  zweites  vorhanden  ist,  besteht  letzteres 
in  den  gedachten  vier  Fällen  dann  aus  der  einzigen  im  Endlichen  liegen- 
den Symptose  der  Ersatzlinse  (teleskopisches  System)  und  deren  innerem 
Conjunct.  Man  bemerkt  eben  bei  dieser  Gelegenheit,  dass,  wie  bisher 
wohl  kaum  beachtet  worden  ist  . —  mit  Ausnahme  eines  noch  zu  bespre- 
chenden Falles  — ,  ein  teleskopisches  System  stets  eine  im  End- 
lichen liegende  Symptose*  hat,  während  die  andere  nebst  sämmt- 
lichen  sonstigen  Fundamentalpunkten  —  über  deren  relative  Lage  man 
jedoch  aus  der  Natur  des  Systems  Aufschluss  erhalten  kann  —  im  ün- 
endlichen  liegen. 

Sind  nämlich  (Fig.  16)  Oj  und  a^  die  Scheitelpunkte  der  Flächen 
einer  Ersatzlinse,  g>^f  q>\  und  g),»  ^\  deren  Fläcbenbrennpunkte,  so  ist 
dieselbe  bekanntlich  teleskopisch,  wenn,  wie  die  Figur  bei  negativem  O^ 
darstellt, 

68)  Oj  09^  =  0\  +  <l>2 

ist,  also  q>\  und  fp^  coincidiren.  Bezeichnet  man  den  Abstand  ^i^\ 
durch  if,  den  Abstand  einer  Symptose  c  hinter  ip\  mit  a:,  also  hinter 
<Pi  mit  a:  +  ^9  den  ihres  inneren  Conjuncts  a  vor  q>^y  also  auch  vor  q>\ 
mit  y,  so  ist  zufolge  Ortsgleichung 

69)  (^  +  Ä')y=^i.a>'„ 

70)  xyz=zO^.O\, 
woraus 

71)  0^.0\.K 

resultirt.  In  der  Figur  ist  numerisch  q^  =  21,  Vj  =  3/2,  6  =  35,  Vg  =  3/4, 
^2  =  7  angenommen,  demgemäss  x  =  16. 

Die  Gleichung  71)  lehrt,  dass,  wenn  <I>j . <J»'j  =  (p^ . <!»',  ist,  a:  =  oo 
wird,  D.  h.:  Wenn  bei  dem  ursprünglichen  System,  das  wir  uns  aus 
Linsen  mit  Luft  umgeben  bestehend  denken ,  nicht  nur  zwei  gegenfarbige 
Brennpunkte  coincidiren,  sondern,  auch  zwei  gegenfarbige  Brennweiten 
gleich  werden,  also  /*=/'und  auch,  weil  F^=»0^.0\  und  F*=0^.0'^ 
mithin  0i'0^i  =  O^'^i'^  ®<>  liegen  beide  Symptosen  der  Ersatz- 
linse im   Unendlichen.     Diese  ist  also  dann  noch  ein  teleskopisches 


*  Die  Ersatzfläche  eines  teleskopischen  Systems  ist  eine  durch  die  Symptose 
gelegte  Ebene,  deren  Brechongsquotient  gleidi  der  Elong^tion  des  Systems. 


SysMm  besonderer  Act,  nämlich  ein  eolcbes,  dessen  Blongation  gleich 
Eine  ist  —  nicht  anch  dessen  Vergrösaerniig.  Denn  die  Elongation  — 
knii  deßnirt:  die  relative  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  Object  nnd 
Bildpunkt  auf  der  Äie  bewegen  —  ist  nur  specicll  bei  den  Systemen  mit 
gleichem  ÄDrsags-  und  Cndmittel  gleich  dem  Qaadrate  der  Vergroesernng, 
allgemeiner  gleich  dieser  Grösse,  multiplioirt  mit  dem  Product  aus  den 
BrecbDDgsqnotienten  sämmtlicher  Flüchen  oder  mit  dem  Quotienten  ans 
den  Dichtigkeiten  des  Anfangs'  und  Endmittels. 

Schliesslich  verdient  noch  die  'Eigenschaft  der  Ersatzlinse  hervor- 
gttliaben  so  Verden,  die  dem  achromatischen  Mikroskop-Objectiv  (§12) 
*nl«pricbt.  Sie  ist  weder  ein  teleskopischas  System,  noch  hat  sie  coinci- 
dirPnde  Brennpniikte  oder  gleiche  Brennweiten,  wohl  aber  zwei  im 
EDiilicben  coi  ncid  irende  Symptoeen.  Wenn  oHmlicb  —  am,  wie 
in  §  12,  von  einem  dreiflächigen  System  auszugeben  —  n,,  ein  Strahl- 
püufci  nnd  iij  dessen  Cnnjunct  für  awei  Farben  ist,  diese  heiden  aber 
aogleich  die  einzigen  ihrer  Art  sind,  so  wird  bei  vier  Ersatzlinsen  des 
Systems  "^  Syraptosa  und  a,  ihr  innerer  Conjanct,  bei  den  vier  übrigen 
•^  Symptose  nnd  Oq  deren  innerer  Conjnnct. 

Da  dies  apag'>giBch  sich  leicht  nacbweisen  iKset,  so  mSge  folgendes 
Beiipiel  zur  EtlSiilemng  geniigen.  Man  denke  sich  ein  dem  Mikroskop- 
Ofcjeciiv  analog  gebildetes  System,  dessen  Fnndamentalpnnkte  (Fig.  17) 
«0  liegen,  dass  ^f=<i,  ^f'=l,  ^=50.  F=52,  //'=  125,  also  die 
ßedingungsgleicbung  641:  äf,df'^^{äF^  etflillt  ist.  Die  Gletchocgen 
*6)-51)  liefern  alsdann  a-,  =  a-j,  af=  100,  51,  =  y,  =  Ä  =  25.  Der  in 
§  U  beschriebene  Weg  dagegen  giebt  die  Lage  der  Sjmptosen  /»  =  25, 
/'''=I0O,  /s"=60-8/T4,  /s'=60  +  8j/T4.  Nimmt  man  hiernach  die 
^rutzlinse  mit  den  Scheitelpunkten  i,  s  und  den  Mittelpunkten  i\  7, 
^eingemSsa  für  s  den  BrechungsquoUenten  v=  100/25  =  4  und  für  7 den 
»övmirten  v~=  (60-8  j/T4)/(60  + 8 /R),  so  werden,  die  Hauptpunkte  der 
*ira«lzlinse  durch  ij  bezeichnet,  wie  Fig.  18  in  kl^erem  Maassstabe 
*«ip,  vY— 2700,  ^^  =  2500,  also  g!V  =  5200,  während  ^'i]'=0' 
^eoOfl-SOOf'n,  rfiy  =  <P=  1500+200^14,  also  *. (P'=  6760000 
==!SO0*,  der  Ä^Htand  der  Symptoeen  der  Ersatzlinse  vom  ersten  Bronn- 
>»iiiiktc  vii  =  (po'=  2600,  also  nur  eine  Symptose,  nnd  der  Abstand  des 
"fcnem  Coojnnctes  dieser  Symptose  vom  zweiten  Brennpunkte  Ui  rp'^  2400, 
^lin  coincidiren  d  mit  a  nnd  IS^  mit  b. 

Es  lassen  sich  also  folgende  Sätze  anfstellen: 

I.    Die  halbe  Anzahl  der  Ersatzlinsen  eines  Systems  mit 


iidirende 


e^g' 


.nfarbif 


I!r 


anpnnkte 


od   je 


L^lctitoj^isclies  System,  dessen  Elongation  gleich  ist  dei 
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ohromatischen  Vergrössernng  für  den  gemeinsebaftlieheii 
Brennpunkt  des  ursprünglichen  Systems.  Eine  Symptose  der 
Ersatalinse  liegt  im  Endlichen,  die  andere  im  unendlichen. 

II.  Die  lialbe  Anzahl  der  Ersatzlinsen  eines  ▼ollkommen 
achromatischen  Teleskop-Objectivs  sind  je  ein  teleskopi- 
sches System  von  der  Elongation  Eins.  Beide  Symptosen  der 
Ersatzlinsen  liegen  (getrennt)  im  Unendlichen. 

III.  Sämmtliche  Ersatzlinsen  eines  yollkommen  achro- 
matischen Mikroskop-Objectivs  sind  je  ein  System  mit  einer 
einzigen  Symptose,  d.  h.  die  beiden  Symptosen  der  Ersatzlinse  co- 
incidiren  im  Endlichen. 

Wiesbaden,  im  Juni  1883. 


Ilr.  C  BoHN 


Hierzu  Taf.  111  Fig.  I 


,   das  zu 


Ueber  Länge  und  Vergrösserung,  Helligkeit  und 
Gesichtsfeld  des  Kepler-,  Ramsden-  und  Campani- 

feFemroh^B. 
}B  OcaUr    ist   am    vorth ei Ibaf testen    für  ein  Ferort 
Beobaubtungen  nns  endlicber  Kutferunng  dienen  hoII? 

Wm  ich  hierilbei  in  den  ausftthrlicbeT  vom  Fernrohr  handelnden 
l<ehr-  und  Handbüchern  der  Geodäsie  gefunden  habe,  scheint  mir  nicht 
gfttiB  sn  genügen  und  namentlich  halte  ich  die  Ziisammenatellung  der 
Vorrüge  nnd  Nachtheite  der  verschiedenen  Oculare  einer  VerbesBcrung 
OUitg-  Die  genauere  Prüfung  der  Frage  nöthigt  die  Länge,  Vergrüsse- 
,  mng,  Helligkeit  und  das  Gesichtsfeld  der  Fernrohre  mit  gleichem  Ob- 
jaetiv,  aber  veischiedenen  Ocnlaren  näher  zu  untersnchen,  als  in  den 
Wsriceo  deT  allgemeinen  Physik  oder  auch  der  Optik  zu  geschehen  pflegt. 
Dort  wird  fast  anSüchlicBslicb  der  Fall  unendlicher  Gntfernnog  des  Gegen- 
ataadet  nnd  nnendlicber  Sehweite  des  Beobachters  betrachtet.  So  weit 
mir  bekannt,  ist  der  Einflnss,  den  verschiedene  Entremung  des  angeblick- 
ten Gegenstandes,  verschiedene  Sehweite,  verschiedener  Abstand  des 
AngM  hinter  dem  Ocnlar  äussern,  am  eingehendsten  besprochen  in  meinen 
„Ergebnissen  physikalischer  Forschung"  (Leipzig  1878).  Immerhin  em- 
pfiehlt sich  eine  weitere  AnnXbemng  in  den  Formeln  fUr  die  Vergrösse- 
rang  und  eine  Ausdehnnng  der  Untersacbung. 

Uie  Hauptgegenstäntle  dieser  Abhandlung  sind  in  der  Geberscbrift 
gsswuit.  Die  Vergleichnng  der  verschiedenen  Oculare  hinsichtlich  der 
ntckr  oder  minder  ausreichenden  UnschSdlichmachung  der  sphSrischen 
and  der  cbiomatiscben  Aberration  wird  erst  am  Schlüsse  znr  Sprache 
konmen;  sie  tässt  sich  nicht  so  allgemein  und  zahlengomäss  durchnihren, 
wie  dio  Vergleich nngen  hinsichtlich  Länge,  VergtCBBernng,  Helligkeit  and 
Geiicbufeia, 

Ausser  den  hier  betrachteten  zasanimengesetilen  Okularen,  dem 
Rkiuden'ifihea    und   deu    Canpani 'sehen    (oder  Huyg\i«nft't>cWv>^ 
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kommen  noch  einige  andere  vor,  namentlich  das  von  Kellner  erfundene 
„orthoskopiscbe**  und  SteinheiTs  „achromatisches  Doppelocnlar".  Einer- 
seits ist  deren  Einrichtung  nicht  ausreichend  bekannt  nnd  höchst  wahr- 
scheinlich im  Einzelnen  von  der  Glassorte  abh&ngig,  anderntheils  unter* 
scheiden  sie  sich  von  den  besprochenen  nur  in  solchen  Beziehungen,  die 
wenigstens  für  den  Haupttheil  dieser  Abhandlung  nicht  in  Betracht  kom- 
men. Soviel  ich  erfahren  konnte,  gehört  SteinheiTs  achromatisches 
Doppelocular  in  die  Kategorie  der  positiven  Ocnlare  (wie  das  Ramsden). 
Das  orthoskopische  Ocular,  wie  es  sein  Erfinder  Kellner  ausführte, 
war  ein  positives,  hingegen  wurden  von  Kellner *s  Geschäftsgenossen 
und  Nachfolger  Hensoldt  unter  der  Bezeichnung  orthoskopisch  auch 
solche  Oculare  angefertigt,  die  in  die  Classe  der  negativen  (wie  das 
Campani)  gehören. 

Die  Seiten  der  Praxis  auf  die  oben  gestellte  Frage  gegebene  Ant- 
wort, wie  ich  sie  durch  statistische  Erhebungen  zu  ermitteln  bemüht  war, 
stimmt  nicht  überein  mit  dem  Schlüsse,  zu  welchem  die  theoretische 
Betrachtung  führt. 


A.  Länge  und  Yergrossemng. 

Unter  der  (linearen)  Vergrösserung  eines  Femrohrs  ist  zu  verstehen 
das  Verhältniss  der  Winkel,  unter  welchen  eine  bestimmte  Länge  eines 
Gegenstandes  durch  das  Fernrohr  gesehen  und  bei  Betrachtung  mit  un- 
bewaffnetem Auge  erscheint.  Statt  dieses  Verhältnisses  kann  man,  wie 
es  nachfolgend  geschieht,  unbedenklich  jenc^  der  trigonometrischen  Tan- 
genten nehmen.  Dadurch  wird  die  Vergrösserung  der  Quotient  zweier 
Verhältnisse,  nämlich  des  Verhältnisses  der  Grösse-  ß  des  virtuellen,  in 
der  deutlichen  Sehweite  d  vor  dem  Auge  entstehenden  Bildes  zu  dieser 

Sehweite  oder  Accomodationsdistanz,  also  —>  und  des  Verhältnisses  der 

d 

Länge  y  cles  Gegenstandes  zu  dem  Abstände  desselben  vom  Auge,  wel- 
cher besteht  aus  der  Enfemung  G  des  Gegenstandes  vom  Objectiv,  der 
Länge  /  des  Femrohres  und  der  Entfernung  e,  in  welcher  das  Auge  hinter 

dem  Ocular  gehalten  wird,   also  •     Demnach  ist  die  Vergrösse- 

rung: 

'  d'G  +  l+e       y  d 

Die  Berechnung  des  ersten  Verhältnisses  führt  die  Gegenstands  weite 
und  die  Brennweiten  von  Ocular  und  Objectiv  ein,  ferner  treten  diese 
Grössen  auch  in  dem  Ausdrucke  für  /  ein;   man  erkennt  daher: 


Von  Dr.  C.  Bohn.  27 

Die  VergrösseruDg  eines  jeden  Fernrohrs  hängt  ab  von 
den  Brennweiten  der  dasselbe  zusammensetzenden  Linsen, 
ferner  von  der  Entfernung  des  angeblickten  Gegenstandes, 
von  der  Weite,  auf  welche  der  Beobachter  sein  Angeaccomo- 
dirt  hat,  und  der  Entfernung,  in  welcher  er  es  hinter  dem 
Ocülar  hftlt. 

Kepler  -  Femrohr. 
Das  Ocular  besteht  aus  einer  einfachen  Linse  von  der  Brennweite  f. 

o  RR 

Statt  des  VerhHltnisses  —  setze  man  -^ ^t  wo  ß,  die  Grösse  des  reellen 

y  ßi   Y 

Bildes  ist,   das  vom  Objectiv  (dessen  Brennweite  F  sei)  entworfen  wird. 

Nach  der  bekannten  dioptrischen  Hauptformel  findet  man 

ß_f+d-e  ft_     F 

-r-s^  und   — ^  = ■• 

ß,  f  y       G-F 

Diese  Werthe  in  1)  eingesetzt,  erhält  man: 

^  *       f      Q^F  d 

Die  in  diesem  Ausdruck  noch  enthaltene  Fernrohrlänge  /  ist  gleich  dem 

G  F 
Abstände  des  reellen  Bildes  vom  Objectiv,  B  =  - — =  *  vermehrt  um  die 

C  —  F 

Entfernung  des  Augenglases  vom  reellen  Bilde,  — -  ;  somit  die  Fem- 

rohrlänge: 

3)  ij,^JJL+£i^za±. 

'  ^     G^F^f+d-e 

Ffir  unendlich  fernen  Gegenstand  wird: 

Für  anendlicb  weitsichtiges  Aage  wird: 

Für  unendliche  Gegenstandsweite  und  Accomodation  auf  unendliche  Ent- 
fernung wird :  ,         ^  .  ^     ,  ^  ,    , 

^  l^z=F+f     (6?  =  00  und  rf=oo). 

8etzt  man  den  Werth  von  Ik  aus  Formel  3)  in  den  Ausdruck  2)  für  die 
Vergrösserung,  so  erhält  man  den*  genauen  Ausdruck: 

*    ^  ^       f    \G^fJ  d        ^  f       d(G^F) 

Das  zweite  Glied  ist  klein  im  Verhältniss  zum  ersten;  man  kann  es, 
wenn  man  sich  mit  einer  Annäherung  begnügen  will,  fortlassen  und 
erhllt  dann: 


30      Ueber  Länge  n.  Vergrössernng,  Helligkeit  u.  Gesichtsfeld  etc. 

das  zneammengesetzte  Ocnlar  gesehenen  virtuellen  Bildes  bedeutet »  ß^ 
die  Grösse  des  vom  Objectiv  entworfenen  reellen  Bildes  und  ß^  die 
Grösse  des  virtuellen  Bildes,  welches  von  diesem  reellen  das  CoUectiv 
allein  entwirft.     Beachtend,  dass: 


L^C±lz±,  &=^,  &  = 


F 


ßt        f        ßi    91     y     ^-^ 

erhält  man  (die  oben  aufgestellten  Werthe  fiElr  6^  und  g^  benfitzend): 

Und   setst  man  hierin  den  Werth  für  l,  wie  ihn  Formel  5)  angiebt,   so 
erhält  man  nach  einigen  Znsammen siehntigen  die  genaue  Formel: 

7   ^    V  =i  L  (    ^   \*  f+^(d-e)      F  49/-rf  +  50c(d-e)-16/«-a4/g 
"'      *      ^'f'\G-Fj'         d         '^f'  4bd{G-F) 

Dnrch  Weglassnng  des  yerhältnissmitosig  kleinen  zweiten  Gliedes  erbSlt 
man  die  erste  Annäherang: 

f+2(d-e) 


7«       ^"-ijiä^y- 


ä 

Die    bequeme  Vernachlässigung    von    l+e  gegen   G  hingegen    giebt   in 
zweiter  Annäherung: 

Aus  dem  genauen  Ausdrucke  7a)  folgen  die  Sonderfälle: 
für  unendlich  fernen  Gegenstand: 

für  unendliche  Sehweite: 

'^Ä        9     /    \g^fJ  ^  f    ibiG-F)     ^        ^' 

für  unendlich  fernen  Gegenstand  bei  Accomodation  auf  parallele 

Strahlen: 

F 
Vji^  1±'--     (G=»oo  und  rf  =  oo). 

Zahlenbeiapiele  für  VergrÖBserung  und  Iiftnge  des  Bamsden- Femrohrs. 

I.    f*=30cm,    /'=2cm,    rf  =  20cm,    e=lcm. 

a)  16,6771, 
C  =  1000m,        Fä=  ^)  16,6767,       /Ä  =  31,81cm; 

r)   16,6717, 

a)  16,7718, 
G=    100  m,        Fä=:  /3)  16,7671,       /ä  =  31,99  cm; 

y)  16,7168, 
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L     y-»^       •*.•  -  *-        /■*    .^       ^'      >*K^*^ 


«)  42,7209, 
C  =  20  m ,        Fa  =  /5)  42,6905 ,      /«  =  41 ,76  cm ; 

y)  41,8367, 

6^  =  00,    rf  =  oo,       Fx  =  40,       /jf  =  41cm. 

Bamsden  -  Femrohr. 

Die  Brennweite  des  Augenglases  sei  ^  dann  ist  die  des  Collectiv- 
glases  \f  und  der  Abstand  beider  Linsen  \f.  Das  reelle  Bild  entsteht 
vor  dem  Collectiv  in  einer  Entfernung  g^  und  das  Collectiv  entwirft 
davon  ein  virtuelles  Bild  in  der  Entfernung  6^  vor  dem  Collectiv.  Dieses 
virtuelle  Bild  wird  durch  das  Augenglas  wie  durch  eine  Lupe  betrachtet, 

muss  also  nach  der  Theorie  der  Lupe  vor  derselben  im  Abstände  -rA — ; — - 

f+d—e 

liegen.     Mit  Zuziehung  von 

9/6, 


findet  man 


9i== 


und  da 


so  ergiebt  sich: 


5^1  + 9/-      ^ 


1      /•+(/  — e      *'       5     f+d'-e  ' 

n    -    a^tf-^-4/ 

^^"""'^/•+2(rf-^)* 


Die  Lftnge  des  Rams den -Fernrohrs  ist  aber  gleich  dem  Abstände  des 
reellen  Bildes  vom  Objectiv,  vermehrt  um  dessen  Entfernung  vom  Col- 
lectiv und  den  Abstand  zwischen  Collectiv  und  Augenglas.  Die  Werthe 
einsetzend,  erhftlt  man: 

Im  Besondern: 

für  unendlich  fernen  Gegenstand: 

*         ^25     'L{d-e)  +  r       *•  '' 

fiUr  nnendliche  Sehweite: 

für  unendliche  Oegenstandsweite  und  Accomodation  auf  parallele 
Strahlen : 

li^^F+iir    ((?=oo  und  d  =  oo). 

pm   die  Vergrösserung  zu  erhalten,   ersetze  man  in  Formel  1)  das 

ß  ß    ß^  ß, 

Verhältniss  —  durch   ^-•^•  — »    wobei  ß  wieder  die  Grösse  des   durch 

r  ß%  ßi  Y 
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Im  Besondern: 

für  unendlich  fernen  Gegenstand: 

^c=F+f4^^f    («  =  00); 

für  unendliche  Sehweite: 

G  F 
'^=^3^  +  */    (d  =  Qo); 

für  unendliche  Gegenstands  weite  und  Accomodation  auf  parallel« 
Strahlen : 

lc=^F+y    ((?  =  oo  und  rf  =  oo). 

Um   die  Vergrösserung  durch  das  Campani -Fernrohr  zu  erhalten, 

ß 
ersetze    man    in    der  allgemeinen  Formel   1)   das   Verhältniss   •=--    durch 

y 

R     R     R 

n..^.!:!,   wobei  ß  wieder  die  Grösse  des  im  Femrohr  gesehenen  vir- 

tuellen  Bildes  bedeutet,  ß^  die  des  von  Objectiv  und  CoUectiv  zusammen 
entworfenen  reellen  Bildes  und  ß^  die  Grösse,  welche  das  reelle  Bfld 
haben  würde,  wenn  es  durch  das  Objectiv  allein  entworfen  worden 
wäre.     Beachtend,  dass: 

ß  ^f+d^e       ß^^b,       ßt^     F 

ßt  f       '     ßi     9i'      Y      (^-F' 

erhält  man,  die  oben  aufgestellten  Werthe  für  g^  und  für  b^  benütsend: 

^  ^      ^    f      G-F  d 

Und  setzt  man  hierein  den  Werth  für  /,  wie  ihn  Formel  8)  ang^ebt,  so 
erhält  man  nach  einigen  Zusammenziehungen  die  genaue  Formel: 

'     *^      t    f\G-Fj  d  ^f  3d(G-F) 

Darch  Weglassnng  des  verhältnissniXssig  kleinen  «weiten  Gliedes  erhält 

man  in  erster  AnnShernng: 

f+2{d-e) 


10^)  r^  =  ^.^(_£_y. 


d 

Die   bequeme  Vernachlässigung   von   l-i-e  gegen   G    ergiebt  die   minder 
genaue  Annäherungsformel: 

^^  ^    /    G-F  d 

Aus  dem  genauen  Ausdrucke  10 or)  folgen  die  Sonderfalle: 

für  unendlich  fernen  Gegenstand: 

,     F  /•+2(d— (?)     ,^ 
^"^^^'J   -d (^  =  ^)5 
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fttr  nnendliche  Sehweite: 

f&r  unendliche  Gegenstandsweite  und  Accomodation  auf  parallele 

Strahlen : 

F 
r^=3^.--     (C  =  oo  und  rf  =  oo). 

Ans  den  folgenden  Zahlenbeispielen  erkennt  man ,  dass ,  während 
bei  Kepler-  und  bei  Ramsden-Fernrohr  beide  Annäherungsformeln 
Vi  kleine  Werthe  für  die  Yergrösserung  liefertet,  bei  Campani-Fern- 
lobr  die  erste  Annäherungsformel  (ß)  einen  sehr  wenig  zu  grossen,  die 
sw^ten  (y)  einen  zu  kleinen  Werth  der  Yergrösserung  finden  lässt.  Die 
AuD&herung  geht  aber  bei  Ca mpani -Femrohr  so  weit,  dass  die  fünfte 
Deeimalstelle  berechnet  werden  musste,  um  den  Unterschied  deutlich 
erkennen  zu  lassen. 


2a2ilenbei8piele  f&r  Yergrösserung  und  Länge  des  Campani- Fernrohrs. 

I.    /"ssSOcm,   /':=2cm,    (f=20cm,    e=lcm. 

o)  10,00597, 
C  =  1000  m,       F/7=   ß)  10,00600,      /£?=»  30,56  cm; 

y)  10,0030, 

c)  10,05992, 
C=:100tf,         Fc=   ß)  10,06027,      /(?  =  30,64  cm; 

Y)  10,0309, 

«)  10,30512, 
C  =  20m,  Vc=   ß)  10,30689,      /c=  31,01  cm; 

y)  10,1523, 

C=:oo,   rf  =  oo,       Fe  =  10,0000,      /e«=  31,00  cm. 

II.    F=40cm,    ^=lcm,    cf=3  20cm,    e  =  0,5cm. 

a)  26,68261, 
G  =  1000  m ,       Vc^   ß)  26,68263 ,       Ic  =  40,40  cm ; 

y)  26,6747, 

a)  26,82715, 
G  =  100  m ,    Vo=   ß)   26,82738 ,  h  =  40,51  cm; 

y)  26,7469, 

a)  27,48386, 
C«20m,     Vc=   ß)   27,48504,   /ö  =  41,00 cm, 

y)  27,0728, 
C=:Qo,  d  =  oo,   Fö  =  26,667,   /c==  40,50  cm. 

BdlMhflfl  t  lUtbemaük  n.  Vbytik  XXJX,  W  ^ 
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•^^^K^'-^*^^  . 


Femrohre  gleicher  Tergrössenmg. 

Fragt  man  nach  dem  Verhftltniss,  welches  den  Brennweiten  der 
Augengläser  des  Kepler-,  Ramsden-  und  Campani-Ocnlars  zu  geben 
ist,  damit  bei  gleichem  Objectiv,  gleicher  Gegenstandsentfemnng,  gleicher 
Sehweite  und  gleichem  Angenabstande  die  Fernrohre  gleich  stark  ver- 
grössern,  so  liefert  die  genaue  Rechnung  aud  Gleichsetzung  der  Aus- 
drücke 4  a),  7o),  10 ce)  höchst  unbequeme  Werthe.  Man  gelangt  zu  qua- 
dratischen Gleichungen  mit  stets  reellen  Wurzeln,  deren  eine  negativ 
ist,  also  eine  andere  Femrohrart  andeutet.  Es  ist  zu  bemerken,  dasa 
ausser  der  Sehweite  d  (richtiger  d — e)  sowohl  die  Gegenstandsweite  G^ 
als  auch  die  Objectivbrenn weite  F  in  den  Werthen  der  gesuchten  Ver- 
hältnisse verbleiben.  Wenn  es  also  zwar  möglich  ist,  ffir  eine  ganz 
bestimmte  Sehweite  {d  —  e)  Oculare  verschiedener  Art  herzustellen ,  welche 
mit  demselben  Objectiv  für  eine  bestimmte  Gegenstandsweite  gleiche 
Vergrösserung  geben,  so  ist  es  nicht  möglich,  sie  so  einzurichten,  dass 
sie  für  verschiedene  (wenn  auch  für  die  verschiedenen  Femrohre 
jeweils  gleiche)  Gegenstandsweiten  gleich  stark  vergrössem.  So  bleibt  es 
auch,  wenn  man  die  Sehweite  etwa  unendlich  macht  oder  annimmt.  Noch 
weniger  möglich  ist  es,  die  Oculare  so  einzurichten,  dass  für  verschie- 
dene Sehweiten  gleiche  Vergrösserungen  erzielt  würden. 

Begnügt  man  sich  aber  mit  den  Annäherungsformeln  4^),  l§)y  10/^ 
oder  4^),  ly)^  ^^y)^  so  findet  man  die  fraglichen  Brennweiteverhältnisse 
unabhängig  von  der  Gegenstandsweite  und  der  Objectivbrenn  weite,  aber 
noch  abhängig  von  der  Sehweite,  genauer  von  d-^e.  Die  Näherungs- 
formeln ß)  und  y)  liefern  dasselbe  Ergebniss. 

Bezeichne  fj^  die  Brennweite  des  Kepler- Oculars,  /^  und  f^  die 
Brennweiten  der  Augengläser  des  Ramsden-  beziehungsweise  des  Cam- 
pani- Oculars,  so  erhält  man  mit  der  Annäherung  der  Formeln  ß)  oder 
y)  gleiche  Vergrösserungen,  bei  beliebigem,  aber  gleichem  Objectiv,  bei 
beliebiger,  aber  gleicher  Gegenstandsentfernung,  bei  bestimmter,  deut- 
licher Sehweite  d  und  Augenabstand  e,  wenn  die  Verhältnisse  bestehen: 


11)  fj,  =  777:;^.-r^'      fM  =  ^.i 


für  G  =  <x 

12")   f„=     --n^ j_^        .        ,       ' t,  v^ -j__  1    ganz  genau, 

'  )  fc      ^a-e)  +  2fj,        f'      ^     (rf-«)-/'c    (    für  C<oo 
,-,    ,  5fc{d—e)  Zfg{d-e)       \   angenähert. 


Werden  die  Fernrohre  zur  Betrachtung  unendlich  ferner  Gegenstände 
verwendet,  so  sind  die  in  11),  12),  13)  angegebenen  Verhältnisse  der 
Augenglasbrennweiten  ganz  genau 
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Es  bleibt  also,  selbst  wenn  man  nur  unendlich  weite  Gegenstände 
betrachtet  oder  bei  endlich  fernen  Gegenständen  sich  mit  einer  Näherung, 
wie  die  der  Formeln  ß)  oder  /)  begnügt,  unmöglich,  die  Oculare  so 
einzurichten,  dass  sie  für  jede  Sehweite  d  und  für  jeden  Augenabstand 
e  gleich  stark  vergrössern. 

Wird  die  Sehweite  unendlich  gross  angenommen  oder  durch  passende 
Zerstreuungsbrille  so  gemacht,  so  lassen  sich  constante  Brenn weitever- 
hältnisse  der  Augengläser  der  verschiedenen  Oculare  derart  wählen ,  dass 
bei  Betrachtung  unendlich  ferner  Gegenstände  ganz  genau  und  bei  Be- 
trachtung gleich  weiter,  zwar  beliebig,  aber  gleich  entfernter  (und  nicht 
zu  naher)  Gegenstände  sehr  angenähert  dieselbe  Vergrösserung  erhalten 
wird.     Diese  Verhältnisse  sind: 

16)  fR=-ifc^      fc^ifR' 

Die  gefundenen  Werthe  sind  die  äquivalenten  Brenn weiteuf 
d.  h.  wenn  die  zusammengesetzten  Oculare  eine  dem  einfachen  (Kepl er- 
sehen) äquivalente  Brennweite  haben,  so  erhält  man  mit  jedem  Ocular 
gleich  starke  Vergrösserung,  vorausgesetzt,  dass  die  Sehweite  unendlich 
gross  ist;  ganz  genau  ist  das  allerdings  nur  für  unendlich  grosse,  aber 
annähernd  auch  für  je  gleich  weite,  beliebige,  nur  nicht  zu  kleine  Ent- 
fernung des  Gegenstandes. 

Um  bequem  übersehen  zu  können ,  welcher  Unterschied  in  der  Ver- 
grösserung verbleibt,  wenn  die  Oculare  nach  Anleitung  der  Formeln  11) 
und  12),  die  nur  für  unendliche  Entfernung  genau  sind,  berechnet  wer- 
den, sind  nachstehende  Zablenbeispiele  aufgeführt  worden  (Strich  oben 
am  Index  soll  bedeuten  „gleich  stark  vergrössernd **). 

I.    F=30cm,    rf=>20cm,    ^  =  lcm; 
Augenglasbrennweiten  /'j^  =  2cm,  /*^=  2,1229  cm,  /"^  =  1,2459  cm; 

ö  =  00,      Vk'  =  Fjt  =  )^c'=  15,75; 

Fk'  =  16,7599, 
C=.  1000m,       {    Fä=  15,75991, 

Ff?' =15,75935; 

Fk'=  10,8494, 
C=100m,         {   Fä,  =  15,84956, 

Fe  =15,84394; 

Fä'  =  16,2796, 
G  =  20m,  {   Fjr  =  16,25683, 

Vc  =  16,22841. 

IL    F=40cm,    rf=20cm,    «  =  0,5  cm; 
Augenglasbrennweiten  /"j^  =  1  cm,  fj^^s  1,0*^^^  *«•/-—  0,6<462.^  ^\sv\ 
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C  =  00,     Fk/  =  Fä'  =  Vc'  =  41,00; 

rÄ'  =  41,0334, 
6?  =  1000  m,       l  Fip  =41,03239, 

F^.  =41,03277; 

Fjc'  =  41,3360, 
6?  =  100  m,        l   F/|.  =  41,33515, 

F^'=  41,32945; 

Fk,  =  42,7209 , 
G  =  20m,  (   Fi|/  =  42,721 16. 

Vc  =  42,68772. 

Also  selbst  bei  der  sehr  kleinen  Gegenstandsweite  von  20  m  sind 
die  Unterschiede  in  den  Vergrössemngen  noch  so  gering,  dass  man  sie 
praktisch  unbeachtet  lassen  kann.  Um  so  mehr  bei  grösseren  Entfer- 
nungen. 

Hingegen  fallen  die  Vergrösserungen  sehr  verschieden  aus,  wenn 
mit  anderer  Sehweite,  als  jener,  die  der  Rechnung  zu  Grunde  lag,  be- 
obachtet wird.  Einige  Beispiele  werden  genügen,  hiervon  eine  Vorstel- 
lung zu  geben.  Es  sei  F=30cm  und  die  Brennweiten  wie  oben  ftlr 
(/=:20cm  gerechnet.     Man  findet: 

f«    r  =  «       jrf=20cm.    Fjf.  =  15,75,       Fj,.=15,75.       J^c'  =  15,75, 
mr  Cr     00       l^^iQ^^  =16,5000,         =15,7983,         =15,4474; 

f«    r-9ft      U  =  20cm,    Fä.  =  16,2796,   Fä.=  16,2568,   Fe  =16.2284, 

(  d=10  „  =19,2145,         =18,4659,         =15,3251. 

Ferner,  es  seien  die  Brennweiten  für  unendliche  Sehweiten  berech- 
net, um  gleiche  Vergrösserung  zu  erhalten,  und  die  Gegenstandsweite 
sei  unendlich  gross.     Man  erhält: 

I.    F=30cm,    e=lcm,    G  =  qo; 


Vk-. 

yB-. 

Vc- 

d  =  Qo: 

15.0000 

15,0000 

15,0000 

d=100 

cm: 

15,1500 

15,1167 

14,9500 

rf  =  30 

>» 

15,5000 

15.0555 

14,8333 

rf=20 

»» 

15,7500 

15,0833 

14,7500 

d=15 

»» 

16,0000 

15,1111 

14,6667 

rf=10 

»> 

16,5000 

15,1667 

14,5000. 

40  cm , 

e  = 

0,5  cm ,    G  = 

Qo; 

Vk'-. 

Vb". 

Fe 

d  =  oo: 

40,0000 

40,0000 

40,0000 

rf=100 

cm: 

40,4000 

40,0222 

39,9333 

d=30 

>♦ 

40,6667 

40,0740 

39,7778 

d=20 

» 

41,0000 

40,1111 

39,6667 

if»15 

♦» 

41,3333 

40,1481 

39,5556 

ä^lO 

ff 

42,0000 

40,2222 

39,3333. 
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Wie  man  sieht,  füllt  der  Unterechied  am  gTßssten  für  Kepler- und 
»m    fcleinsteD  für  Rmneden-Fernrohr  ans. 

Die  FernrohTe  mit  gleichem  Objectiv,  deren  Ocnlare  so  berechnet 
sind,  dass  sie  für  eine  bestimmte  Sehweite  d  und  bestimmten  Aogen- 
abstand  e  gleiche  Vergrösseniiig  geben  (genau  bei  Dnendlicben,  sehr  an - 
näbenid  bei  gleichen  endlichen  Gegenetandaweiten)  sind  nicht  gleich 
iBng.  Ihre  L£n gen  berechnen  sich ,  wenn /'die  Brennweite  des  Kepler- 
Ocnlan  bedeutet,  folgen d ermasse n : 


17] 
18) 
19) 


r'.'l-e) 


-')+*f 


f+d-e'^'   9(d-()  +  4/-' 


'^r+d-e    SW-'j  +  Sr 
-Eticraas   scbliesfit   man,   dase    ilaa  gleich  etark  rergiössarnde  Ra 
^'erniohr  länger  ist  als  das  Kepler-  Ferurobr,  das  Campani- 


i  kar: 
20)  Ij-- 

CaIso  das  RaiD 


Und 

n±-  •) 

f^:d-c    4f+iHd- 


Fernrohr, 
ündet  mi 


-') 


21) 


ai) 


länger,  weil  4/'<rf  — e  ist), 
f(d-t)    ir+2(d-,) 
r+d-e'ir+3{d-')' 
.    nd-e)     nid-,)'  +  3Dr(d- 


0  +  8/" 

!)  +  8/-' 


/-Hd— e  27[(i-e)'+30y[d 
Für  nneodlicbe  Sehweite  berechnen  sich; 

'«"=»  +  «/'}(■(  =  »)     nnd     l^—lc.  =  +ir    l{d 


»). 




^^~^  Dm    den    Znaammenhang    in    der    nachfolgenden    Vergleiehung    der 

^^*- Eiligkeit  der  verschiedenen  Fernrohre*  zn  wahren,  mn^s  Einiges  hier 
**geführt  werden,  was  mit  mehr  oder  minder  Ansffibrlichkeit  nnd  Deut' 
**^l>keit  an  verschiedenen  Orten  bereits  dargestellt  ist. 

Nicht  alles  von  einem  strahlenden  Punkte  ausgehende  Licht  wird  zu 
^^•K»  Bilde  verwendet,  das  ein  Beobachter  achliesBlich  sieht,  sondern  nur 
*»    Bmchtbeil,    gleich  dem  Quotienten  der  Ausdehnung  der  aufnehmen- 
*»»  Fläche   (PnpilUrÖffnung,  Objectivßäche,  Spiegelfläche   n.  s.  w.)   nnd 
^^*  Ansdebnnng  jener  KugelflSche  um  den  leuchtenden  Punkt  als  Cen- 


*  Der  KOne  halber  mag  dieser  nicht  gaat  richtige  Auadruck  gestattet  «ein. 
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trum,  von  welcher  die  auffangende  FlSche  ein  Theil  ist.  Sie  wird  aller- 
dings im  Allgemeinen  nur  annähernd  als  ein  Theil  der  Kngelwellenfläche, 
etwas  genaner  als  eine  diese  berührende  Fläche  angesehen  werden  dürfen; 
allein  da  die  Engelhalbmesser  immer  relativ  sehr  gross  sind,  wird  die  An- 
näherung eine  sehr  weitgehende  sein.  Ist  p  der  Durchmesser  der  Pupillen* 
Öffnung,  S  der  Durchmesser  der  ObjectivÖffnung,  so  verhält  sich  die 
„Lichtmenge**,  welche  beim  Sehen  mit  blossem  Auge  zur  Verwendung 
kommt,  zu  jener,  die  in  das  Femrohr  eindringt,  wie 

(g+/+J  ' \g)  ' 

wenn  G  die  Entfernung  des  strahlenden  Punktes  vom  Objectiv,  /  die 
Fernrohrlänge,  e  der  Abstand  des  Auges  hinter  dem  Ocular,  also  0-|-/-|-e 
die  Entfernung  des  strahlenden  Punktes  vom  Auge  ist. 

Gelangt  alles  durch  das  Objectiv  in  das  Fernrohr  ge- 
drungene, von  dem  Punkte  herkommende  Licht  schliesslich  in 
das  Auge,  so  verhalten  sich  die  Helligkeiten  der  Wahrnehmungen  des 
Punktes  durch  das  Fernrohr  und  mit  unbewaffnetem  Auge,  wie 

wo  fi  einen  echten  Bruch  bedeutet,  da  ein  gewisser  Verlust  an  Hellig — 
keit  durch  Absorption  des  Lichts  in  den  Linsen  und  Reflexion  an  ihrei^ 
Flächen  stattfindet. 

Vorstehend  ist  die  Helligkeit  der  Wahrnehmung  eines  Punktei^ 
durch  das  Fernrohr,  die  Punkthelligkeit  oder  sogenannte  absoluta 
Helligkeit  des  Fernrohrs  angegeben. 

Man  kann  freilich  noch  bedenken ,  dass  die  von  einem  Punkte  her- 
gekommenen Strahlen  niemals  mathematisch  genau  in  einem  Punkte  der 
empfindenden  Netzhaut  wieder  vereinigt  werden,  sondern  dass  sie,  wegen 
der  Aberrationen   im  Fernrohr  und  im  Auge  selbst,    ferner  wegen  8tat*> 
findender  Beugung  des  Lichts,  über  einen  kleinen  Zerstreuungskreis  aus- 
gebreitet werden.     Die  Berücksichtigung  dieses  Umstandes  verwickelt  die 
Untersuchung  erheblich  und  macht,    dass  sie  wohl  nicht  mehr  allgemein 
durchführbar  bleibt.     Wenn  und  wo  es  sich  aber  um  Vergleichung  der 
Helligkeit    der  Wahrnehmung   durch   verschiedene  Fernrohre  und   durch 
das    unbewaffnete   Auge    handelt,    darf   von   der  Zerstreuung  abgesehen 
werden,  denn  man  darf  annehmen,  dass  sie  in  allen  Fällen  nahezu  die- 
selbe bleibt,   demnach  alle  Helligkeiten  mit  nahezu  demselben  Bruche 
zu  multipliciren  wären. 

Fragt   man  nach  der  Helligkeit  nicht  mehr  eines  Punktes,  sondern 
eines    ausgedehnten    Bildes,    so    müssen   jene    absoluten   Hellig- 
keiten   noch   durch  die  Flächenausdehnung  der  Bilder  getheilt  werte 
Die  FUchenhelligkeit  oder  relative  Helligkeit  ifeinei  Feis 


L  &l«o  die  Punkt-  (uder  Absolute)  Helligkeit  desselben,  getheilt  durch 
I  Qnadnt  der  LinearTergrössernng:  • 


X)i«  Fr»ge ,  ob  und  wann  die  im  Drucke  Lervorgehobene  Bedingung 
Aieitt  Formel  erfüllt  sei,  nämlich  dass  daa  ganze  durch  das  Objectiv  in 
du  Ferurobr  gedrungene  Strahlenbündel  in  das  Ange  durcb  die  Pupille 
gelange  and  zur  Bildung  des  Netzhautbildes  verfügbar  sei,  eoil  nun  sofort 
»0  den  besonderen  Fernrobreu  geprüft  werden.  Dem  LicbtTcrluate  durch 
Absorption  und  Keflesion  ist  durcb  den  Coefficienten  p  bereits  Rechnung 
getragen. 

Die  scheinbsre  Helligkeit  eines  Fernrohrs  ist  nicht  Aber  das  ganze 
(■esicbtsfeld  hin  die  gleiche.  Es  eoll  die  vereinfachende  und  zngleich 
fitr  die  Praxia  der  FeTuiohrbeobachtangea  wichtigste  Annahme  gemacht 
"erden,  es  bandle  sich  nur  nm  einen  sehr  kleinen  Theil  in  der  Mitte 
de«    Gesicbtsreldes ,  d.  h,  anf  der  optischen  Axe  des  Fernrohrs, 

Kepler  •  Fernrohr. 
Damit  der  ganze  auf  das  Objectiv  fallende,    nach  der  Brechung  im 
'-"tilectiT    nach    dem   (anf  der  Axe  gelegenen)   Bildpunkte   convergirende 
St»"«hlenkegel  Kur  Nutzung,    d.  h.  in  das   Äuge  gelange,    muss,    wie  atis 
^■e.  1   leicht  ersichtlich  ist, 

25) 

k  36) 

^  l>edealet  den  Dnrchmeaaer  der  nicht  abgeblendeten  Oeffuung  des  Ocu- 
li^rs,  alle  anderen  Zeichen  dasselbe  wie  früher.  Nur  c  bedeutet  nicht 
"'le  hei  der  Untersuchung  über  Vergtössernng  (und  später  wieder  bei 
jfcner  über  das  Gesichtsfeld)  den  Abstand  des  optischen  Mittelpunktes 
lies  Auges,  sondern  jenen  der  Pupille  vom  Augeuglase,  Es  wird  hier, 
wie  spater  immer,  vorausgesetzt,  die  im  Rohre  des  Teleskops  angebrach- 
ten Plendangen  seien  weit  genug,  um  alle  uUtslicben  Strahlen  durch- 
italau  eu. 

Die  Bedingung  26)  lehrt,  dass  die  für  die  Helligkeit  nutzbare  Ocn- 

iMfiffunng  ein  wenig  kleiner  ist  als  die  Pupillenöffnnng,  nfimlich  -—--  - 
■■»1  an  gross,  in  den  früher  angeführten  Beispielen  ^^-  und  ^^-m«l  so  gross. 
Man  päegt  anisugeben,  der  OefTnangsdurchmesser  einer  Linse  dilrfo 
l'i<  SD  0,6  der  Brennweile  steigen ,  ohne  die  Aberration  störend  x.a 
luclm.     Die   Objective    der   Be  o  buch  tangs  fern  röhre    haben    aber    immer 
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eine  viel  kleinere   Oeffnung,  dnrclischnittlicb  etwa  i^  der  Brennweite 
also  weniger  als  0,1  der  Bildweite  B^  die  in  den  Formeln  Torkommt.    Es 

soll  aber  übertrieben  -^  =  i^  angenommen  werden. 

Die  ErfüUnng  der  Bedingung  25)  verlangt  dann,  dass 

1.  wenn  f  =  2  cm ,  <f  =  20  cm ,  ^  =  1  cm,  sein  soll  5  =  0,226  cm, 

=  0,113  A 

2.  wenn  /^Icm,  (/=20cm,  ec=0,5cm,  sein  soll  «  =  0,119  cm, 

=  0,119/1 

Es  bleibt  somit  die  Nntzöflhnng  für  die  Helligkeit  weit  unter  der  w;egen 
der  .Engelabweichnng  zulässigen  Grenze. 

Die  Bedingung  26)  für  die  Pupillenweite  liefert 
im  ersten  Falle  p>  0,238  cm, 

im  zweiten  Falle  p  ^  0,12  cm. 

Die  Pupillenweite  ändert  bekanntlich  mit  der  Intensität  des  anlangen- 
den Lichtes;  zieht  sich  die  Pupille  unter  die  mittlere  OefFhung  zusammen, 
so  ist  die  Helligkeit  schon  belästigend;  man  dürfte  also  fQr  die  Rechnung 
sogar  etwas   mehr   als  den  mittleren   OefiFnungsdurchmesser  der  Pupille 
ansetzen.     Dieser  kann  zu  0,5  cm  angenommen  werden. 

Für  Kepler 'Fernrohre  mit  ObjectivöfFhuDg  von  \  der  Brennweite 
(und  sogar  noch  für  weitere  Objective)  sind  die  Bedingungen  [25)  und 
26)]  für  die  Erzielung  der  grösstmöglichen  Helligkeit  [24)]  sicher  erfüllt, 
wenn  auch  die  Ocularbrennweite  —  was  wohl  selten  vorkommt  —  be- 
trächtlich grösser  als  2  cm  sein  sollte. 

Durch  Einsetzung  des  Werthes  von  V^  [nach  2)]  in  die  Formel  24) 
erhält  man  die  relative  Helligkeit  des  Eepler-Fernrohrs  genau  zu: 

»')  «— •(f)-(i)'(^0'(7+^)' 

Zahlenbeispiele  für  die  Helligkeit  des  Kepler -Fernrohrs. 
L  F=30cm,   5  =  Mcm,  /'=2cm,  rf  =  20cm,  e=lcm,  p  =  0,5em; 
(?    =oo:  1000  m:  100  m:  20  m: 

Bk  =  0,22675 .  ^        0,2266 .  ^        0,2254 .  ^        0,2200 .  f*. 
IL  F=40cm,  5=Mcm,  f=lcm,  rf  =  20cm,  c  =  0,5cm,  p  =  0,5cm, 

Q    =oo:  1000m:  100m:  20m: 

^jf  =  0,0595.^  0,0593.^        0,0585.^         0,0571.^. 

Ramsden  -  Fernrohr. 

Damit  der  ganze  durch  das  Objectiv  gedrungene,  von  einem  Punkte 
der  optischen  Axe  des  Fernrohrs  ausgegangene  Strahlenbündel  aus  dem 
Augenglase  treten  und  auch  ganz  in  das  Auge  gelangen  könne,  müssen, 
wie  aus  Fig.  2  leicht  zu  entnehmen  ist,  die  Verhältnisse  bestehen: 
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S:Sj^^=   B    :    g^      {s^  ist  der  OefiFnangsdarchmesser  des  Oollectivs) , 

s  ip  s=zd — e:     d, 
wormnB  nnter  Beachtung,  dass  (siehe  S.  29) 

«        0  r    d-c-Af       ,  _/•   d-e-Af  .f_f{ä-e) 

ist,  die  Bedingnngen  sieb  ergeben: 

29)  *^U-|         ""' 


/?  2(d-c)+/ 


30)  p>Ar-i       ** 


5   2(rf-e)+/' 
Nimmt  man  wieder  -^  =  4^   an,    so   verlangt  die   Erfüllung  ^er  Beding- 

nngen  28),  29)  nnd  30),  dass: 

1.  wenn  /'=2cm,   cf=20cm,   e=lcm,   sein  soll 

*!  ^  0,02475  cm  >  0,012375 /* 
•  oder     5j  ^  0,0069  Collectivbrennweite, 

femer  5  >  0,21375  cm  >  0,1069/* 
-     nnd      p  >  0,225  cm ; 

2.  wenn  ^=lcm,  d  =  20cm,   ^  =  0,5  cm,  sein  soll 

5i>  0,0174  cm  >  0,0174  f 
oder     5j  >  0,0097  Collectivbrennweite , 
femer  s  >  0,197  cm  >  0,197/" 
nnd     p  >  0,1125  cm. 

Die  Bedingnngen  filr  die  grösste  Helligkeit  [24)]  sind  also  bei  einem 
Hamsden-Femrohr  leicht  erfüllbar,  selbst  wenn  dessen  Objectivöffnnng 
merklich  grösser  als  \  Brennweite  nnd  wenn  die  Angenglasbrennweite 
noch  grösser  als  2  cm  wäre. 

Durch  Einsetzung  des  Werthes  von  V^  [nach  6)]  in  die  Formel  24) 
erhilt  man  die  relative  Helligkeit  des  Rams  den -Femrohrs  zu 

3.)    ,.=«...(iy.(g.(£i£)'.(,^^,)-. 

Vergleicht  man  die  relativen  Helligkeiten  eines  Ramsden-  nnd 
eines  Kepler-Femrohrs  mit  gleicher  Brennweite  f,  der  Augengläser, 
ferner  demselben  Objectiv,   gleicher  Entfernung  u.  s.  w.,   so  findet  man: 

im  Betondem,  bei  nnendlieher  Weitsichtigkeit: 


»  " 
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In  Wirkliclikeit  wird  das  Helligkeitsverhftltniss  noch  etwas  kle 
als  hier  berechnet,  da  der  Coefficient  fi  (der  hier  ffir  beide  ] 
gleich  genommen  wnrde)  für  das  Ra  ms  den- Fernrohr,  das  e 
absorbirende  nnd  reflectirende  Linse  mehr  als  das  Kepler*Fen 
etwas  kleiner  sein  mnss. 

Die  geringere  Helligkeit  (Flächenhelligkeit)  des  Ramsd 
rohrs,  wie  sie  aus  32)  sich  ergiebt,  rührt  nnr  von  der  8tftrk< 
grösserung  her.  Denn  fragt  man  nach  dem  Helligkeitsverhältnis 
stark  vergrössernder  Ramsden-  nnd  Kepler -Fernrc 
gleichem  Objectiv,  Gegenstandsweite  n.  s.  w.),   so  ist  in  der  F« 

statt  f  fnach  11)1  zn  setzen   ^r-— ^r-r-irr  ^«d  nach  dieser  E 

gelangt  man  zn: 

")  .  ^.='- 

d.  h«:  Lässt  man  den  geringen  Verlust  an  Licht  durch  Absorpti( 
Reflexion  an  der  Collectivlinse  ausser  Acht,  so  ist  die  He 
eines  Ramsden-Fernrohrs  gerade  so  gross,  als  die  eine 
stark  vergrössernden  Kepler-Fernrohrs. 


Campani  -  Femrohr. 

Damit  der  ganze  durch  das  Objectiv  gedrungene,  von  eine 
auf  der   optischen   Axe   herrührende   Strahlenbündel  aus   dem 
treten   und  ganz  in  das  Auge  gelangen  könne,   müssen,  wie  a 
leicht  zu  entnehmen  ist,  folgende  Verhältnisse  bestehen: 

S :  5j  =    ß    :     ^1     (sj  ist  der  Oeffnungsdurchmesser  des  Coli 
s^:  s  =    &j    i^f—h^y 
s  :p  =d — e:      d, 

woraus  unter  Beachtung,  dass  (siebe  S.  31) 

ist,  die  Bedingungen  sich  ergeben: 
34)  »1^3  3-A- 


B   '    f+2{d-e) 
35)  s^si-f.       '-" 


B       f+2(d-e) 


36)  P^Z^f-j^ 


^    B       /•+2(d-«) 
Nimmt  man   wieder  -^=^\  an ,   so   verlangt   die  Erfüllung  dei 
ungeu  34),  35),  36),  dass: 
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1.  wenn  /*=2cin,   (/  =  20cm,   e=lcm,   sein  soll 

*!>  0,4312  cm  ^  0,2156 /• 
oder     5j  >  0,072  Collectivbrennweite , 
ferner  s  ^  0,3562  cm  >  0,178/ 
und      p  ">  0,375  cm; 

2.  wenn  /'=lcm,   (/=20cm,    ß=:0,5cm,   sein  soll 

*i>  0,2016  cm  >  0,2016/" 
oder     Äj  >  0,067  Collectivbrennweite, 
ferner  s  >  0,1828  cm  ^  0,1828/* 
nnd     p  >  0,1875  cm. 

Die  Bedingungen  für  die  grösste  Helligkeit  [24)]  sind  also  bei  einem 
Campani-FemTohr  leicht  erfüllbar,  selbst  wenn  dessen  Objectivöffnnng 
otwts  grösser  als  \  Brennweite  nnd  wenn  die  Angenglasbrennweite  noch 
^f^Bser  als  2  cm  wäre. 

Dnrch  Einsetzen  des  Werthes  von  Vc  [nach  9)]  in  die  Formel  24) 
^i'liilt  man  die  relative  Helligkeit  des  C am p an i -Fernrohrs  zu 

Vergleicht  man  die  ];platlven  Helligkeiten  eines  Campani-  und 
^iiies  Kepler-,  dann  eines  Rams den- Femrohrs  mit  gleichem  Objectiv 
'^•8.  w.  und  namentlich  gleicher  Brennweite  /  des  Augenglases,  so  findet 

"^oraos  im  besondern  Falle  unendlich  grosser  Sehweite  folgt: 

Hc^IBk     (d  =  oo); 
dann 

&  ist  hier  bei  Aufstellung  dieser  Verhältnisse  wieder  der  Coefficient  fi 
^er  Formeln  überall  gleich  genommen,  was  für  Ramsden-  und  Cam- 
pani-Fernrohr,  die  aus  gleichviel  Linsen  bestehen,  wohl  ganz  unbedenk- 
lich ist,  hingegen  die  Helligkeit  des  Kepler- Fernrohrs  ein  wenig  ge- 
^nger  erscheinen  lässt,  als  sie  wirklich  ist. 

Jedenfalls  folgt  aus  38)  und  39),  dass  das  Campani-Ocular  be- 
deutend hellere  Bilder  liefert,  als  ein  Kepler-  oder  gar  als  ein  Rams- 
aen-Ocular  mit  gleicher  Brennweite  f  des  Augenglases.  Die  grössere 
Helligkeit  (Flächenhelligkeit)  des  Campani-Oculars  rührt  aber  nur  von 
der  geringeren  Vergrösserung  her.  Denn  fragt  man  nach  dem  Hellig- 
lieitsTerhältniss  gleich  stark  vergrössernder  Campani-  und  Kep- 
l«r-Femrohr  (bei  gleichem  Objective  u.  s.  w.),  so  ist  in  Formel  37)  statt 
/[nach  12)]  au  setzen: 
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nnd  man  erhält: 


3{d-e)  +  2f 


«)  fe=> 


und  mit  Bücksicht  auf  33) 

41)  ^=1. 

Die  durch  die  Formeln  33),  40)  und  41)  ausgedrückten  Sätse  k5nne& 
viel  einfacher  gewonnen  werden :  Bei  gleicher  Beschaffenheit  der  i^bjee- 
tiye,  gleicher  Oegenstandsweite  u.  s.  w.  gelangt  gleichviel  Licht  in  die 
Femrohre;  da,  wie  nachgewiesen,  die  Bedingungen  zur  Nutsbarmaebung 
sämmtlichen  Lichtes  leicht  erfüllbar  sind,  so  wird,  wenn  diese  Beding- 
ungen erfüllt  sind,  die  absolute  (oder  Punkt-)  Helligkeit  der  drei  Fern- 
rohre gleich,  und  ist  ihre  Vergrösserung  auch  die  gleiche,  dann  auch 
ihre  Flächenhelligkeit.  Die  umständlichere  Herleitung  aus  den  allgemeinen 
Formeln  kann  also  wie  eine  Probe  auf  deren  Bichtigkeit  und  wie  eine 
Versicherung  gegen  Rechenfehler  angesehen  werden. 

Sind  die  Oculare  nach  Formeln  14)  und  15)  so  berechnet,  daaa  die 
Fernrohre  bei  unendlicher  Sehweite  (die  man  durch  passende  Brille  immer 
künstlich  erzeugen  kann)  gleiche  Vergrösserung  geben,  wird  durch  die 
Femrohre  aber  mit  Augen  von  der  Accomodationsweite  d  gesehen,  ao 
findet  man  die  Helligkeitsverhältnisse  nicht  mehr  gleich  1,  sondern*: 

.^.  Hbt  ^  /9/+9(d^e)Y 

^  ^  ÄÄ"      \5/-+ 9 (</-«)/' 

.^.  Fc"      /3/-+3((f-g)V 

Hc'^f5f+9{d-e)Y 
^  Bit'      \3/-+9(rf-e)/ 

Die  Helligkeiten  sind  desto  weniger  verschieden ,  je  kleiner  f  im  Ver- 
hältniss  zu  d — e  ist.  Bemerkenswerth  ist,  dass  nun  die  Helligkeit  der 
Femrohre  mit  zusammengesetzten  Ocularen  sogar  etwas  grösser  wird 
als  die  des  Eepler-Ferarohrs. 

*  Die  Doppelstriche  am  Index  aollen  andeuten  nicht  genau,  sondern  nur 
annähernd  gleiche  VergröBserung. 

(SohlOM  folgt.) 


m. 

Üeber  die  Fartialbruolizerleguug  der  Functionen,  mit 
^H    besonderer  Anwendung  auf  die  BemouUi'schen. 


J.  WOHPITZKY. 


I.  Im  42.  Bande  des  Crelle'echea  Journals  bat  Raabe  die  Ber- 
nonlli'schen Functionen  dnrch  Sinus-  andCosionsreihen  dargestellt  (S.348. 
ZutäckfUhrODg  einiger  Sammen  nnd  bestimmten  Integrale  auf  die  JAcob 
ßfrnuallt'aube  Function).  Er  gelangt  zu  seinen  Resultaten  durch  In- 
inclioQ,  indem  er  von  der  bekannten  Relation  zwischen  x  und  den  Sinus 
der  Vielfacben  von  x  ausgebt,  welche  a.  A.  durch  die  Entwickelung  von 
/{l+e""~'l)  nach  Potenzen  von  e"»— '!  gewonnen  wird.  Später  bat 
äehlCniilcb  (im  I.  Bande  seiner  Zoitschrift  für  Mathematik  und  Physik) 
dieielbeD  Ausdrücke  aas  seiner  Formel 


1) 


B(^..0  = 


../>-- 


Ate  die  BemouUi'schen  Functionen  abgeleitet:  in  der  Weise,  dass  er 
diun  Furmel  bei  der  Auswerlhung  der  Coefficienten  der  Fonrier'achen 
Keibe  Tctweudet,  durch  welche  iB  (x,  n)  dargestellt  werden  soll. 

Ich  möchte  hier  zeigen,  dass  die  fraglichen  Formeln  ans  1)  durch 
die  blosse  Zerlegung  der  rechten  Seite  in  Partialbrilcbe  hervorgehen. 

2.  Die  Ableitung  dea  uns  hier  intcressirendeu  Satzes  über  die  Far- 
titlbmcbze riegung  erfordert  kaum  mehr  Raum,  als  seine  blosse  Anftthmng. 
Er  «Dtitebt  so : 

E«  sei  f(t)  eine  nebst  ihrer  Deririrten  /(:}  in  dem  Theil  T  der 
i-FUche  Überall  eindeutige  Function  von  i  mit  nur  einfachen  Polen 
■,,  o,,  «^,  ...,  a„  innerhalb  dieses  FUchentbeils.  Dann  ist  nach  einem 
h*hnptOTi  Cauebf'schen  Satze 


fM^=  fiMijf^'^  rm^. 


die  Unke  Seite  das  Qrenzintegral  um  die  ganse  Fläche  7  herum,  die 
«iotrlDen  Summanden  der  rechten  Seite  aber  die  Grenxintegrale  um  ^« 


46  Üe1>er  die  PartialbruclizerlegnDg  der  Fnnctioneo  etc. 

einzelnen  Pole  der  Function  /'{u):(u  —  z)  innerhalb  J  hemm  bedeuten. 
Liegt  daher  z  innerhalb  J,  so  folgt 


und  femer  folg^ 


fiuydu 

u  —  z 


=  i.2n.f(t); 


f 


=  f  .Z; 


U — Z  dr—Z 

WO 

2)  Or  =»  lint .  {z  —  «r)  /"(z) 


bedeutet. 

Bezeichnet  man  noch 


%z=ar 


3)  n^^.ffMla 

t.2nf     U'—z 
60  folgt  aus  dem  Obigen  die  Belation 


r=m 


4)  AO  =  Ä+ 


Z  —  Or 


Dies  ist  die  Grundformel  für  die  Partialbmchzerlegung. 

Dehnt  man  die  Fläche  T  allmälig  über  den  ganzen  Theil  der  2-flftche 
aus,  in  welchem  die  Pole  von  f{z)  liegen,  so  kann  es  vorkommen,  daas 
72  hierbei  sich  einem  Grenzwerthe  /im.i?  =  9t  nähert,  welcher  dann  eine 
in  T  überall  endliche  Function  von  z  sein  wird  oder  auch  eine  nur  von 
den  Parametern  der  Function  f{z)  abhängende  Constante,  wie  dies  be- 
kanntlich geschiebt  bei  den  unecht  gebrochenen  rationalen  algebraischen 
Functionen  mit  einfachen  Polen.  Es  braucht  aber  auch  kein  endlicher 
Grenzwerth  von  R  zu  existiren. 

Diejenige  Function,  mit  welcher  wir  uns  hier  vornehmlich  beschäf- 
tigen wollen,  ist  geeignet,  die  sämmtlichen  Falle  zu  illustriren,  welche 
hierbei  auftreten  können. 

3.  Die  Function 

besitzt  nur  einfache  Pole,  und  zwar  bei  z^=^i,2kn^  wo  k  jede  beliebige 
positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet,  mit  Ausnahme  von  NulL 
Da  nämlich  f{z)  überall  stetig  sein  soll,  wo  es  nicht  unendlich  wächst, 
so  muss  für  /"(O)  der  Werth  lim.f{z)=  x  genommen  werden. 

Die  einzelnen  Partialbrüche  in  4)  haben  daher  die  Form: 

Um  — 


z  —  i.lkn  t=i,2kn  t'*  — 1  z  —  i.^kn 
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Zum  Zweck  der  Auswerthnng  des  Bestes  R  wählen  wir  als  Begren- 
zung Yon  T  einen  Elreis  u  =  v,e*9^  dessen  Badias  v  der  Bedingung 

gemftss  angenommen  ist,  wobei  m  eine  hinreichend  grosse  absolute  ganze 

Zahl  bedeuten  soll,  und  bewirken  dadurch,   dass  der  Kreis  ausser  dem 

Punkte  z  die  2  m  Pole  von  f{z)  nmschliesst,  in  denen  k  die  Werthe  —m^ 

—  (m  — 1),  ...,  —2,  —1,  -|-1,  -|-2,  ...,  -|-'(m  — 1),  +m  annimmt,  sowie 

dass  er  durch  keinen  Pol  hindurchgeht. 

du 
Da  nun   — csi.dg>  ist,  so  folgt  aus  3),  wenA  noch  der  Kürze  wegen 

17  cosfp  s  11^,   p  Stil  g>s=i  gesetzt  wird : 

2« 


e»+tt  — 1  z^ 


u 


Die«  Ulsst  sich  auch  so  schreiben: 

n  8« 

+  2  2 

2n,R=  ^      .     M 


gt.f_^-fr  Z  I        ß«»'+'-^  — 1  2 


tl 


2  2 

Die  Integrationswege  der  beiden  zuletzt  geschriebenen  Integrale  haben 
eine  endliche  Lftnge  n.  Sehen  wir  vorläufig  von  den  Endpunkten  der- 
selben ab,  so  entsprechen  in  allen  übrigen  Punkten  einem  unendlich 
grotsen  p  beim  ersten  Integral  positiv  unendlich  grosse  Werthe  von  rv^ 
beim  zweiten  negativ  unendlich  grosse  Werthe  von  rv;  in  den  einzelnen 
Endpunkten  selbst  ist  dagegen  n;  =  0. 

Daher  nähert  sich ,  wenn  0  <  o;  <  1  angenommen  wird ,  der  Integrand 
des  eisten  Integrals  generell  dem  Grenzwerthe  0  (denn  e*^  wird  nicht 
=0),  derjenige  des  zweiten  aber  generell  dem  Grenzwerthe  +1«  während 
beide  in  den  Endpunkten  zu  der  unbestimmt  endlichen  Grösse 

XV 


=  e      » 


«»2 


ipringen.     Mithin  ist  in  diesem  Falle  (da  die  Integrationswege,  wie  ge- 
Mgt,  eine  endliche  Länge  haben)  9l  =  /fm./?  =  +  ^. 

Ist  x  =  0,  so  ergiebt  der  vorletzte  Ausdruck  von  2n.R  sofort  den 
Weith  91  =  0,  und  ist  d;=  1,  so  ergiebt  er  ebenso  leicht: 
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2« 

0 
Das  bisher  gewonnene  Resultat  ist  also  dieses: 

Für  0<a:^l   gilt  die  Entwickelung 


2z.(l —  cos^knx)  +  4  /f3«.«w2/r;i;a:. 

?+4^«^?  ' 

es  ist  9f{  =  0  für  a:  =  0,  3?  =  +  ^  für  0<a:<  +  l,  9fl  =  +l  für 
a:  =  -|-^f  nnd  im  ersten  Ausdruck  fehlt  dasjenige  Glied  der 
Summe,  in  welchem  Ar  =  0  zu  setzen  wäre. 

4.  Untersuchen  wir  jetzt  den  Erfolg  der  PartialbruchzerfKllung  bei 
der  Function  des  vorigen  Abschnittes,  wenn  x  nicht  in  dem  reellen  In- 
tervall (0, 1)  enthalten  ist,  so  leuchtet  es  zunächst  ohne  Bechnung  ein, 
dass  es  einen  Grenzwerth  9i  =  lim .  R  gar  nicht  geben  kann ,  wenn  x  eine 
complexe  Zahl  ist;  denn  dann  divergirt  die  Partialbruchreihe  auf  der 
rechten  Seite  von  5)  zweifellos,  weil  die  Zähler  bei  wachsendem  k 
schneller  wachsen  als  die  Nenner. 

Es  bleiben  also  zur  Untersuchung  nur  noch  diejenigen  reellen  Werthe 
von  X  übrig,  welche  ausserhalb  des  Intervalls  (0,  X)  liegen. 

Bezeichnen  wir  wieder,  wie  schon  früher,  mit  m  eine  absolute  ganze 
Zahl  und  setzen  x  -^m^s^x  y  indem  wir  unter  x  eine  Zahl  des  Intervalls 
(0,  1)  verstehen,  so  bleibt  die  Partialbruchreihe  in  5)  offenbar  von  glei- 
chem Werthe,  ob  man  in  ihr  x  oder  x'  schreibt.  Die  Differenz  zwischen 
/'(2,  0?')  und  /'(;,  x)  liegt  also  einzig  und  allein  in  der  Differenz  der  Beste 
91  und  91',  und  zwar  so,  dass 

^-^  =  f(x,x)-t{z,x) 

ist.     Man  braucht  daher  zur  Emittelung  von  9i'  nicht  auf  den  Ausdruck 
3)  für  den  Best  zurückzugreifen ,  sondern  kann  die  soeben  niedergeschrie- 
bene Belation  benutzen. 
Es  folgt: 

ß*  — 1  e»  — 1 

Für  a7'=3(C-f  m  kann  man  dies  auch  so  schreiben: 

gfl'=  an- [e'»  +  c<'+U»-h ... +  «<*+"•-*)»] 
und  fttr  af=sx-^m  so: 

«'=  W.- [e<'-«» -h  «<*-»)»  +  ... -h  «('—•)»]. 
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HiDsichtHch    der   Partialbrnchzerlegting    verbält    sich    also   die  Function 
— —  bei   reellen  Werthen  von   x    ganz  ähnlich,  wie  eine  gebrochene 

rationale  algebraische  Function. 

5.  Wir  wollen  jetzt  die  Anwendung  auf  die  Bern ou Hirschen  Func- 
tionen machen,  indem  wir  dabei  selbstverständlich  für  x  reelle  Werthe 
^oimnssetzen. 

Für  n=rl  ergiebt  sich  aus  1)  und  5): 


S3(a:,l)  =  a:  =  Ä 


sin2knx 


^ohel  Ä  =  +|  für  0<a:<l,  31  =  0  für  «  =  0,  8l  =  +l  für  aJ  =  +  l 
'Bt,  während  im  Uebrigen  zu  91  dieselbe  positive  oder  negative  ganze 
2%bl  addirt  werden  muss,  um  welche  das  x  die  hier  hervorgehobenen 
^Qrthe  Übersteigt,  —  wie  es  aus  dem  vorigen  Abschnitt  hervorgeht.* 

Wird  in  1)   die  Zahl  n>l    angenommen,   so  folgt  aus  der  ersten 
^orm  der  Gleichung  5) ,  da  man  die  letztere  gliedweise  differentiiren  darf: 

6)  8(a?,  w)  =  i 4r^ — z lim 


2».  JE« 


fn=a9 


k:^ — m 


^»0<«<  +  l,  in  welcher  Suiffme  aber  das  Glied  mit  Ä  =  0  ausfällt, 
^oll  X  andere  reelle  Werthe  x'=sx  +  m  haben,  so  kommt  nach  dem 
^'^^rigen  Abschnitt  hinzu: 

n.[     ««-*       +(«  +  l)"-"*  +  ...  +  («  +  m  — 1)»-^]   für  ar'=a:  +  m, 
— «.[(«- l)"-*  +  (ar-2)»-"  +  ...+     (a-  — m)»-*     ]    für  a:'=a:  — m. 

^*»i  Besondem  ergiebt  dies  für  0  <  a:  <  +  1 : 
7)         g(a:,2i»  +  l)=(^l)"+^-j,,J„|,- 


8)         8     {x,2n)    =    (-1)« 


=  (-ly 


(2n\) 


k^m 


22-^1.^21. 


(2ti)! 


:  =  1 
ks=m 


22n-2^^2i. 


l  —  cos^knx 

sin^knx 
1^ 


^'Ibrend   der  Ausdruck  7)  mit  dem  entsprechenden  Raabe'schen  iden- 
^^b  ist,   bedarf  der  Ausdruck  8)   der  Identificirung  wegen  noch   einer 
^vtnsformation. 

Es  geht  nämlich  aus  7)  durcli  die  Differentiation  nach  x  hervor: 

«*//      ^     .  *N      .     ^N-j_«    (2«  +  l)I    '^ cos2kitx 


221 


\n* 


f^2n 


^Raabe    schränkt    die  Giltigkeit  dieser  Entwickelang  auf  das  Intervall 
^<«<1  ein,  weil  er  von  vornherein  91=:^  aas  wählt. 

Z«lta«kilft  t  M  ftth«matik  iL  Pb/fiJc  XXIX,  /.  4 
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und  hierauB  ei^ebt  sieb,  weil  die  n^^  Bernoalli'scbe  Zabl  bekanntUcb 

dnrcb  die  Relation 

g5'(0,2»  +  l)  =  (-l)»+*.(2n  +  l)./?„ 

definirt  werden  kann: 
9)  i^„=      <2")=       '^' 


Wendet  man   diesen  Ausdruck  auf  die  erste  Form  von  8)  an,   so  gebt 
die  letztere  in  die  Raabe'scbe  Gleicbung  über: 

,0)«(..2»)=(-l)-.«,4-(-l)-+-2Ä^.-5'^^". 


6.  Unter  denjenigen  Autoren,  welcbe  den  vielseitigsten  Oebrmuch 
von  der  Partialbrucbzerlegung  gemacbt  baben,  nebmen  Briot  und 
Bouquet  (f^Tb^orie  des  fonctions  doublement  p^riodiques.  1859*'  und 
die  zweite  Auflage  von  diesem  Werke:  „Tb^orie  des  fonctions  elliptiqnes^. 
J873")  wobl  die  erste  Stelle  ein.  Sie  benutzen  dieselbe  nicbt  nur  zur 
Zerlegung  einer  Function  f{z)  in  eine  Summe,  sondern  aucb  in  dn 
Product  nacb  Cancbj's  Vorgang,  indem  zunäcbst  lf(z)  in  eine  Summe 
verwandelt  wird.  Bei  der  Beurtbeilung  der  Beste  legen  sie  Gewicbt  dar- 
auf, dass  der  Ausdruck  3)  aucb  in  der  Form 

dargestellt  werden  kann,  sobald  mod,u'^mod,z  auf  der  ganzen  Begren- 
zung von  T  ist,  und  leiten  daraus  ab,  dass  von  der  ganzen  Klammer 
bei  unendlicb  wacbsendem  u  nur  der  erste  Summand  zur  Bestimmung  von 
SR  =3 /im .  Ä  übrig  bleibt,  wenn  der  Werth  von  f{u)  nirgends  unendlicb 
wäcbst.  Damit  scbieben  sie  von  vomberein  diejenigen  Functionen  bei 
Seite,  welcbe  SR  als  eine  Function  von  z  ergeben;  und  da  sie  sieb  mit 
anderen  Functionen  nicbt  bescbäftigen ,  als  bei  welcben  9t  =  0  wird ,  so 
ist  dies  für  ibre  Zwecke  meistens  ancb  praktiscb.  Desgleicben  ist  es  bei 
den  doppeltperiodischen  Functionen  praktiscb,  dass  sie  zur  Begrenzung 
von  T  ein  Parallelogramm  wäblen,  welcbes  wegen  der  eigentbümlichen 
Vertbeilung  der  Pole  dieser  Functionen  über  die  z- Fläche  die  geeignetste 
Gestalt  ist,  um  die  in  T  eintretenden  Pole  vollständig  aufzuzählen.  Trotz 
dieser  Vorsicht  sind  sie  dem  Irrthum  verfallen  in  §  206  der  Auflage  von 
1873,  wo  nacb  dem  mir  privatim  mitgetbeilten  Befände  des  Prof.  Scbu- 

*  In  §  94  der  neuen  Auflage  haben  die  Verfasser  nach  brieflicher  Besprech- 
ung zwischen  uns  ihr  früher  umständliches  Verfahren  bei  der  Beurtbeilung  der 
Convergenz  der  Taylor 'sehen  Reihe  verlassen,  um  sich  meines  Verfahrens  zu  bedie- 
nen: die  Kriterien  aus  dem  Restintegral  abzuleiten,  nur  dass  sie  nicht  die  äussersten 
Consequenzen  daraus  ziehen,  ich  merke  dies  an,  weil  ich  schon  von  einigen  Seiten  dar- 
auf aufmerksam  gemacht  bin,  dass  ich  ebenso  verführe,  wie  Briot  und  Bouquet. 
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mann  die  Formel  fQr  v{z)  nur  dann  richtig  ist,  wenn  man  /ffn*--;=sO 

fit 

annimmt ,  während  die  Verfasser  hervorheben :  ,^Quelle  qtie  soü  Ja  maniire 

doni  fasse  augmenter  m   et  n    ä  T infinit  le  quolient  iand  vers  Ja  mime  limite 

y(z)/^    Denn   der  Orenzwerth   des  dort  aufgestellten  Doppelprodncts  ist 

nach  Schumann: 

s 

Lw  CD  —  n  n  j 

Uebrigens  bedarf  es  der  obigen  Reihenentwickelung  nicht,  um  zu  jenem 
angestrebten  Resultat  zu  gelangen.  Penn  man  kann,  wenn  uc=v,e*9 
gesetst  wird,  den  Restausdruck  3)  auch  so  schreiben: 


i.2n  j   i_l 


0 

nnd  dt  hier  der  iDtegrationsveg  auch  bei  unendlich  wachsendem  v  end- 

rff) 
lieb  iit,  so  darf  man  im  Integranden ,  wenn  /"(»)  und  -r-  endlich  bleiben, 

bei  der  Bestimmung  von  lim.R  auch  1 durch  seinen  Orenzwerth  1 

ersetien.     Besitzt  aber  die  Begrenzung  von  T  nur  keine  Curventheile, 

welche  Tangenten  des  zugehörigen  Vectors  v  sind,  s<^ bleibt  -r—  überall 
eodlieh,  und  es  ist  deshalb 


«n'rrk/'^^'')-;? 


in  allen  Fällen,  in  denen  f{u)  endlich  bleibt. 

Wählt  man  zur  Begrenzung  von  T  einen  Kreis  t/  =  v^7,  der  durch 
keinen  Pol  hindurchgeht,  so  lautet  der  volle  Restausdruck  3): 


«=^ym..,. 


0 
Dsnelbe  bietet  bei  den  einfach  periodischen  Functionen  und  deren  Ver- 
wandten ohne  irgendwelche  Umgestaltung  mindestens  dieselben  Vortheile, 
^e  der  abgeänderte  von  Briot  und  Bouquet,  und  eignet  sich  ausser- 
dem besser  zur  flbersichtlichen  Controle  des  Werthes  von  SU  in  allen  den 
FäDen,  in  denen  91  nicht  verschwindet.  Wir  wollen  dies  noch  an  einem 
B^iel  erläutern,  zu  welchem  die  oben  behandelte  Function  den  Anlass 
giebt 

4» 
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7.    Die  biflber  bebandelte  Function  f{z)  and  sämmtliche  Kreiafiine- 
tionen  lassen  sieb  dnrcb  die  Function 

ausdrücken.     Man    erblllt  ibre  sämmtlicben  Pole  ffn  wenn  man  fb  k  in 

dem   Ausdruck  i.2kn  die  ganzen   positiven   und   negativen  Zahlen  mit 

Einscbluss  der  Null  setzt. 

Die  Partialbrticbe  baben  daber  die  Form: 

1  .  (z'-'i.2kn)e'*        e'-^A«* 

lim  — 


Für  den  Best  ergiebt  sieb  nacb  11): 

2«  2i 

2«.Ä  = 


0  0 

2      .  2 

"2  Y 

Gebt  man  zum  Grenzwertb  für  t>=Qo  über,  so  werden  für  1 — x>0 
nebst  (C>0  beidei Integrale  =0,  mitbin  9t  =  0;  für  x  =  0  wird  das  erste 
Integral  =0,  das  zweite  =  —  tt,  mitbin  SR  =  —  4" 5  für  a*  =  l  wird  das 
erste  Integral  =  +  7r  und  das  zweite  =0,  mitbin  SR  =  -|-^.  —  Zur  Erläu- 
terung braucbt  bier  niebts  binzugefügt  zu  werden,  da  die  nötbigen  Er- 
gänzungen bereits  im  dritten  Abscbpitt  vorgetragen  sind. 

Es  ist  daber  bei  0^a:<l: 

^a  *  =  +  »»»      pi,2knx 

12) r  =  9i+/im      ^^ 


«'— 1  m=a:>  .jLJ     z  —  i.2kn 


=  5R  +  -  + 


1    .  '^1  2z ,cos2knx  —  Ak7t.sin2knx 


mit  der  Bedeutung  91  =  -^^  für  x^O,  SR  =  0  für^O<a:<l  und 
gi  =  -|-4  für  x^  +  1. 

Die  Gründe y  wesbalb  die  Convergenz  aufbort,  wenn  x  einen  com- 
plexen  Wertb  bat,  braueben  bier  niebt  wiederbolt  zu  werden. 

Desgleicben  treten  offenbar  aueb  hier  dieselben  Veränderungen  von 
yt  auf,  welcbe  im  vierten  Abschnitt  für  den  Fall  gefunden  sind,  dass  x 
sieb  um  eine  ganze  Zabl  ändert. 

8.  Die  Herleitung  der  Gleichung  5)  aus  12)  bedarf  keines  Commentars. 
Es  dürften  aber  noch  die  folgenden  Betrachtungen  einiges  Interesse  bieten. 
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Substitnirt  man  in  12)  1  —  x  für  x^  so  geht  sie  über  in: 

80   dass  nach  Abschnitt  4  bei  0<a;^l  gewonnen  wird: 

r—  =  — ^**+ /im  .    V'    S-— , 

«■  —  1  m  =  OD  ^-^      Z  — t.2AfW 

«=3— m 


e«»  +  e-*»  2 

C»  — 1  2 


ik  =  a> 


C052Ar9Ka: 


e*»  — r- 


jrs 


iksoD 


e»-l 


=  +  «-*»  — 8«. 


m2Ar7ca; 
?+4^^? 


Die  Abänderungen,  welche  diese  Formeln  erfahren,  wenn  x  der  obigen 
Scala  nicht  mehr  genügt,  sind  ans  Abschn.  4  zu  ersehen. 


Wichtigere  Formeln   erhält  man,   wenn   man  zunächst 
und  2z  für  r  setzt.     Dann  geht  12)  über  in: 

13)     -— —  =gn-«m,|.  5  (-1)*. 


1  +  a: 


für  X 


in=aB 


91  + 


1  t=OP 


z.cosknx  —  kn.sinknx 


z^  +  k^7t^ 


Hier  wird  31=  +  ^  für  a:=  +  l  und  3i  =  0  für  -l<a:<  +  l. 

Setzt  man  hier,  indem  unter  x  ein  Werth  des  Intervalls  (0, +1), 
unter  9t  der  zugehörige  Werth  des  Restes  und  unter  m  eine  ganze  ab- 
solute 2iahl  yerstanden  wird,  x^=  +  {x  +  2m)^  so  muss  man  für  91  den 
Werth 

91,  =  +  31  +  ^±(*+m)..L^_L__ 

=  +  91  +  e±(*+"«>».  j«^"-^)»  +  e("»-3)»  +  . . .  +  g-("»-i)»j 

setzen,  wie  man  aus  Abschn.  4  leicht  findet. 
U«  a.  folgt  aus  13): 

^  e»  — e-*  ^  c»  — ^»  '"7 


^-f3m)s_^— («-fSM)«  Mjp+m)«  i  ^-(«  +  fn)»l    rgm»_ß— mal 


«»  — ^^ 


-2».V(-1)*. 


Ar  «m  Ar  TT  a: 


t«  +  Ä«jr« 
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Schreibt  man  in  13),  14)  und  15)  im  fOr  t,  so  erbftlt  man  snnäcbst 
für  — l<ir<  +  l: 

^Äx  cosnxz       1    ,  ^     ^T /     ^\u  cosknx 

17)  „.?!^i^=l,.gi  +  2.y(-l)*.ilji*ff. 

smnz  jLi  z^  —  lr 

Setst  man  aber  anf  den  linken  Seiten  von  16)  nnd  17)  s  +  Sm  fOr 
(T,  80  kommen  auf  den  rechten  Seiten  beziehungsweise  noch  die  Summan- 
den hinzu: 

o              /IN     9innmz        ,     ,  «              /     .     x     smTsmz 
-~2n.nnnix  +  m)Z' — : und    +2n,cosn(x+m)z' — : • 
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^I  Eine  Ableitung  des  AdditiongtheoremB  fttr  elUptisohe  Integrale 
ans  d«r  Theorie  eines  KegeUchnitthttsokelfl. 
Für  ein  KegelscbnittbüBchel,  welchoB  durch  die  Schaittpnokte  zweier 
beliebiger  Kngelschnitto  bextiaimt  ist,  Lat  Poncelet  den  intereBS&nten 
8m  bewiesen:  „Wenn  einem  Gliede  eines  solchen  Büschels  ein  n-Eck 
eiogmeicbnel  ist,  welches  mit  ("  —  1}  Seiten  ("  —  1)  andere  Glieder  de« 
iJüicheU  berührt,  so  mtiBs,  wenn  es  diesen  Bedingnngen  entspTeohend 
teine  Form  ändert,  auch  die  »''Seite  des  Polygons  ein  Biischelglied  um- 
böüeo."  Dieses  Theorem  steht,  wie  Jacoti  es  zuerst  für  ein  Kreis- 
büaclirl  darlegte,  in  engster  Verbindung  mit  der  elliptischen  Differential- 
gleichtiQg.  Durch  sie  lässt  sich  die  Schaar  jener  Kegelschnitte  darstellen 
ami  jener  Poncelet'sche  Satz  nnmittelbar  begrfinden;  es  lässt  sich  aber 
invh  «as  der  Ifatar  solcher  Kegelscbnlt tschaar  leicht  der  algebraische 
j^numroenhang  zwischen  den  Grössen  ableiten,  welche  durch  die  ellip- 
licche  Differentialgleichung  verknüpft  sind. 

Um  diesen  Gedanken  dnrchznf (ihren,  ist  es  nöthig,  in  Kürze  ein  Kegel- 
icbniltblischel  durch  vier  Grundpunkte  in  Form  der  elliptischen  Differen- 
tialgleichung zur  Darstellung  zu  bringen,  wie  ich  solches  in  der  Abhand- 
ling;  „Die  Steiner'schen  Kreisreihen  in  ihrer  Beziehung  zum  Poncelet- 
(tlpü  Sclilieesnngstbeorera"  (Wissenschaft],  Beilage  zum  Programm  dos 
AKiniscben  Gymnasiums  in  Berlin,  Ostern  1S83)  gethan  habe,  und  es 
ideiiit  mir  daranr  noch  einmal  einzugeben  um  so  mehr  geboten,  als  der 
Orl  der  Fublicalion  wenig  Gewähr  bietet,  dass  die  Abhandlung  Denen  zu- 
gloglich  werde,  welche  an  diesen  Fragen  Interesse  nehmen. 

Läset  uian  von  einem  Punkte  eines  Kegelschnittes  drei  Gerade  ans- 
laafen  A,  B,  C,  so  wird  eine  vierte  Gerade  X,  welche  durch  jenen  Punkt 
Sehi,  in    ihrer  Lage    durch  das  Doppelveihältniss  x  beschrieben  werden 
kdUDdii,  welches  sie  mit  den  drei  anderen  bildet,  also  durch 
_siniXJ)    gin{CJ) 

Die  Gerade  X  bestimmt  eindeutig  auf  dem  Kegelschnitte  den  Punkt  (x) 
DSil  jeder  Punkt  (x),  welcher  auf  dem  Kegelschnitt  gelegen  ist,  die 
0«i«de  JC.  Ein  zweiter  Punkt  möge  durch  den  Warth  y  gegeben  sein, 
Mde  bostimmeD  eine  Gerade,   nud  für  sie  ktSnnen  die  Z&h\ftu  x  wtiiS.  ^ 


y 
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als  Coordinaten  gelten.  Alle  Geraden,  welche  durch  einen  beliebigen 
Punkt  der  Ebene  gehen,  setzen  x  und  y  in  eine  wechselweis  eindeutige 
Beziehung,  und  da  jedes  Werthepaar  x,  y  vertauschbar  ist,  so  muss  die- 
selbe durch  eine  in  x  und  y  symmetrische  Gleichung  ausdrückbar  sein, 
welche  in  Bezug  auf  jede  einzelne  Coordinate  den  ersten  Grad  nicht 
übersteigt,  also  in  der  Form 

xy  +a(a;  +  y)  +  6  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  als  die  Gleichung  eines  Punktes  in  Liniencoordi- 
naten  angesehen  werden.  Durch  zwei  Gerade,  also  durch  zwei  Werthe- 
paare  x,  y  sind  die  beiden  Constanten  a  und  b  bestimmbar,  und  der  Punkt, 
in  welchem  sich  die  gegebenen  Geraden  schneidep,  ist  in  analytischer 
Form  durch  eine  Gleichung  in  Liniencoordinaten  ausgedrückt. 

Wird  ein  beliebiger  Kegelschnitt  als  Enveloppe  seiner  Tangenten 
aufgefasst,  so  wird  die  Lage  jeder  Tangente  durch  ein  Werthepaar  x^y 
beschrieben.  Jedem  Werthe  x  entsprechen  ;zwei  Werthe  ^,  und  um- 
gekehrt jedem  Werthe  y  zwei  Werthe  o;;  jedes  zusammengehörige  Werthe- 
paar ist  aber  vertauschbar.  Es  muss  deshalb  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes durch  eine  in  x  und  y  quadratische  Gleichung  zum  Ausdruck 
kommen,  welche  ausserdem  in  x  und  y  symmetrisch  gebildet  ist.  Der 
Kegelschnitt  stellt  sich  also  dar  in 

x^y*  +  axy{x  +  y)  +  b{x+y)*  +  cxy  +  d{x  +  y)  +  e  =  (i. 

Durch  fünf  beliebige  Gerade,  also  durch  fünf  Werthepaare  o:,  y  sind  die 
fünf  Constanten  des  Kegelschnittes  bestimmbar,  und  der  durch  sie  de- 
finirte  Kegelschnitt  ist  alsdann  in  der  gegebenen  Form  durch  seine 
Gleichung  analytisch  dargestellt. 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  und  führt  in  den  Coefficienten  von 
dx  für  X  den  Werth  y  ein ,  welcher  sich  durch  Auflösung  der  Gleichung 
nach  X  ergiebt,  so  wird  der  Coefficient  von  dx  rein  durch  die  Grösse  y 
ausgedrückt,  und  zwar  durch  eine  Quadratwurzel  einer  Function  vierten 
Grades  in  y.  Diese  Function  wird  für  vier  Werthe  zu  Null,  das  sind 
die  Werthe  «,  /J,  y,  d,  für  welche  obige  Gleichung  gleiche  Werthe  x 
ergiebt ;  sie  ist  also  in  der  Form  x  (j^  —  «)  (y  —  ß)  (y  —  y){y  —  ^)  darstellbar, 
wo  X  irgend  eine  Constante  bedeutet.  Da  aber  auch  die  Differential- 
gleichung sich  symmetrisch  in  x  und  y  bilden  muss,  so  muss  sie,  wenn 

man  Y%  heraushebt,  die  Form  gewinnen: 

oder 

dx^ dy 

Die  Zahlen  a*  ß^y^  ö  bestimmen  diejenigen  Punkte  (er),  (/J),  {y)^  {5)  auf 
dem  Gmndkegelschnitt,  in  denen  zu  einem  x  gleiche  y  gehören;  diea 


tritt  aber  (Vr  die  Punkte  ein,  in  welchen  deieelbe  von  dem  dargestellten 
Kegehcbnitt  getroffen  wird,  also  Hind  (u),  (ß),  (y),  {S)  die  Grundpnnkte 
beider  Kegelscbnittc.  Die  Difforentialgleicbuug  stellt  mithin  irgend  einen 
K-egelschnilt  dnr,  welcher  durch  di^se  vier  Fnnkle  hindurchgeht;  sie  ist 
d^r  allgemeine  analytische  Anedrnck  für  ein  KegelschnittbUschel  durch 
w-ier   Punkte. 

Abi  dieser  DarBtellnngsform  geht  unmittelbar  das  Poncelet'sehe 
A'liecrem  in  seiner  allgemeinsten  Fassnng  hetTor,  Denn  wenn  man  irgend 
einen  Kegelschnitt  des  Büschels  als  Grundkegolscbnitt  anffasst  nnd  von 
einem  Punkte  .r  desselben  eine  Tangente  an  ein  Glied  des  Büschels  legt, 
w-«lche  den  Grundbegekchnilt  in  t,  schneidet,  von  diesem  Pnnkte  ans 
«.t»er  an  ein  zweites  Glied  des  Büschels  eine  berührende  Gerade  zieht, 
'^^«Icbe  den  Ginndkegelscbnitt  in  ar,  trifft,  nnd  in  dieser  Form  die  Con- 
■tnicllon  bis  au  einem  Punkte  x„  fortsetzt,  so  hängen  die  Zahlen  a;,  X^, 
^a,   ...  Sa  durch  das  Gleichungssystem  ausammen: 

dl dx, 

y{x-<>)ix-ß){x-Y){x~i)    ""-/(a;.-o)(ar,-^)(ar,-y}(,r,-ä) 

'"»d  man  scbliesft,  dass  der  erste  Punkt  (x)  mit  dem  letzten  Pnnkte  (:r„) 
"«rcb  eine  Differen  lial  gleich  an  g  verknüpft  ist,  welche  das  georoetrieche 
Peseta  ausspricht,  dass  die  Verbindungslinie  beider  Punkte  sich  als  Tan- 
e«ut<-  auf  einem  Kegelschnitte  des  Büschels  wälzt,  wenn  der  erste  Punkt 
«len  Grondkegelschnilt  dnrchUnft. 

Will  man  die  elliptische  Differentialgleichnng  in  die  Normalform 
ÖberfUhren,  so  ist  dies  leicht  durch  eine  geeignete  Bestimmung  der  Co- 
*"dloalenelemenle,  ober  die  noch  nicht  verfügt  worden  ist,  zu  bewirken. 
Id  derThat,  mtigen  die  vier  Grundpnnkte  reell  oder  imaginär  sein, 
Ba  giebt  stets  eine  reelle  Tripeigerade,  welche  den  Grundkegelschnitt 
•■«eil  schneidet.  Diese  Gerade  möge  als  die  Gerade  J  gewählt  werden, 
*ii«)  Taugeole  in  einem  ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  Grundkegelschnitt 
^la  die  Gerade  B,  die  Gerade  C  aber  möge  vom  Schnittpunkte  jener 
"«iden    nach    einem    der  Grundpnnkte    laufen,    etwa    nach  (a).     Alsdann 

•ind  die  Gmudpunkte  gegeben  durch  die  Zahlen  +1  und  +  —  ■  wo   — 

*'S«nd  «inen  Zahtenwerth  hat,  nnd  zwar  mögen,  um  bestimmte  Vorstel- 
lungen restanhalten,  die  Punkte  (o)  nnd  (ß)  durch   +  1,  und  die  Punkte 


k 


\V)  nnd  (iJ)  durch   +  —  in  ihrer  Lage  beschrieben  werden.     Unter  diesen 


Annihroen  rouss  also  das  Kegelschoittbiiscbel  durch  die  elliptische  Diffe- 
i«Dtia|gleicbnng    in    der    Normalform    zum    Ausdruck    kommen,    nSmlicb 

äntcU 


58  Kleinere  Mittheilnng^n. 


dx  +    .  '^  =^0. 


j/(l-a:«)(l-x*x«)  — >^(l-y«)(l-xV) 
Nacb  dem  Dnalitätsprincip  ist  in  derselben  Form  ein  Kegelschnittbfischel 
ansdrückbar,  welches  durch  die  vier  gemeinsamen  Tangenten  zweier  be- 
liebigen Kegelschnitte  bestimmt  ist.  Denn  nimmt  man  auf  einer  beliebi- 
gen Tangente  eines  Gliedes  dieser  Schaar  drei  Punkte  J^  B^  C  an,  8o 
kann  jeder  Punkt  X  dieser  Tangente  durch  das  Doppelverblütnifls  x  be- 
schrieben werden,  welches  X  mit  A,  B^  C  bildet,  also  durch 

_XJ    CA 

^'^  xb'  cb' 

Jedem  Werthe  x  entspricht  ein  Punkt  und  diesem  eine  Tangente  {x)  an 
den  Grundkegelschnitt,  und  umgekehrt  bestimmt  jede  Tangente  dieses 
Kegelschnittes  eine  Zahl  x.  Zwei  derartige  Zahlen  x  und  y  bestimmen 
zwei  Tangenten,  diese  ergeben  einen  Durcbschnittspunkt ,  und  ffir  ihn 
können  x  und  y  als  Coordinaten  gelten.     In  diesen  Coordinaten  wttrde 

n      A         A  xy  +  a{x+y)  +  b^{S 

eine  Gerade  und  ^ 

a^y^  +  axy{x+y)  +  h{^x+yy  +  cxy  +  d{x+y)  +  e=^Q 

einen  Kegelschnitt  darstellen.  In  diesen  Formen  ist  demnach  der  Aus- 
druck für  ein  Kegelschnittbüschel ,  welches  durch  vier  Tangenten  bestimmt 
ist,  in  der  Differentialgleichung  gegeben 

^^  i  dy 


^(x-a)(x-/3)(x-y)(x-d)     /(y-a)(y-/J)(y-y)(y-^) 

Ganz  analog  den  früheren  Schlussformen  tritt  demnach  der  Satz  in 
Evidenz : 

„Ist  einem  Gliede  eines  Kegelschnittbüschels,  welches  durch  vier 
Tangenten  bestimmt  ist,  ein  ra-Eck  umgeschrieben,  von  welchem  (n  —  1) 
Ecken  auf  (/i  —  1)  Gliedern  des  Büschels  gelegen  sind,  so  bewegt  sich, 
wenn  dies  n-Eck  jenen  Bedingungen  entsprechend  seine  Form  &nderty 
auch  der  n^^  Punkt  auf  einem  Gliede  des  Büschels." 

Confocale  Kegelschnitte  bilden  ein  Büschel  solcher  Art;  die  vier 
Tangenten  sind  die  imaginären  Geraden,  welche  von  den  gemeinsamen 
Brennpunkten  nach  den  imaginären  Kreispunkten  laufen.  Für  sie  gilt 
also  das  Gesetz: 

^  „Ist  einem  Kegelschnitte  ein  n-Eck  umgeschrieben,  von  welchem 
(fi  —  l)  Ecken  auf  (^  —  1)  confocalen  Kegelschnitten  gelegen  sind,  so 
muss,  wenn  das  n-Eck  jenen  Bedingungen  gemäss  variirt,  auch  die  n^ 
Ecke  einen  confocalen  Kegelschnitt  durchschreiten.'' 

Dieser  Satz  findet  sich  in  Salmon's  Geometrie  der  Kegelschnitte, 
bearbeitet  von  W.  Fiedler,  S.  293.  Hier  folgt  er  aus  den  einfachsten 
analjtischen  Grundlagen,  und  deshalb  scheint  mir  seine  Deduction  der 
Beachtung  werth. 


El  iit  aber  eine  andere  Gedsakenreihe ,  auf  die  icb  die  Anfoierk- 
umkeit  lenken  möclite,  das  ist  die  Herlejtnng  des  AdditionatbeoieniB  fttr 
el1ipti«cl)c  Integrale  erster  Gattong  aas  der  Theorie  eines  solchea  Kegel- 
ichDii(b(ischelB.  Zn  Gruiiüe  gelegt  mag  ein  KegelsctinittbüEchel  durch 
vi«  Punkte  werdeu. 

Niirb  den  vorangehenden  Betracbtangen  stellt  jede  elliptische  Diffe- 
KDÜtlgleicbong  von  der  Form 

rf*  ,   dy 


=  0 


«in  Kegel  sc  bnittbüBchel  dar,  nnd  jedes  Glied  desselben  ist  eine  partiku- 
iii^  Lüsnng.  Als  Coordinateneleniente  sind  hierbei  zu  Gründe  gelegt 
die  gcmeinsamo  reelle  Polare  des  Büschels,  welche  den  Gmodk egelschnitt 
in  /*  aad  Q  schneiden  mag,  ferner  die  Tangente  in  P  nnd  die  Gerade, 
"etche  von  P  nach  einem  Gruudpunkte  des  Bllechela  l««ft.  Die  Tan- 
gente in  Q  schneidet  die  Tangente  in  P  in  einem  Punkte  R;  dieser  ist 
der  lar  Polare  PQ  gehörige  gemeinsame  Pol  des  Bitscbeb.  Zieht  man 
»oa  P  an  ein  Glied  des  Büschels  die  beiden  Tangenten,  so  wird  deren 
Berttbrnngssehne  dnrcb  den  Pol  R  laufen,  nnd  Kwar  wird  sie  durch  E 
Qtid  «eine  Polare  PQ  harmonisub  getbeilt.  Es  bilden  also  diese  beiden 
TiDgenten  mit  den  Geraden  PQ  und  PR  harmoniache  Strahlen.  Jede 
Ji«*r  Tangenten  bestimmt  auf  dem  Grundkegelschnitt  einen  Schnittpunkt, 
*  und  f»\  Legt  man  durch  einen  derselben,  z.B.  M,  von  dem  Po!  R 
eine  Gerade,  so  muss  diese  auch  durch  den  Punkt  JV  hindurchgehen; 
dmn  auf  dieser  Geraden  bestimmt  sowohl  der  Grundkegelschnitt,  als 
auch  die  beiden  Geraden  /'*  und  PN  ein  Punktepaar,  welches  dem  Pol 
QDi!  dem  Dorchschnitt  mit  der  Polare  harmonisch  zugeordnet  ist.  Ba- 
»chreibi  man  also  die  Lage  des  Punktes  M  durch  +«  gegen  das  gewählte 
Cooidinatensystem ,  so  wird  iV  durch  — o  beschrieben.  Da  das  Entspre- 
cLende  auch  für  die  Tangenten  gilt,  welche  von  Q  aus  an  das  betrachtete 
Btiichelglied  gezogen  werden,  so  werden  auch  deren  Schnittpunkte  mit 
dun  Gmndkegelschnitt  von  Paus  unter  zwei  Gesichtsstrablen  erscheinen, 
«eiche  mit  PR  nnd  PQ  barmoniscb  sind.  Bestimmt  man  demnach  den 
•ioen  durch  +;,  eo  wird  der  andere  durch  die  Zahl  — :  beschrieben. 
Das  betrachtete  Glied,  welches  in  der  generellen  Form 
j*t*'*+Bxy(x  +  y)-\-V{x-\-yy+ilxy-\-E(x-iru)-\-\=Ü 
MlofD  Aosdmck  findet,  mues  demnach  bei  der  besondern  Annahme  der 
t^rdinatenelemente  fUra;  =  0  y  =  +  s  Bndftlra:=<»  y=  +  a  ergeben. 
l>«i  Eine  erfordert,  dase 

<  Wuneln  ^:,  das   Ander«,  doss  die  Gleichung 
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die  Wurzeln  +  a  habe.  Es  ist  demnach  ß=0,  C  = y>  i9  =  0,  ^  =  -= 

Demnach  hat  die  Gleichung  dieses  Btlschelgliedes  die  Form 

Die  Discriminante  dieser  Gleichung  ist 

Zu  den  Wurzeln  dieser  Gleichung  gehören  gleiche  Werthe  y,  es  s 
also   die  Wurzeln    die  Grundpunkte  des   Büschels  +1   und    +  —  * 

muss  daher  «  /        D     \s  1 

a»t»=i   und   a»+«*-«*(l-2«7  =  1  + "i 

sein.     Zar  Bestimmung  von  D  erhält  man  demnach 

Bezeichnet  man,   wie  gebräuchlich,  y(\  —  z*) (1  —  x* z^)  durch  Jz^  so 

—  Z* 

Es  giebt  also,  da  i>  zweideutig  ist,  zwei  Bttschelglieder,  welche 
Bedingung  erfüllen,  dass  für  a?  =  0  y  =  :¥z  wird.    Sie  finden  ihren  A 
druck  in  der  Gleichung 

X    «>  X    «>  X 

Will  man  sie  beide  unterscheiden,  so  kann  dies  dadurch  geschehen ,  d 

dy 
man  den  Werth  von  -—  für  a:  =  0  festsetzt     Dieser  ist,  wie  die  Re 

dx 

nung  ergiebt,  ;^  /izy  so  dass,  je  nach  der  Wahl  der  Zeichen,  das  e 
oder  das  andere  Büschel glied  gemeint  ist.  Hat  man  sich  für  den  We 
+  i^z  entschieden,  so  ergiebt  die  obige  Gleichung  zu  einem  x  zwei  W 
zeln  y,  nämlich  _xJz±zdx 

Will  man  dieses  Büschelglied  aus  der  Differentialgleichung 

dx       dy 
^ix  —  Jy 

bestimmen,    so    hat    man    die   Forderung    festzustellen,    dass   für  x^ 

dy 
y=  +  z  werde  und    — -    für  a:  =  0  den  Werth  jdz  erhalte. 
~-  dx 

Die  zweite  Forderung  führt  zu  der  Gleichung 

f^^       äy 

^x      jd  y 
und  die  erste  zu 


F 
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J  Jx  J  J,    V.  ^■ 

0  0  0 

lie,  transcendeitte  Gleichung 

/x  I  y 

äx        r^^/  is 


in    der  »IgebiKi selten  Fot 


^^  n.    Ein&che  Oaratelltmg;  der  TräghelUmomente  von  Köipern. 

■  Schon    im  10.  Bande    dieser  Zeitschrift    (1865)    hat    Herr  Reye    be- 

"^^»©Ben,  dase  ein  ränmlicLea  Masseuaystem  hiniichtlich  seiner  Tragbeits- 
■**on>ente  auf  nnzäblige  Arten  durch  vier  materielle  Pnokte,  ein  ebepea 
-^S  aasen  System  dagegen  dnrch  drei  solcher  ersetzt  werden  kann.  Nachdem 
*lie  praktische  Anwendung  dieser  Sätze  lange  Zeit,  wie  es  scheint,  von 
-^^teouuid  versacht  worden  war,  hat  Herr  Reye  selbst  in  einer  sehr  lesens- 
^^'erthen  Abhandlung  („Einfache  Darstellung  der  Trägheitsmomente  ebener 
^'"ieaien",  ZeiUchrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Jahrgang  1875, 
**-  401 — 408)  die  Znräckftthrnng  auf  einzelne  Mnssenpunltte  an  einer 
"^naahl  ebener  Figuren  —  am  Dreieck.  Parallelogramm,  Trnpea,  Para- 
***l»BgmeDt,  ferner  an  der  Ellipse  und  der  durch  conceotrische  Kreise 
**dor  durch  ähnliche  Parallelogramme  begrenzten  RingSftcfae  —  wirklich 
durchgeführt.  Bei  rKnmlichen  Massensystemen  ist  die  Rey  e'scbe  Dar- 
•lellung  der  Trägheitsmomente  meines  Wissens  immer  noch  nicht  aus- 
Ä«fllhrt  wurden.  Es  möge  deshalb  gestattet  sein,,  auf  diesen  Gegenstand 
^>  Hingehen. 

H*rr  Reye  geht  in  der  zuletzt  erwähnten  Abhandlung  von  dem 
^Kt-ze  ans,  da«8  zwei  Maasensystemf ,  welche  beide  dieselbe  Gesammtmasse 
^^bcDt  dann  und  blos  daun  äquivalent  sind  (d.  h.  in  Bezug  auf  jede 
•^Bliobtge  Äse  oder  Ebene  des  Raumes  dasselbe  Trägbeitsraoraent  liefern), 
^'etin  Ihre  Cenlralellipsoide  zusammenfallen.  Hierauf  gründet  er  den  fol- 
genden: 

„Cencentrirt  man  in  jedem  Eckpunkte  eines  Parallelo- 
6r«n)ais,  deasen  Seiten  die  Centralellipse  eines  ebenen  Mas- 
**nsyBlema  berühren  und  zu  zwei  coujuglrten  Durchmessern 
^«rselben  parallel  laufen,  ein  Viertel  der  Gesammtmasse  des 
vier  gleiahea  Paalct- 
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massen,  dessen  Trägheitsmoment  bezüglich  jeder  beliebigen 
Axe  demjenigen  des  gegebenen  Massensystems  gleich  ist/* 

Anf  diesem  Satze ,  der  selbst  bei  beliebig  begrenzten  ebenen  Figuren 
leicht  angewendet  werden  kann,  beruht  ein  grosser  Theil  der  von  Herrn 
Beje  mitgetheilten  Besultate.  —  Welches  ist  nun  der  entsprechende  Sali 
für  räumliche  Massensjsteme ? 

Nennen  wir  bei  einem  Parallelepiped  zwei  Eicken  benachbarti  wenn 
sie  Endpunkte  einer  Kante  sind,  so  zerfallen  die  acht  EScken  in  iwei 
Gruppen  von  je  vier  nicht  benachbarten.  Die  Ecken  einer  solchen 
Gruppe  bilden  ein  Tetraeder,  dessen  Kanten  für  das  Parallelepiped  Diago» 
nalen  der  Seitenflächen  sind.     Es  gilt  nun  folgender  Satz: 

Umschreibt  man  dem  Centralellipsoid  eines  Massensy» 
stems  ein  Parallelepiped,  dessen  Seitenflächen  paarweise 
drei  zu  einander  conjugirten  Diametralebenen  jenes  Ellip- 
soids  parallel  sind,  und  denkt  man  sich  in  vier  nicht  benach- 
barten Ecken  desselben  je  ein  Viertel  der  Oesammtmasse 
angebrachti  so  erhält  man  ein  System  von  vier  gleichen 
Punktmassen,  das  dem  gegebenen  äquivalent  ist* 

Denn  das  vierpunktige  und  das  ursprünglich  gegebene  Maasensystem 
haben,  wie  man  leicht  einsieht,  bei  gleicher  Gesammtmaase  daa  Central- 
ellipsoid gemeinschaftlich. 

Merkwürdigerweise  gestaltet  sich  also  die  Zurückführung  eines  Massen- 
Systems  auf  eine  möglichst  kleine  Zahl  von  Punktmassen  im  Baume  fast 
einfacher,  als  in  der  Ebene.  Denn  während  durch  den  oben  angeführten 
Bey  ersehen  Satz  ein  ebenes  Massensystem  erst  auf  vier,  also  noch  nicht 
auf  die  kleinstmögliche  Anzahl  von  materiellen  Punkten  zurückgefilhrt 
wird,  ist  Letzteres  bei  einem  räumlichen  Massensystem  bereits  der  Fall, 
wenn  man  das  oben  aufgestellte  Analogen  jenes  Bey ersehen  Satzes  an- 
wendet. Wenn  es  auch  nach  dem  Obigen  verhältnissmässig  leicht  ist, 
ein  räumliches  Massensystem  auf  vier  materielle  Punkte  zu  reduciren,  so 
ist  es  doch  in  manchen  Fällen  bequemer  und  nicht  weniger  praktisch, 
das  System  durch  fünf,  sechs  oder  mehr  materielle  Punkte  zu  ersetzen. 
In  der  folgenden  Zusammenstellung  etlicher,  auf  die  einfachsten  Körper 
sich  beziehenden  Besultate  soll  in  erster  Linie  auf  derartige,  nicht 
aus  dem  oben  mitgetheilten  Satze  folgende  Darstellungen  Bäcksicht  ge- 
nommen werden ;  dieselbe  macht  natürlich  keinen  Anspruch  auf  Vollstän- 
digkeit, vielmehr  sind  darin  nur  die  einfachsten  der  sich  in  Menge  dar- 


*  Das  aus  jenen  vier  Punkten  gebildete  Tetraeder  kann  auch  so  beschrieben 
werden:  Es  wird  in  den  Mittelpunkten  seiner  Kanten  vom  Centralellipsoid  berührt 
und  die  drei  Verbindungsstrecken  gegenüberliegender  Kantenmittelpunkte  bilden 
drei  conjngirte  Durchmesser  des  Ellipsoids.  Die  Ecken  aller  derartigen  Tetraeder 
liegen  offenbar  auf  einem  zweiten  Eliipsoid,  welches  dem  ersten  ähnlich  und  ähn- 
lich zu  ihm  gelegen  ist  und  J^^Smal  so  grosse  Dimensionen  hat 


E^nmittelpankte  je 
e  des  Tetraederaj 
ind   den  Schwer- 


bieleaiien  Resolute  niitgetbeilt.  Würde  man  auch  negative  MaHsen  be- 
■fibeD,  wogegen  ja  tbeorptiacb  nichts  oinzuwendeD  ist,  so  würden  sich 
noch  weit  mebr  aod  tbeilweise  interessanter«  Sätze  ergeben.  Noch  werde 
brmetkt,  dus  im  Folgenden  überall  Massen  von  constanter  Dicbtig 
keit  voransgesetzt  sind. 

I.  Tetraeder. 
Dasselbe  kann  ersetzt  werden: 

a)  (Rednction  anf  7  Ponkte)  durch  die  seclis  Kant 
mit  ■^,  sowie  den  Scbwerpanki  mit  g  der  Mast 
h)  (5  Ponkte)    durch    die   vier  Ecken  je   mit  ^   i 
ponkt  mit  |  der  Tetraedermaase; 

e)  (4  Punkte)  durch  die  vier  Paukte,  welche  die  Strecken  vom 
Schwerpunkte  nach  den  Ecken  im  Verbältniss  1 :  (^5  — 1)  tbeilen, 
je  mit  {  der  Geeammtmasse. 

2.  Dreiseitiges  Prlsnu  (mit  parallelen  EndSächen). 
Gs  kfinnen  angebracht  werden: 

«/  [9  P.)  je  ^f  der  gesammten  Masse  in  den  Ecken  des  Prisma  und 
den  Schwerpunkten  seiner  EndSächen,  sowie  ^  der  Uosse  im 
Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers; 
l>>  (8  P.)  je  ^  der  Masse  in  den  Ecken  des  Prisma,  je  |  in  den 
beiden  Punkten,  welche  die  Verbindungsstrecke  der  EndflScben- 
■ehwerpnnkle  in  drei  gleiche  Theile  zerlegen ; 

f)  (6  P.)  je  1^  der  Gesammtmasse  in  den  Mittelpunkten  der  drei 
pftrallelen  Kanten,  je  ^  in  den  Schwerpunkten  der  beiden  Bnd- 
äSchen,  sowie  ^  im  Schwerpunkt  des  Prisma; 

ä)  (5  P.)  je  ^  der  Masse  in  den  Mittelpunkten  der  drei  parallelen 
Kanten,  |  in  jedem  der  beiden  Punkte,  welche  die  Verbindungs- 
itrecke  der  Endflächenschwerpunkte  im  Verbältniss  1:5  resp. 
6:1  tbeilen; 

t)  (4  P.,  unsymmetrisch}  je  ^  der  Masse  in  den  Schwerpunkten 
iweier  Seitenflächen,  je  ^  der  Masse  in  den  Halbirungepunktea 
derjenigen  beiden  Kanten  der  dritten  Seitenfläche,  welche  zn- 
gleieb  den  Endflächen  angehören. 

3,  Paralleleplped. 
Hin  eoBcentrire  von  der  Gesammtmasse  entweder 
'>  (6  P.)  je  J  in  den  Mittelpunkten  der  Seitenflächen,  oder 
b)  (5  P.)  je    j>g    in    vier  nicht  benachbarten  Ecken,   {  im  Schwer- 
punkt des  Körpers,  oder 
r)  (4  P.)    je    \    in    den    vier    Punkten,    welche    die   Strecken    vom 
Schwerpunkte  nach  vier  nicht  benachbarten  Ecken  im  Verhälloiss 
I:tf^-1)  tbeilen. 
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4.  Schiefer  elliptiseher  Cylinder  (mit  parallelen  Endflächen). 
Derselbe  ist  u.  A.  äquivalent  dem  Schwerpunkt  des  Cylinders  and 
den  Mittelpunkten  der  beiden  Endflächen,  je  mit  ^  der  Cylindermasae, 
zusammen  mit  den  vier  Endpunkten  von  irgend  zwei  coifjugirten  Durch- 
messern derjenigen  Ellipse,  in  welcher  eine  durch  den  Schwerpunkt 
parallel  zu  den  Endflächen  gelegte  Ebene  den  Cylinder  schneidet,  je  mit 
^  der  ganzen  Masse. 

5.  Schiefer  Kegel  mit  elliptischer  Basis. 

Man  versehe  die  vier  Endpunkte  von  irgend  zwei  conjugirteu  Durch- 
messern der  Basis  und  den  Mittelpunkt  der  letzteren  je  mit  ^  der  Masse 
des  Kegels,  ferner  mit  -|  der  gesammten  Masse  denjenigen  Punkt,  wel- 
cher die  Strecke  vom  Basismittelpunkte  nach  der  Kegel  spitze  im  Verh&lt- 
niss  3  : 2  theilt ,  so  erhält  man  ein  sochspunktiges  Massensjstem ,  welches 
dem  homogenen  materiellen  Kegel  äquivalent  ist. 

6.  Ellipsoid. 
Man  erhält  eine  Reduction  auf  sieben  Massenpunkte,  wenn  man  je 
jff  der  Gesammtmasse  in  den  sechs  Endpunkten  von  irgend  drei  zu  ein- 
ander conjugirteu   Durchmessern,  sowie  ^  der  Masse  im   Centrum   des 
Ellipsoids  anbringt. 

Zum  Schluss  möge  noch  ein  recht  merkwürdiger  Satz  über  die  homo- 
gene materielle 

7.  Kugeloberfläche 

mitgetheilt  werden.     Nämlich: 

Beschreibt  man  derselben  irgend  einen  der  fünf  regel- 
mässigen Körper  ein  und  vertheilt  die  Masse  der  Kugel- 
oberfläche gleichmässig  auf  die  Ecken  des  regelmässigen 
Körpers,  so  erhältman  ein  System  von  Punktmassen,  welches 
der  materiellen  Kngeloberfläche  äquivalent  ist. 

Der  entsprechende  Satz  in  der  Ebene  heisst:  Eine  homogene 
materielle  Kreislinie  ist  äquivalent  den  (sich  gleichmässig  in  die 
Gesammtmasse  theilenden)  Ecken  irgend  eines  einbeschriebenen 
regelmässigen  Vielecks. 

Was  den  Beweis  der  mitgetheilten  und  namentlich  die  Aufsuch- 
ung ähnlicher  Resultate  betrifft,  so  scheint  dazu  die  Methode  der  Car- 
tesischen  Coordinaten  sich  am  wenigsten  zu  eignen.  Ganz  wie  für  diesen 
Zweck  geschaffen  erweist  sich  dagegen  die  Möbius- Grassmann 'sehe 
Pnnktrechnnng.  Wie  dieselbe  auf  diesem  Gebiet  zu  verwenden  sei,  habe 
ich  in  einer  kurzen  Mittheilung  zu  zeigen  versucht,  welche  demnächst 
in  den  „Mathematischen  Annalen**  erscheinen  wird. 

Stuttgart.  Dr.  R.  Mehmkb, 

Kepetent  am  Polyteohnikiim. 


Beiträge  zur  graphischen  Dioptrik. 

Von 

F.  Kessler. 

Hiensu  Taf.  IV  Fig.  1  — 17. 


Wenn  ein  homocentriBchea  LicfaUtrahlenbUschel  geapiegelt  oder  ge- 
brocfaen  wird,  so  entwickelt  sich  noa  den  abgelenkten  Strahlen  im  AU- 
getneinea  die  sogenannte  BrcnnSäche.  In  besonderen  Fällen  wird  diese 
za  eiaem  Brennpunkte;  beispielsweise  bei  der  Brechung  nn  einer  Hohl- 
kngel  vom  Radias  r  antl  BTechnngsverhältniss  n,  wenn  der  Strablpunkt 
o  (Fig.  1)  nm  eine  centrale  Strecke  ('i  +  l)r  von  der  OberflScbe  o  ab- 
steht und  die  gebrochenen  Strahlen  sieb  dann  in  einem  Pnnkte  b  nnT 
derselben  Centralen  im  Abstände  {n-\-l)r/ti  vor  o  schneiden.  Betrachtet 
man  aber  ein  nnondlich  dünnes  homocentrisches  LichtstrahlenbUscbel 
nach  seiner  Brecbnng  an  der  Ebene  oder  der  Kngel,  so  ergiebt  sich 
nnter  Voraus  Setzung  endlicher  EintallswiDkel,  dass  im  Allgemeinen  die 
BiennflSche  anf  zwei  räamlich  gesonderte,  nnendlicb  kurze  gerade  Linien 
eingeschränkt  wird.  Eine  derselben,  welche  man  das  primfire  Bild 
geaannt  bat,  liegt  normal  zur  Ein  fHltaebene,  in  der  Brennfläcbe, 
die  andere,  das  aecundäre  Bild,  in  der  Axe  der  BrennSäche,  also  in 
d«  EiDrallaeheoe,  normal  zum  brechenden  Fläch  enelement. 

Diese  den  Matbetnatikern  seit  geraumer  Zeit  bekanole,  auch  von 
PV'kMn.  «.  B.  E.  Rensch,»  H.  v.  Helmholtz,**  V.  v.  Lang,"* 
l>«IiU)<ielle  l'faatsache  findet  in  den  elementaren  Lehrbüchern  der  Physik 
>*1t«a  Beacbtnng.  Meistens  wird  daselbst  beim  Beginn  der  Dioptrik  die 
'''Kbang  aoa  Wasser  nach  Luft  wie  Fig.  2  gezeichnet,  nämlich  za  dem 
oltible  afo  ein  dem  Auge  o  erscheinendes  Bild  des  Gegenstandes  a  an- 
PE*!'«»!  >waT  nur  eines,  entweder  anf  der  kaustischen  Fläche  in  k  (das 

*  Reflerion  und  Brechang  des  Lichts  an  sphilrischen  Flächen  unter  VorauB- 

«Unog  endlicher  Einfallswinkel.  Poggeudorffs  Amialen  130,  S.  497— B17  (1867). 

*•  Physiologische  OpÜk  (1887). 

*"  Einleitung  in  die  theoretische  Phjsik  (1873),  %  \92. 
tMHbnn  (.  MsUtuuiU;  H.  fbriiM  iiix.  -j. 
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primäre)  oder  auf  der  Axe  derselben  in  c  (das  secnndäre),  oft  aber  aUth 
jenseits  c  in  ti,  wo  ^ich  Wirklich  weder  das  eine,  noch  das  andere  be- 
findet. Letzte  Darstell  an  gs  weise  ist  also  völlig  falsch,  jede  der  beiden 
ersten  höchstens  halb  richtig.  Denn  mit  einem  Ange  kann  man  trots 
des  AccommodationsvermÖgens  nicht  beurtheilen ,  wo  sich  ein  Bild  befindet. 
Eher  geschieht  dies  mit  zwei  Augen ,  wenn  man  folgen dermassen  Terfihrt. 
Man  füllt  ein  möglichst  grosses  und  tiefes  durchsichtiges  Oefüas,  etwa 
ein  Aquarium,  ganz  mit  Wasser,  legt  auf  den  Boden  ein  weisses  Stein- 
chen a,  darüber  auf  einen  durch  die  Wfinde  des  GefKsses  geatfitsten 
Glasstreifen  ein  zweites  6.  Blickt  man  dann  bei  aufrechter  Stellung  des 
Kopfes,  wie  Fig.  3  in  Cavalieri •  Perspective  darstellt,  mit  beiden  Augen 
r,  /  schräg  auf  die  Wasseroberfläche,  so  sieht  man  a  nach  h  zu  gehoben 
und  stets  senkrecht  darunter,  in  c.  Neigt  man  sich  aber,  besonders  den 
Kopf,  so  weit  zur  Seite,  dass,  wie  Fig.  4  im  Durchschnitt  zeigt,  beide 
Augen  r,  /  mit  dem  Object  in  derselben  Verticalebene  liegen,  so  erblickt 
man  a  höher  gehoben  und  vor  6  in  Ar,  so  dass  die  Brücke  mit  b  eine 
Strecke  nach  dem  Beobachter  zu,  bis  b'  geschoben  werden  muss,  wenn 
a  wieder  unter  b  erscheinen  soll.  Der  Punkt  c  ist  der  Ort  des  secnn- 
dären  Bildes  von  a,  wogegen  k  nahezu  der  seines  primären. 

Zeigt  dieser  Versuch  schon  in  etwa,  dass,  wie  Reusch  a.  a.  0. 
s&g^t  «, noch  Manches  Eigenthum  der  elementaren  Optik  werden  kann*', 
so  dürfte  es  sich  auch  lohnen,  die  dort  behandelten  Probleme  durch 
Ueberführen  auf  das  rein  graphische  Gebiet  ohne  goniometrische  Func- 
tionen oder  numerische  RecbnuDgen  zu  lösen  und  sie  damit  der  elemen- 
taren Behandlung,  um  nicht  zu  sagen  leichter,  doch  von  einer  andern 
Seite  zugänglich  zu  machen.  Hierfür  eignet  sich  besonders  die  schon 
früher  von  mir  zur  Lösung  dioptrischer  Probleme  benutzte  Methode,'* 
den  gebrochenen  Lichtstrahl  mittels  zweier,  der  brechenden  Kugel  con* 
ccntrischen  Kreise  zu  zeichnen,  wobei  man  nach  einer  für  jede  brechende 
Fläche  einmal  gemachten  Vorzeichnung  nur  gerade  Linien  zu  ziehen  hat 
Indem  ferner  für  centrale  Strahlen  jene  Kugeln  in  Ebenen,  Kreise  in 
Gerade  übergehen,  lassen  sich  gleicherweise  die  Bildgrössen,  die  Lage 
der  Fundamentalpunkte  und  alle  auf  die  Brechung  der  Lichtstrahlen  in 
centrirten  Linsensystemen  bezüglichen  Gesetze  leicht  auffinden. 


1.  Bestimmung  der  Lage  des  primären  Bildes  an  der  Kugel.  Stell 
(Fig.  5)  der  Kreis  K  um  c  den  Durchschnitt  der  Einfansebene  mit  oinei 
Kugeloberfläche  dar  und  ist  n  das  Brechungsverhältniss,  so  beschreib 
man,  um  sofort  beliebige  Strablengängc  zeichnen  zu  können,  aus  c  nocl 

•  Anualen  der  Thysik  und  Chemie,  Neue  Folge  15,  S.  330  —  384  (1882). 


rr«  Kreiae:  Hn  mit  n  mal  grösserem  und  iCym  mit  n-mal  kleinerem 
Halbmesser  t\»  K.  Trifft  dnon  ein  in  dpr  Richtung  sa  kommender  Strahl 
<l<^n  Kreis  iT  in  i,  nnd  Ecboeidct  derselbe  den  Kreis  A„  auf  der  a  ent- 
g«gtD gesetzt eo  Seite  in  U,  to  zieht  man  he  bis  rf  auf  i'i/n  nnd  erhalt  ad 
■1i  Aostrittsstrahl.  Denn  weil  hK/ac=^iicjcd,  so  ist  A  oAc  <>J  rfnc,  mit- 
lijn  der  Anstrittswinbel  rnrf:=<ibr;  nnd  wird  dieser  tnit  |9,  der  Einfalls- 
■iotel  bac  mit  a  bezeichnet,  so  ist  ii'ia/si»ß  =  he/ac  =  n. 

Um  nun  das  primfire  Bild  eines  bestimmten  anT  der  Geraden  sn 
beäGiilicben  und  in  dieser  Richtung  strahlenden  Punktes  p  zu  zeichnen, 
ileolie  man  sich  zwei  von  p  ausgehende,  mit  pn  unendlich  wenig  diver- 
gireude,  in  dcrselbeu  Einrallsebene  liegende  Strahlen  /ii,,  pa^  analog 
hehandelt,  also  h,,  h^  auf  A'«,  fl,,  d^  auf  k\,„,  schliesslich  die  Auatritts- 
tlnthlen  ",''|.  "gi'j  construirt,  welche  aiim  y,  dem  primären  Büdpunkte 
*i>a  p,  schneiden  werden.  Beschreibt  man  über  ac,  bc,  cd  Halbkreise, 
imn  erster  nnd  zweiter  ab  in  o,  erster  und  dritter  ad  in  e  schneiden. 
lifht  ro,  ferner  »e  bis  /  auf  hc,  so  ist  L<:ne  =  cae=-rbo,  folglich  nl 
aotffl«!  be,  Laco  =^dcc,  also 
l)  ^elcf^decf^aoc    und    Arln  f^eca  e^eob. 

Denkt  man  sich  die  Geraden  o(a,,  o^,  (.,, '.J,  <■(",,  "j,  rf, ,  (/,),  cK,a») 
gCMgeo  nnd  setzt  Lajpa^  =  S,  Lfi^ca^^t,  Z.fi,cij  =  »),  L^^qaJ^^  l,  so 
>>Td  mit  Käcksicht  aar  die  über  ac,  he,  cd  beschriebenen  Halbkreise 
La,i)rt,  =  n,f(»j  =  a,('?j=  t,  Z.  (>,o6,  =  6,t&(  =  (/,erfg  =  ij,  und  wegen  nn- 
ndlicher  Kleinheit  dieser  Winkel 

i/ri  =  de/dq,    also    t/ti  =  ag.de/ae.dq. 


I  t/i=a<j/ae, 

I      Da  wegen  der  A 


ä/fl  =  bojbp,    also    t/ri  =  ap.bn/no,bp. 


aq.de  _ap.bo 
ae.dq      ao.bp 
r  Aehnlichkeiten  1}  tiojao=^n 


•jdf.  ist,  so  folgt  aus  2) 


Nimmt  man  anstatt  p  einen  nnendlich  weit  entfernten  Strahlpunkt  m 
•nf  «t  an  und  ist  dessen  Conjunct  g,  so  folgt  aus  3},  indem  bm^am 
E*«!»!  werden  kann,  agi  dg=^bo*/ao*.     Liegt  dagegen  ein  Punkt  f  aaf 


«n,  dasa   sein  Conjunct   unendlich    weit  milt, 
f'/od',  nnd  Gleichung  3)  erweitert  sich  zu 


folgt  analog  bffaf 


<) 


(io*_  bf    ^P5y_  "g  _"^'. 

ao*  n/"  ap.dq  dg  de* 
Dl*  Gleichang  II)  — IV)  dieser  Ketlc  lehrt,  dass  die  ans  den  Aebniich- 
ieiten  1)  erhellende  Proportionalität  der  einzelnen  Stücke  der  Dreiecke 
lt|  and   dac  sich   auch    auf  die  VerlÄngerungen  nf  nnd   dg    fctaUeftVVJ 
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Dieses  wie  femer  zu  Schliessendes  wird  besonders  klar,  wenn  man  den 
zweiten  Schnittpunkt  des  Kreises  K  auf  dem  Einfallstrahl  durch  h  he* 
zeichnet,  desgleichen  den  von  J^i/^  auf  dem  Austrittsstrahl  durch  t\  womit 
ho^^oa^  ie=aed  wird,  dann  Ac6a  nebst  a/*  aus  Fig.  5  umgekehrt  in 
Fig.  6  mit  Acacf  nebst  dg  in  den  gleichen  Winkeln  c  zusammenlegt, 
auch  noch  ^clo  ebenso  hinzufügt.  Man  ersieht  dann  leicht,  welcher 
Weg  von  der  Gleichung  4)  I) — II)  auf  (Fig.  5) 

5)  bh/ho  =  oa/afc=i  bo/of^ 
sowie  von  Gleichung  4),  IV) — V)  auf 

6)  ai/ie  =:edldg^=^  ae/eg 
fährt,  und  warum  schliesslich 

7)  oa/af=oe/elf  sowie  ae/eg  =  oe/elj 

mithin  ag  parallel  /*/,  auch  af  parallel  gl  ist. 

Setzt  man  fp  =  x^  gg=zy^  dg=^z^  ag  =  m.t  und  beachtet,  daas'6c 
s=n.ac^  folglich  (vergl.  Fig.  6)  af^n.z^  6/*=n.fit.2  ist,  so  geht  Gleich- 
ung 4)  III) -IV)  über  in 

(m.n.t  +  «)(m.2  +  y) m.z 

(n.z  +  x)(z  +  y)  z 

woraus  folgt 

oder  restituirt 

8)  af.agz=fp.gq. 

Gleichung  8),  nebst  dem  ans  Gleicbnng  7)  unmittelbar  Gefolgerten, 
dass  oflg  ein  Parallelogramm  ist,  lehrt,  dass  jegliche  Gerade,  welche 
zwei  auf  dem  gebrochenen  Strahle  sad  gelegene,  wie  p  und 
q  conjugirte  Punkte  verbindet,  durch  den  Punkt  /  gehen 
muss,  oder:  dass  der  Punkt  /  ein  Fizpunkf^  für  derartige  Verbin- 
dungsgeraden ist. 


*  Die  Lage  dieses  Fixpunktes  l  ist  bereits  von  Bensch  a.  a.  0.,  aber  mehr 
arithmetisch  als  graphisch  bestimmt  worden.  In  seiner  Fig.  6,  welche  die  Abbil- 
dang  an  der  Eagel  allgemein  erläutern  soll,  befindet  sich  derselbe  mit  J  bezeichnet 
an  einer  Stelle,  die  er  in  keinem  der  aus  den  Alternativen  n^  1,  r^O  sich  er- 
gebenden yier  möglichen  Fälle  wirklich  erhalten  kann ,  nämlich  bei  0  ( J  )  unserer 
Fig.  6,  ausserhalb  des  von  den  secundären  Brennstrecken  gebildeten  Parallelo- 
gramms asct.  Daher  schneidet  bei  Reusch  die  Verbindung  des  primären  und 
des  secundären  Fizpunktes  (letzterer  ist  der  Mittelpunkt  der  Kugel)  den  Einfalls- 
strahl  in  einem  Punkte  X,  der  identisch  mit  unserem  Punkte  h  sein  sollte  und 
doch  scheinbar  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  a  liegt.  Diese  Figur  (6, 
Reusch)  ist  also  graphisch  unrichtig  und  hat  nur  eine  analytische,  keine  dar- 
btellende  Bedeutung.  Dagegen  haben  in  Reusch  Fig.  10  (Abbildung  durch  eine 
Linse)  die  Fixpunkte  J,  Jx  richtige  Lagen.  Die  von  Reusch  gegebenen  Coordi- 
naten  des  Fixpunktes  2,  bezüglich  des  Einfalls-  und  Austrittsstrahles  als  Azen, 
finden  sich  auch  aus  unserer  Fig^r  leicht,  z.  B.: 


Hiernach  beBtimmt  sich  die  Lage  Ton  g  als  des  primSr  mit  p  Über 
deD   Ginfkllspunkt  a  conjngirten  Punktes  folgflndermassen. 

Ukd  seichnet,  wie  eingangs  beacbriehea,  den  Aastrittsstrfthl  ad, 
liebt  CO  norniBl  zq  ab,  ol  normal  zu  bc,  endlich  pl  bia  q  auf  ad. 

Für  einen  zwischen  f  und  a  gelegenen  Strablpnnkt  p'  (Fig.  5)  würde 
der  Gonjnnct  /  aoF  die  Verlängerang  von  ad  übec  a  hinaus  fallen. 

2.  Beatimmnng  der  Lage  des  primären  Bildes  kü  der  Ebeue  durch 
Kbleitimg  ans  voriger  Constmotion.  Denkl  man  eich  (Fig.  5)  den  Ra- 
dius di>i  Kngel  veränderlich,  deo  Einfalläwiukel  aber  constant,  so  bleibt 
bie  anf  p,  g  und  die  davon  abhängigen  Strafalen  die  Figur  sich  selbst 
ibniich,  inabesondere  die  Richtung  n!  dieselbe.  Wird  also  der  Radina 
in  Kugel  unendlich,  mitbin  das  FUcbenelement  a^a^  eben,  ao  liegt 
dKli»  der  Fixpunkt  i  im  Unendlichen.  Die  Lage  von  q  bestimmt  sich 
ilidsDD  dadurch,  dass  man  zu  der  Geraden  al  der  Figur  durch  p  eine 
PiHllele  bis  g  auf  ad  zieht,  Oder  iat  (Fig.  7)  p  das  Homocentnim  eines 
(uf  die  Ebene  i>/,^,  fallenden  nneudlich  dünnen  Strahlenf^chers,  ah  das 
EiDfillslolh ,  II  das  Brechnngsverhältniss,  und  soll  das  primäre  Bild  des 
PuDkles  p  coDBtruirt  worden,  ao  nimmt  man  auf  «A  oder  auf  dessen  Ver- 
llDgBrung  über  a  beliebig  einen  Punkt  c  an,  aus  welchem  man  mit  den 
Bidieo  't.dc,  aejn  die  Kreise  A'„,  K,/.  beschreibt,  findet,  wie  bei  Fig.  5, 
die  Punkte  b,  d,  o,  l  und  zieht  zu  al  durch  p  eine  Parallele,  die  ad  ia 
den  gesuchten  Punkte  q  schneidet. 

Man  kann  auch,  nachdem  mit  d  die  Richtung  dea  Austritts  Strahles 
gefsodeu  ist,  zu  <V,jV^  durch  p  eine  Normale  ziehen,  die  auf  ad  in  q' 
die  Lage  des  secundSren  Bildes  bestimmt,  bc  verlängert  in  s  schneidet. 
Ziebt  man  dann  sl  normal  zu  bp,  tu  normal  zu  bs,  so  schneiden  sich 
ip  nad  nd  \n  dem  primären  Bildpunkte  q, 

3.  Oirecte  Constmotion  der  Lage  des  prlmSren  Bildes  an  der  Ebene. 

Will  man  den  speciellen  Fall  der  Brechung  und  Abbildung  an  der  Ebene 
Dnibli&ngig  von  dem  allgemeinen  bezüglich  der  Kugel  behandeln,  so  ist 
■nch  erst  graphisch  das  Aeuderungsgeaetz  conjugirter  Brechungswinkel 
IS  der  Ebene  zd  ermitteln. 

Liegt  (Fig.  8)  ilaa  Homocentrum  c  eines  unendlich  dünnen  Strahlen- 
ftcbers  in  der  bifchenden  Ebene,  ist  ch  das  Einrallaloth,  n  daa  Brechungs- 
vrihaltDtBS,  ao  boschreibt  man  ans  c  zwei  Kreise  A*,  A'„,  deren  Radien 
iicli  wie  1  za  n  verhalten.  Schneidet  A*  den  Sirahlenfächer  in  ",,0,0,, 
■0  legt  man  snm  Einfallslolb  durch  o,,  n,  n,  Parallelen  bis  b^,  b,  b^  auf 
fi  QDd  zieht   den  Strahl enf Scher  c(i,,6,  £,).     Dann  sind  ach,  bch  oder 

.  ,  .      rinuf rnnarinßi  ,  , 

-  a6.1if_  \n '^/  _  i-«mi«w'a_       rco^tc 

£(-'K-    M    ~  »mia-p)  "«s*n(«-(l}~i»CMß-oos«' 


caOi  cba  die  conjngirteo  BrecbnngBwinkel,  a^ca^=^^lt,  ^,cA,  =  <f^ 
deren  celoitive  Aondernngeo.  Zieht  man  die  Oeraden  o(n, ,  o,,  frj,  b,), 
sind,  wie  die  über  ac,  lic  beBchriebttiieD  Halbkreite,  beide  durch  o  gehend, 
aeigen,   La^oa^=  da,   li^i,h^  =  dp,   also   Ja/Jß  =  bo/ 

Bilden    also   zwei   conjugirte    Brechuugsn 
eck,   so    verbalten   sich    deren  Äenderungen  indirect  wie  die 
ihnen  anliegenden  ÄbBclinitte,  in  welche  ibri 
liehe  Seite  durch  das  aus  der  dritten  Ecke  gefüllte  Loth  ge- 
tbeilt  wird, 

Goniometrisch  heiset  derselbe  Satz:    /Jal/lß  =  lgu/lgß  nnd  wird  i 
Ableitang    ans    dem    Breefaungsgesetz   gewöhnlich   in    der   Form    ^oj  J^ 
=  n.cosß/cosa  gegeben. 

Das  Ganze  ist  in  Fig.  9  besondere  dargeBtellt.  Sind  a,  ß  conjngirt» 
Brechnngswinkel,  so  verhalten  sich  die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiles 
be,  tic  wie  die  Geschwindigkeiten  des  Lichts  in  den  sngebörigen  Hittaln. 
Ist  CO  normal  zu  ab,  und  natürlich  Lbca^^y  der  Ablenkungswinkel,  t 
ist  dajbo  =  ^ßlao  =  ^'^iab. 

Da  nun  bei  Strahlen  an  einer  Ebene  die  Einfallswinkel  durch  irgend- 
welche Parallel vorscbiebü Dg  nicht  geändert  weiden,  so  kann  man  i 
bescbadet  der  Anwendung  des  eben  Bewiesenen  das  Uomocentrom  anck 
nach  a  ausserhalb  der  brechenden  Ebene  verlegen  und  dafür  (Fig.  10)[ 
gesonderte  Binfallspuekte  q ,  c,  c^  annehmen.  Um  dann  möglichst  ein 
fach  zu  allen  durch  <i  gehenden  Strahlen  die  conjugirten  Austrittsstrahlei 
En  erbalten,  trägt  man  auf  dem  Lotbe  oa  die  Strecke  od=n.oa  ab 
zieht  zur  hrecbenden  Ebene  durch  d  eine  Parallele,  die  den  Strahlen« 
fächer  in  e^,  e,  f,  scbueidet,  beschreibt  ans  c,,  c,  ü^  mit  c^e,,  ce,  f,(^ 
Kreise  bis  b^,  b,  b^  auf  oa  and  zieht  alle  cb,  die  iicb  in  f,  dem  Cos- 
juncte  von  a,  schneiden  müssen. 

Die  Lage  des  Pnnkles  f  lässt  sieb,  wie  früher  die  von  q,  aDalytisol 
bestimmen.  Denkt  man  sieb  durch  f  einen  Kreis  gelegt,  der  die  Ebene  iu  t 
berührt,  so  müssen,  da  auch  c^,  c^  als  in  dessen  Peripherie  liegend  SA 
gesehen  werden  dtlrfen,  alle  anf  c,c^  stehenden  und  auf  jener  PeripherH 
scheitelnden  Winkel  gleich  Cjfc^=^Jß  sein.  Schneidet  derselbe  Kreii 
den  Einfallsslrabl  in  g,  und  denkt  man  sich  p(''|,''j)  gezogen,  so  wir4 
also  auch  L  c^ge^^  Aß  sein.  Da  aber  tia  =^  c^nr^f  nach  dem  vorigwi 
Salze  /ta/Jß^bo/uo  und  Lc,ac^lLc^gc^^gc/ae  wegen  unendlich«! 
Kleinheit  dieser  Winkel  ist,  so  muss  bu/aa=gc/ac,  d.  h.  bi;  parallel  c^ 
werden.  Schneidet  endlich  gedachter  Kreis  das  mittlere  Einfallsloth  in  Aj 
so  sind  Lcgh  und  Lefh  Rechte  nnd  man  kann  also  die  Lage  des  Panktei 
f  folgendermassen  finden. 

Man  zeichnet,  wie  eben  erklärt,  die  Kichtung  des  Austrittsstrahlei 
bCj  legt  ta  CO  durch  6  eine  Parallele  bis  g  anf  ro,  zieht  zu  cg  durch  j 
eine  Normale  bis  A  auf  dem  Einfallsloth,  endlich  hf  normal  auf  be. 


Bei  dei  AuBfabrnog  von  Fig.  10  wnr  1^4/3  aDgenommen.  Fig.  11 
■eigt  dieselbe  ConetractioD  aebst  BeweiehiirBliuien  unter  gleicher  Boseich- 
aiiK>g  für  den  reciproken  Werth  n'^=3/4. 

Nimmt   die  Zeichnung    ein    zu   grosses  Feld    in  Anspruch,    so    zieht 
mso  (Fig.  10)  von  einem  beliebigen  Punkte  u  des  EinfallBlothes  die  Lothe 
\t*v  snf  ae,    uv  auf  hc,    endlich  an  wv  duruh  g  eine  Parnliele  bis  f  auf 
be.     Oder,    da  L  ft.g^Lfey^y.    Lfgh  =  f.'h  =  ß,    also   Li:fg='St-a 
=^fgli,  daher  Afff^f^ctp,  so  ist  ch/cg  =  cg/ef,  und  man  kann,  nach- 
dem li   und  g  erhalten   sind,   f  auch    folgendermaBBen   bestimmen.     Man 
bcscbeibt  ans    c   mit   cg  einen  Kreis    bis  i  auf  cA,    zieht  xn  ei  durch  g 
eine  Parallele    bis  /"  auf  >ir.      Reusch    eieht,    nachdem    6   erhalten   ist 
(Fig.  12),    ED    (IC  Parallelen    durch  n  hie  s,    durch    b  bis  I  auf  dem  Ein- 
fillalolb,    SU    normal    auf  itc,    Id  normal  auf  bc,    endlich    sn  iif  durch  o 
6  Parallele  bis  f  auf  bc.     Aebnlich  ist  Fig.  10:  aar  normal  auf  ao  bis 
paf  brechende  Ebene,  xb  bis  /i  und  dann  wie  oben. 


i.  ZeichntLng  centraler  Strablengänge. 
KBg«l61cbe.  Strahlen    unter  unendlich  kleinen 

WD  sich  die  Austrittestrahlen  nach  ui 
pe  »foiderliche  Vorzeichnung  in  einei 
^»erten  Maassstnbe  entwirft,  d.  h.  ai 
'r  Scheitelpunkte  treten  Usst.  Dien 
■n  dann  in  endlicher  GrÖBBC. 
Mb  Fig.  14  dargestellt.  In  Fig.  13  i 
Weier  von  p  ausgegaugener,  unter  i 
Wueo  Radius   oc^r   ist,    eingefalleoei 


Wenn  auf  eine  brechende 
Winkeln  einfallen,  ao  er- 
iBerer  Methode  dadnrch,  dass  man 
a  normal  zur  Axe  unendlich  ver- 
I  Stelle  der  Kreise  die  Ordinaten 
nendlich  kleinen  Brechungswinkel 
Dieser  Uebergang  ist  von  Fig.  13 
:ind  oberhalb  der  Axe  die  Wege 
■ndlichen  Winkeln  auf  die  Fläche  A', 
1  Strahlen  mittels  der  Hilfskreise 
*ti  i't,,,  deren  Radien  rs^n.r,  c'=r/ii,  constrniit,  woraus  der  nach 
den  GiösMen  des  Eiofallswinkela  ft,  v  veränderlich  gelegene  eecundfire 
ConJQoct  u^,  u,  hervorgeht.  Unterhalb  der  Aid  (Fig.  13)  gilt  ein  reci- 
lifokes  DrecbnngsverhSliniss  n  =  l/n:  daher  dieselben  Hiirskreisc  in  um- 
gekehrter Bedeutung  und  Henutzung.  In  einem  Falle  ist  hier  der  Con- 
jnnct  n'.  Ffir  unendlich  kleine  EiüfHllswiuket  geht  diese  Figur  in  Fig.  14 
nu  tnaloger  Beseichnung  über.  Äu  Stelle  der  Kreise  h',  A\,  h'\,,  treten 
difl  nach  den  Scheitelpunkten  benannten  Normalen  0,  S,  T.  Der  alsdann 
'D  fi  coujngirt  sich  ergebende  Punkt  i/g  wird  offenbar  unabhängig  von 
«Ivt  Elevstion  des  Strahles  pir^,  coincidirt  also  auch  mit  dem  dieBfalligen 
primÄieu  (Jonjunct. 

Die  Beiiehnng,  in  welcher  unsere  Constnictionsmethode  zu  anderen 
boteits  bekannten  dieser  Art  steht,  mag  aus  Fig.  15  ersehen  werden, 

I.   FOr  die  Methode  Keusch*  lassen  sich  5  und  7'benutzen,  weil  ja 
(«'+.tr)/{r  +  r/n)  =  «/I  ist.  Der  EinfnllBstrahl  schneidet  T  in  g.  Man  zieht 


*  Constructionen  i 
VtUH.    UIO,  »  S  S.  ü 


i  den  Uaupt-  und  Breunpunkteu  e 


a  Linsen- 


kIs  Aiutritts- 


sn  ae  darch  g  eine  Panllele  bis  h  vat  S  und  eibält 
Btiftbl. 

II.  Für  die  Uetbodo  Gavarret*  dienen  die  OrdioaleD  F,  F"  der 
BreonpiiDlcte  f,  ('.  Wird  i^  vom  EiufallGstrahl  in  r  güBchoittpu ,  ao  ziebt 
man  zn  fi  dnrcb  n  eine  Parallele,  welche  der  AnstritteBtrahl  ist.  Oder 
raan  zieht  zum  EiDrallsBtrabl  durch  c  eine  Parallele  bis^auf /'',  wonaeb 
iij  der  Anstrittasttabl  ist. 

III.  Für  die  von  Ferraris**  faeontzte  Methode  macht  man,  wenn 
der  ll^in rallsstrahl  die  Mittelpnnktsordinate  6' in  k  sehneidet,  anf  lelüterer 
cl=-ckjn,  alsdann  ist  <i(  der  Auslrittsetrabl. 

Es  leuchtet  ein,  dass  aA,  aj^  al  mit  dem  nach  unserer  Methode  g»- 
Beichneten  Wege  ad  coincidiren. 

Als  Beispiel  allgemeiner  Anwendbarkeit  dieser  Methode  folge  dift' 
Beatimmnng  der  Fnndamentalpnnkte  einer  Linse,  sowie  die  eines  Bild- 
ortee  und  Bildgrössenverhältnisses  bei  derselben.  Sind  (Fig.  16)  o, ,  Oj  die 
Scbeitelpnokte,  c, ,  >-,  die  Mittelpunkte  der  FlSchen  einer  Linse,  sind  ancb 
die  Ordinalen  0^,  O,,  dann  nach  dem  BrechnngsTeTbältniss,  wie  bd 
Fig.  14,  S,,  T,  fUr  die  erste,  S„  T,  für  die  zweite  Fläche  constrnirt,  nod 
schneidet  ein  axenparallel  zneret  anf  0^  io  a\  einrallender  Strahl  die  S^ 
in  b',.  so  zieht  man  c^b\  bis  d\  anf  7*,,  a\d\  bis  ti\  auf  0,  nnd  bU 
b'j  anf  $,,  Cjb',  bis  d\  anf  7*,,  d\aj  bis  f  anf  der  Aze  und  bis  g'  aat 
dem  Einfallsstrahl,  znr  Aze  normal  dnrcb  g'  bis  h'  anf  der  Axe.  Als- 
dann ist  /'  der  zweite  Brennpnnkt,  h'  der  zweite  Hauptpunkt  der  Linsa. 
Gebt  man  von  einem  axenparallel  in  entgegengesetzter  Richtung  saerst 
anf  Oj  einfallenden  Strahle  ans,  so  ergiebt  sieb  analog /' als  erster  Brenn* 
pnnkt,  A  als  erster  Hauptpunkt. 

Um  den  Ort  des  Bildes  eines  Objects,  das  in  einer  zur  Axe  senk- 
rechten Ebene  liegt,  sowie  das  GrCssenverbältniss  beider  unabhängig  von 
der  Kenntnias  der  Fundamentalpunkte  in  6ndeD ,  nimmt 
Objectebene  von  der  Axe  in  p  geschnitten  wird,  einen  t 
ans  in  (n,)  anf  0,  einfallenden  Strahl  nnd  erhält  nach  obigem  Verfabrea 
die  Punkte  (6,),  (rfj,  {«,).  (fr,),  (rfj,  9,  wonach  g  das  Bild  von  p  ist.  [Ba- 
bnfs  grösserer  Deutlichkeit  durch  Erspainiss  von 
der  Einfallastrahl  so  geführt,  dase  {\)  mit  &',,  (rf,)  mit  d\  coincidirt.J 
Schneidet  sodann  der  zur  Constrnction  des  zweiten  Brennpunktes  be- 
nutzte Einfallsstrahl  "',&',  (anstatt  welches  auch  ein  beliebiger  andei 
nur  nicht  ein  durch  p  gehender  Strahl  genommen  werden  dürfte)  ditt 
Objectebene  in  p',  der  zn  a'^b'^  conjngirte  (hier  dnrcb  f  gebende)  Ans- 


*  Consbvctioneu  etc.  9  6  S.  8. 

**  Die  Fuudamentaleigenschaften  der  dioptriiichea  Instrumente. 
»OB  F.  Lippich.    1879,  Art.  4  8.  5. 
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IttMtrahl  dt%a\  die  Bildebene  in  q\  8o  ist  q  das  Bild  von  p\  mithin 
\IpP  dms  verlangte  Bildgrössenverhältniss. 

Dm  lediglich  die  Hauptpunkte  einer  Linse  zu  bestimmen,  ist  als 
»spiel  in  Fig.  17  eine  convex-coocave  dicke  Linse  mit  analoger  Be- 
iichnnng  gew&hlt.  Man  zieht  durch  c^  eine  beliebige  Gerade  bis  h^  auf 
I  und  bis  d^  auf  7*|,  parallel  hierzu  durch  c^  bis  6,  auf  S^  und  bis  d^ 
if  7|,  ferner  d^b^  bis  a^  auf  0^  und  bis  a^  auf  0^,  a^h^  bis  h^  auf  der 
ZO)  desgleichen  ü^d^  bis  h^.  Alsdann  sind,  wie  leicht  zu  beweisen,  A|,  h^ 
6 Hauptpunkte  der  Linse.  Die  Geraden  b^d^^  b^d^  schneiden  sich  übri- 
)Qi  in  dem  optischen  Mittelpunkte  m  der  Linse. 

Wiesbaden,  September  1883. 


Berichtigungen. 


.w  «. 


S^ite  2  Zeile  18:  u^a^  statt  ti^a,. 

„4  „       1:  im  Nenner  der  Gleichung  9}  {nn  —  \)d  statt  {nn  —  d). 

„8  „     24:  im  Nenner  der  Gleichung  80)  o^,  o^  statt  a,  a. 

^     9  „     21:  ^V-  9$  statt  ^üi  -  9^. 

„     9      „22:  ^K  -  soft  statt  ^2/»  80^. 

„  10  „     26:  o^ej  n,  c^u^  statt  o^ej  n.  e^u^, 

„  17  „       6:  §  11  statt  §  10. 

„  17  ,,     26:  /%  statt  fh  und  X'/^  statt  hf. 

„  20  „     28:  ?  statt  ff. 


V. 

Ueber  Länge  und  Vergrösserung,  Helligkeit  und 
(Jesiohtsfeld  des  Kepler-,  Ramsden-  und  Campani- 

Femrohrs. 

Von 

Dr.  C.  BoHN 

in  Aicbaffenbarg. 
(S  c  h  1  u  ■  ■.) 


C.  Gesiehtsfeld. 

Die  nach  Ealer*8  Vorgang  allgemein  übliche  Beschränkung  des 
Gesichtafeides  auf  solche  Punkte,  von  denen  noch  der  Hanptstrahl, 
d.  h.  der  durch  den  optischen  Mittelpunkt  des  Objectivs  gegangene  Strahl 
ins  Auge  gelangt,  werde  auch  hier  beibehalten. 

Für  die  mit  Sammellinsen -Ocular  yersehenen  Fernrohre  lässt  sich 
bekanntlich  ein  Punkt,  der  sogenannte  Augenpunkt,  auf  der  optischen 
Axe  angeben,  durch  welchen  alle  vom  optischen  Mittelpunkte  des  Ob- 
jectivs gekommene  und  aus  dem  Augenglase  tretende  Strahlen  hin- 
durchgehen. Es  ist  das  der  Punkt,  in  welchem  das  reelle  Bild  dea 
optischen  Mittelpunktes  des  Objectivs  durch  das  Ocular  (einfaches  oder 
zusammengesetztes)  entworfen  wird.  Dieser  Augenpunkt  liegt  um  etwas 
mehr  als  die  äquivalente  Brennweite  des  Oculars  hinter  dem  optischen 
Mittelpunkte  der  an  ihre  richtige  Stelle  gedachten,  dem  Ocularlinsen- 
System  äquivalenten  Linse.  Die  genaue  Berechnung  des  Abstands  des 
Augenpunktes  vom  Augenglase  ist  umständlich,  derselbe  tritt  als  Wurzel 
einer  quadratischen  Gleichung  auf,  —  die  zweite  Wurzel  ist  negativ  und 
hat  keine  physikalische  Bedeutung.  Für  den  besondern  Fall  unendlicher 
Gegenstands-  und  unendlicher  Sehweite  berechnet  sich  einfach  der  Ab- 
stand des  Augenpunktes  vom  Ocular  gleich 

f+^     (G  =  oo  und  d  =  oo). 

Es  ist  nicht  nöthig,  das  Auge  so  weit  hinter  das  Augenglas  zu  entfer- 
nen ,  um  das  ganze  Gesichtsfeld  auf  einmal  zu  übersehen.  Denn  die 
Pupille  hat  eine  gewisse  Oeffnung  (mittlerer  Durchmesser  5  mm)  und  man 
kann,    ohne  Einbusse   am  Gesichtsfelde  zu  erleiden,    das  Auge  daher  so 
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weit  Torrücken ,  bis  die  Pupillen  Öffnung  gleich  ist  dem  Querschnitte  des 
ans  dem  Augen  glase  des  Oculars  tretenden,  vom  optischen  Mittelpunkte 
des  Objectiys  herkommenden  und  nach  dem  ,.  Augenpunkte''  convergiren- 
den  Strablenbündels.  Hierauf  beschränkt  sich  bei  Fernrohren  mit  Sam- 
mellinsen •  Ocnlar  der  Einfiuss  der  Pupillen  weite  auf  das  Gesichtsfeld, 
während  bei  Galilei'schem  Fernrohre  (mit  zerstreuendem  Ocular)  die 
Grösse  des  Gesichtsfeldes  wesentlich  von  der  Oeffnung  der  Pupille  be- 
dingt wird.* 

Kepler  -  Fernrohr. 

Das  Gesichtsfeld  des  Kepler -Fernrohrs  ist  ein  Kegel,  dessen  Spitze 
der  optische  Mittelpunkt  des  Objectivs,  dessen  Grundfläche  der  nicht 
abgeblendete  Theil  des  Augenglases  ist.  Bezeichnet  g>  den  halben  Oeff- 
nnngswinkel  dieses  Kegels  oder  Gesichtsfeldes,  so  findet  man  fttr  das 
Kepler- Fernrohr: 

45)  ^g>Ä=2/' 

wenn  wieder    s  den   Oeffnungsdurchmesser  des   Augenglases  und  /  die 

Femrohrlänge  bedeuten.     Setzt  man  den  Werth  von  Ik  oach  Formel  3) 

G  F 
ein,  schreibt  aber  der  Kürze  halber  B  für  -j; =,}  so  erhält  man: 

^^  '^''*=2'i?/'+(rf-e)(5+/')' 

woraus  die  Sonderfälle: 

fttr  unendlich  fernen  Gegenstand: 

fttr  unendlich  grosse  Sehweite: 

fttr  unendlich  fernen  Gegenstand  und  Accomodation  auf  parallele 
Strahlen  :♦• 


*  Siehe  Bohn:  Ueber  das  Gesichtsfeld  des  Galilei'schen  Femrohres.    CarTs 
%ertoriam  IX,  97  (1878). 

**  Nimmt  man  an,  es  sei  die  Ocularöffnong  allezeit  derselbe  Bruchtheil  der 
Brennweite,  so  lässt  sich  die  Tangente  des  halben  Gesichtsfeldes  für  den  beson- 
«lern  Fall  G  =  cd  und  (i=:0D  in  die  Form  bringen: 

Der  h&ofig  in  den  Lehrbüchern  vorkommende  Satz ,  das  Gesichtsfeld  des  Kepler- 
femrohrs  sei  verkehrt  proportional  der  Vergrössernng,  ist  also  selbst  bei  Annahme 
^  besonderen  Bedingungen,  die  oben  ausgesprochen  sind,  —  nur  eine  massige 
AniAherung. 
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Es  ist  also  allgemein  das  Gesichtsfeld  (genauer  die  Tangente  de« 
halben  Oeffnungs winkeis  desselben)  des  Kepler- Fernrohrs 

1.  proportional  dem  Oeffnnngsdnrchmesser  des  Ocnlars, 

2.  verkehrt  proportional  der  Länge  des  Fernrohrs. 
Das  heisst,  es  wird 

3.  mit  zunehmender  Brennweite  F  des  Objectivs  kleiner, 

4.  mit  zunehmender  Gegenstandsentfernung  G  grösser, 

5.  mit  zunehmender  Ocularbrenn weite  f  kleiner, 

6.  mit  zunehmender  Sehweite  d  kleiner. 

Bemerkung.  Der  Augenabstand  e  ist  nicht  mehr  willkürlich,  wenn 
das  grösstmögliche  Gesichtsfeld  überblickt  werden  soll,  sondern  muss  die 
oben  angegebene  Grenze  einhalten. 

Zahlenbeispiele  tfXr  das  Gesichtsfeld  des  Kepler -Fernrohrs. 

I.    F=30cm,    /'=2cm,    6=  1cm,    5  =  0,4/*=  0,8 cm., 

cfiso),    C  =  oo,    (PK  =  42' 00"; 

)      C=  1000  m       100  m         20  m 
rf-2ücm  j  ^^^^g,^g,,     43'06"     42'29". 

IL    F=40cm,    /'=lcm,    e  =  0,5cm,    «  =  0,4/*=  0,4  cm, 

d  =  a>,     C  =  a>,     g)K  =  16'46"; 

^  ^  j     C  =  1000  m      100  m         20  m 

d-2ücm  <  ^^^^g.^^.     16'43"     16'32". 

Bamsden  -  Femrolir. 

Das  Gesichtsfeld  der  Femrohre  mit  Collectivglas  ist  ein  Kegel,  des- 
sen Spitze  der  optische  Mittelpunkt  des  Objectivs  ist  und  dessen  Grund- 
fläche der  wirksame  Theil  des  Collectivs  ist,  d.  h.  jener  Theil,  durch 
dessen  Verengerung  der  Strahl enkegel,  welcher  (ursprünglich  vom  opti* 
sehen  Mittelpunkte  des  Objectivs  herkommend)  schliesslich  aus  dem  Augen- 
glase tritt  und  nach  dem  „Augenpunkte**  convergirt,  verengt  würde. 

Die  für  das  Gesichtsfeld  nützlichen  Oeffnungen  von  CoUectiv  und 
Augenglas  bedingen  einander  derart,  dass  das  ganze  aus  dem  Colleetiv 
tretende  Strahlenbündel,  welches  vom  optischen  Mittelpunkte  des  Objec- 
tivs ausging  und  nun  nach  einem  Punkte  auf  der  Axe  in  der  Entfernung 
X  hinter  dem  Colleetiv  convergirt,  dass  dieses  ganze  Strahlenbündel  auch 
Durchgang  im  Augenglase  finde.  Ist  s  der  Oeffnungsdurchmesser  des 
Augenglases  und  s^  jener  des  für  das  Gesichtsfeld  nützlichen  Theils  des 
Collectivs,  so  muss  sein  bei  Samsden-Ocular: 

Die  Or5s8e  x  ist  aber  bestimmt  durch: 
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woratu: 

Dies  benutzend,  erhält  man: 

nnd  die  Yerbftltnisse  der  Oeffnungsdnrchmesser  zu  den  Brennweiten  der 

Linse  verhalten  sich: 

s^  £     25/  — 20/* 

I7V25/+16/ 

« 

Das  heisst:  die  für  das  Gesichtsfeld  nützliche  Oeffnung  des  CoIIectivs  ist 
ein  kleinerer  Bruchtheil  der  Brennweite,  als  das  beim  Angenglase  statt- 
bat. Für  gegebenes  Augenglas  dem  Collectiy  die  für  das  maximale  6e< 
aiebtsfeld  erforderliche  Oeffnung  zu  geben,  ist  also  hinsichtlich  der  Aber- 
ration unbedenklich. 

Ist  nun  die  Collectivöffnung  von  der  genügenden  Grösse  f^  (oder 
darüber) ,  so  berechnet  sich  die  Tangente  des  halben  Oeffnungswinkels 
des  Gesichtsfeldes  im  Ramsden*Fernrohr: 

47)  ,^y,  =  ^._i_,. 

« 

und  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  Iji  [nach  Formel  5)],  Ausdrücken 
von  «g  durch  s  und  einigen  Zusammenziehungen  kommt: 

4S^  M^    -L  45[/-+2(d-e)] 

■*o)  ^''"'~  i'  2bBr+{d~e)(bQß  +  Sin' 

woraiu  die  SonderfXlle: 

für  unendliche  Gegenstandsweite: 

K.«    -'  45y+2(rf-e)1  (r-c^\. 

für  unendliche  Sehweite: 

^^^=2'50^  +  8lA     ^^^^''^^ 

für  unendliche  Gegenstandsweite  und  Accomodation  auf  parallele 
Strahlen : 

Allgemein  lassen  sich  für  das  Gesichtsfeld  des  Kams  den -Fernrohrs 
dieselben  Schlüsse  ziehen,  die  unter  1),  dann  3)  bis  6)  für  das  Gesichts- 
feld des  Kepler-Femrohr-  ^wurden. 
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Zahlenbeispiele  für  das  Gtesichtsfeld  des  Bamsden- Fernrohrs. 

I.  F=30cm»   /•=2cm,    c=lcm,    5  =  0,4/^=0,8  cm, 

(f  =  oo,    C  =  oc;     (Pä  =  1M4'27"; 

^^  i      C=    1000  m  100  m  20  m 

''-^"^"'  j  g,Ä  =  loi4'47"     1«14'36"     1«13'48". 

II.  f'=40cm,   /*=lcm,    e  =  0,5cm,    «  =  0,4/*=  0,4  cm, 

d  =  oo,    C  =  oo;       9ii  =  29'47''; 

^^  j     C  =  1000  m       100  m         20  m 

rr-2ücm  (  ^^_29'46"     29'40"     29' 19". 

Für  AnsrechnuDg  dieser  Beispiele  war,  da  schon  früher  die  Fem- 
robrläDgeD  bcrecfaDet  waren  (S.  30),  eine  andere  Formel  bequem,  die 
auch  selbstständig  Interesse  genug  bietet,  um  hier  mitgetheilt  zu  werden. 
Nämlich: 

Die  Vergleich ung  der  Zahlen  in  den  Beispielen  für  Ramsden- 
Fernrohre  und  fär  Kepler- Fernrohre  mit  gleichem  Objectiv,  Gegen- 
stands- und  Sehweite  und  gleichen  Brennweiten  des  Augenglases  lehrt 
schon,  dass  das  Gesichtsfeld  des  Ramsden-  fast  doppelt  so  gross  ist, 
als  jenes   des  Kepler- Fernrohrs.     Die  allgemeine  Vergleichung  liefert: 

^;0^         ^^  =45  /'+^(^-")  Bf+{d^e){B  +  r) 

^         tQfPK  '  f+i^d-e)    25^/+(rf-^)(50/?  +  8in 

im   Besondern    für   unendliche   Gegenstandsweite   und   Accomodation    auf 
parallele  Strahlen: 

?^  =  90  •  r^r^^-Cr-r     (^  =  »  und   r/  =  O0). 

ig^K  50F+81/^    ^  ' 

Will  man  das  Gesichtsfeld  gleich  stark  vergrössernder  Rams- 
den- und  Kepler- Fernrohre  bei  gleichem  Objectiv  u.  s.  w.  vergleichen, 
so    muBS    man    die   Brennweite   des   Augenglases   am  Ramsden-Ocular 

grösser   machen,   nämlich  nach   11)  gleich   ^— rv />*     Dadurch  wird 

das  Gesichtsfeld    des  Ramsden -Fernrohrs   ein   wenig  kleiner,   nämlich: 

^-v  ^    r.  f+d  —  e 

51)  (gq>w-=-K'9 


2    ^bß/'+{d^e){bß  +  9f) 

ein  Ausdruck,  der  etwas  einfacher  ist,  als  der  früher  [48)]  gegebene,  in 
welchem  die  Brennweite  des  Augenglases  durch  ein  einfaches  Zeichen  (f) 
dargestellt  ist. 

Für  unendliche  Gegenstands-  und  Sehweite  folgt: 

Ä  9 

^</<PH'=Y' 5^-1:97     (^  =  00  und  ^/  =  oo), 
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wie  man  leichter  durch  unmittelbare  Benutzung  der  Formeln  14)  und  des 
betreffenden  Sonderfalls  von  48)  finden  kann. 
Schliesslich  ergiebt  sieb: 

52)  ^^y?:=9   ^f+(^-^)i^+f) 


und  im  Besondern: 

"ElE^Q^ff      (C  =  ooundrf  =  oo). 

Das    gleich    stark   vergrössernde   Ramsden -Fernrohr   hat  also   bei 

gleichem  Absolutwerthe   der   Augenglasöffnung   {s)   ein    annähernd   ^ 

mal  80  grosses  Gesichtsfeld,  als  das  Kepler -Fernrohr,  gleiches  Objectiv 

n.  8.  w.  vorausgesetzt.     Da  das  Augenglas  des  gleich  stark  vergvössernden 

Ramsden-Oculars  eine  grössere  Brennweite  als  das  Kepler- Augenglas 

hat,  80  wird,   wenn   man    beiden  Augengläsern    gleiche   relative  Oeff- 

nnngen  (im  Yerhältniss  zu  ihren  Brennweiten)  giebt,  das  Gesichtsfeld  des 

Ramsden- Fernrohrs  noch  etwas  grösser,     und  zwar  wird  annähernd 

(genau  bei  G  =  <X)  und  d  =  (xi)  bei  gleicher  relativer  Oeffnung  der  Werth 

de8  Angenglases  am  Kamsden-Ocular  M mal  jenem  des  Kepler-Ocu- 

lars,  demnach  bei  gleicher  relativer  Oeffnung  der  Augengläser, 

das  Gesichtsfeld   des  gleich  stark  vergrössernden  Ramsden- 

Fernrohrs    nicht    annähernd  |>,    sondern    annähernd    zweimal    so 

gTOSB^  als  jenes  des  Kepler-Fernrobrs.     Genau: 

^^^ZVof    (^  =  00  und  .=  00) 
igfPK,       bF+9f      ^  ^ 

(der  untere  Strich  am  Index  soll  andeuten  gleiche  Vergrössernng  der 
Fernrohre  und  gleiche  relative  Oeffnung  der  Augengläser). 

Campani  -  Femrohr. 

Die  einleitenden  Worte  zur  Untersuchung  des  Gesichtsfeldes  des 
Ramsden-Oculars  wären  hier  zu  wiederholen. 

Damit  die  ganze  Oeffnung  (5)  des  Augenglases  für  das  Geeichtsfold 
des  Campani -Fernrohrs  nutzbar  werde,  muss  der  Durchmesser  s^  der 
CoIIectivöffnung  der  Bedingung  genügen: 

wenn  x  bedeutet  die  Entfernung  des  Punktes  (auf  der  optischen  Axe), 
naeb  welchem  die  ursprünglich  vom  optischen  Mittelpunkte  des  Objectivs 
herkommenden  Strahlen  nach  der  Brechung  im  Collectiv  (Brennweite  3/^) 
convergiren.     Zur  Bestimmung  von  x  dient: 

woraos: 
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Diei  benutsend,  erhXlt  man: 

und  die  YerhältnisBe  der  Oeffnungsdurclimesser  su  den  Brennweiten  der 
Linsen  yerhalten  sich: 

das  heisst :  das  CoIIecti v  braucht  nur  eine  relativ  gefingere  Oeffnnng 
zu  haben,  als  das  Augenglas  des  Campani-Oculars,  um  das' Gesichts- 
feld des  Camp ani -Femrohrs  zu  dem  von  der  Augenglasöffnnng  ab- 
hängenden Maximum  anwachsen  zu  lassen.  Die  Vorbedingung  ftlr  dieses 
ist  also  leicht  erfüllbar. 

Ist  nun  die  Collectivöffnung  von  der  genfigenden  Grösse  s^  (oder  dar- 
über), so  berechnet  sich  die  Tangente  des  halben  Oeffnungswinkels  des 
Gesichtsfeldes  im  Camp  ani -Femrohr: 


53)  tgq>c  =  '^ 


2    /-2/' 

und  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  Ic  (nach  Formel  8)|  Ausdrücken 
von  $2  durch  s  und  einigen  Zusammenziehungen  kommt 

54)  'gf>c  =  -K 


2    ßf+{d-e)(2ß  +  9n 
woraus  die  Sonderfälle: 

für  unendlich  ferne  Gegenstandsweite : 

für  nnendlicbe  Sehweite: 

für  unendliche  Gegenstandsweite  und  Accomodation  auf  parallele 
Strahlen : 

^Ö' VC  = -2*27+97     i^  =  ^  ^^^  ^=^)'  ' 

Allgemein  lassen  sich  für  das  Gesichtsfeld  des  Camp  ani -Femrohrs 
dieselben  Schlüsse  ziehen,  die  unter  1),  dann  3)  bis  6)  für  das  Gesichts- 
feld des  Kepler- Fernrohrs  (S.  76)  und  für  jenes  des  Ka  ms  den- Fem- 
rohrs (S.  77)  bereits  aufgestellt  wurden. 

Zahlenbeispiele  für  das  Gesichtsfeld  des  Campani -Femrohrs. 

I.    -F=30cm,    /'=2cm,    <?=lcm,    5  =  0,4/*=  0,8  cm, 
(f  =  oc,    G  =  oc;      9c  =  lM5'45"; 
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^^  1      C=    1000  m  100  m  20  m 

^-^"''°'  )  <pc  =  1^46'57"     1M6'44"     1045'43". 

IL    f'=40cm,    /"slcm,    «  =  0,5  cm,    5  =  0,4/*=  0,4  cm , 

rf  =  oo,    C?  =  a>;      <pc  =  46'2l"; 

)     C?=  1000  m      100  m        20  m 
rf-2ücm   j  ^^_^g,27"     46'19"     45'49". 

Für   AusrechnuDg  dieser  Beispiele .  war,   da   schon   früher   die  Fernrohr- 
längen berechnet  waren  (S.  33),  bequemer  die  Formel: 

55)  '^^^  =  Y"/"+47* 

Obige  Zahlen  lehren,  dass  das  Gesichtsfeld  des  Camp  an  i -Femrohrs 
sehr  erheblich  grösser,  als  das  des  Kepler*  und  auch  recht  merklich 
grösser  als  das  des  Ramsden- Fernrohrs  ist,  welche  gleiches  Objectiy 
and  gleiche  Brennweite  des  Augenglases  haben,  —  gleiche  Sehweite 
n.  8.  w.  vorausgesetzt. 

Die  allgemeine  Vergleichung  liefert: 

56)  ^Vc^3    /•+2(rf-^)      Bf+(d^e)iB+f) 


nnd 

f^7\  !^^==^  25  2?/'+(rf-e)(50g  +  81/') 

Für  den  Sonderfall  unendlicher  Oegenstandsweite  und  Accomodation  auf 
parallele  Strahlen  folgt: 


^9C^g  ^+f 


IgfPK  2F+9f 

tgifc  ^,    ^0F+81f 


(C  =  oo  und  d  =  oo). 


igq>R       »^      2F+9f 

Dem  grössern  Gesichtsfelde  des  Campani- Femrohrs  steht  eine  ge. 
ringere  Vergrösserung  gegenüber.  Will  man  das  Gesichtsfeld  gleich 
stark  yergrössernder  Campani-  und  Kepler-Fernrohre  yerglei- 
ehen,  so  muss  man  (gleiches  Objectiv  u«  s.  w.  yorausgesetzt)  in  dem  Aus- 
drucke für  igq>c  [54)]  statt  /",  gemäss  Formel  12),  setzen  ^  — TT^r/« 
und  findet  dann : 

58)  '<"'c=2-ß7+Irf:^Kfl  +  37)' 

worans  fQr  den  besondern  Fall  unendlicher  Gegenstands-  und  Sehweite: 

s         3 
<g^yg^=  2">4-3/'    (^  =  ^  "°^  <'  =  o^). 

wie  leichter  durch  unmittelbare  Verwendung  der  Ausdrücke  15)  und  des 
Sonderfalk  zu  54)  hätte  abgeleitet  werden  können. 

TMimktitt  t  UMtbtwMÜk  a.  Pbfik  XXIX,  2.  ^ 
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Die  Vergleichung  liefert  nun: 
59)  ^^^^  =  3       Bf+{ä^e){B  +  n 


nnd 

^  tgg>Rr     *'     Br+(d--e)(B  +  dn    ' 

in  dem  besondern  Falle  nnendlicher  Gegenstands-  und  Sehweite: 

tgq>K'        F+Zf    '  lgq>Br      it  +  9f' 

Das  Gesichtsfeld  deij  gleich  stark  vergrössernden  Campaui-Fem- 
rohrs  ist  also  grösser  als  das  des  Ramsden -Fernrohrs  (gleiches  Objectiv 
u.  s.  w.  vorausgesetzt),  wenn  die  Absolutwertho  der  Augenglas- 
Öffnungen  gleich  sind.  Da  aber  das  Augenglas  des  Ramsden- 
Ocnlars  eine  grössere  Brennweite  hat,  als  das  des  gleich  stark  vergrös- 
semden  C  ampani-Oculars,  so  kann  der  Oeffnungsdurchmesser,  ohne 
schädliche  Aberration  befürchten  zu  müssen,  bei  Ramsden -Ocular  ab* 
solut  genommen  grösser  als  bei  Campani-Ocular  gewählt  und  damit 
das  Gesichtsfeld  des  Ramsden -Fernrohrs  vergrössert  werden. 

Nimmt  man  in  dem  gleich  vergrössernden  Campani'-  und  Rams- 
den-Fernrohr  die  Augenglasöffnungsdurchmesser  relativ  gleich  (d.  h. 
gleiche  Bruchtheile  der  Brennweiteu),  wählt  sie  also  von  den  Verhält- 
nissen, welche  durch  die  Formeln  11)  bis  13)  angegeben  sind,  so  findet 
man  —  der  Strich  unten  am  Index  soll  gleiche  Vergrösserung  und  gleiche 
relative  Oeffnung  der  Augengläser  andeuten  — : 

^  /r/<PÄ.      ^{d-eY(bB+lbn  +  {d-c)/\7bB  +  9i)/)  +  3{)fi/^' 

und  im  Sonderfalle  unendlicher  Gogeustauds-  und  Sehweite,  wie  ein- 
facher aus  dem  besondern  Falle  zu  54)  und  14)  bis  16)  abgeleitet  wer- 
den kann : 

igq>c,         bF+9f      _  A    ^  \ 

'  =  ^  ,.  .    ,,  ^    (G  =  co  und  d  =  co). 

Daher  das  Brgebniss: 

Das  Gesichtsfeld  eines  Campani- Fernrohrs  ist  nicht  grösser, 
sondern  etwas  kleiner  als  das  eines  Kamsden-Fernrohrs  glei- 
cher Vergrösserung  und  gleich  grosser  relativer  Oeffnung 
des  Augenglases,  gleiche  Objective,  Gegenstandsweitc,  Sehweite  und 
Augenabstand  vorausgesetzt. 

Das  Gesichtsfeld  des  Campani -Fernrohrs  übertrifft  immer  noch  sehr 
erheblich  das  eines  gleich  stark  vergrössernden  Kepl  er-Fernrohrs,  bei 
gleich  grosser  relativer  Oeffnung  dos  Augenglases,  ferner  gleichem  Ob- 
jectiv  u.  s.  w.     Ks  ist  nämlich 


UD^    für  det 

auf   iiftTBlIeli 


I 


'»•Pit,         'Ä/-+(rf-«)(ß  +  3/')*3{d-e)  +  2/'' 
Souderfall  unendlicher  ßegenütaadsweite  nnd  Act 
Strableo : 

1+r  ,. 


fgipci 


=  2- 


f+3A 


ind   '/  = 


Weitere  Vergleicliuiig  von  Bamsdeu-  uikI  Caiiipani-Ocular. 
Wird  das  vom  Objectiv  (^ntworrepe  Bild  als  ganz  vollkommen  ai 
genncniDen,  su  ist  die  Leistnng  eines  Kepler-Fernrolira  dennoch  eo  m 
genügdod,  daaa  wenigstens  an  neueren  Instnitnenten  dflr  GeodSeie  das 
«iniaolia  Ocnlar  nicht  mebr  angebrncht  wird.  Es  findet  Uberhanpt 
noch  eine  «aBnahmsweise  Verwendung,  dann,  wenn  man  mit  der  BtSrkBt 
ovBglieboti  VergröeserUDg  Gegenstände  betrachten  will,  ohne  measendi 
B^obMhtnngeo  mit  Fadenkreuz  n,  s,  w.  zn  machen.  Das  scbliesBlich  ge 
■«htD«  Biltl  ist  nämlich  mit  den  zwei,  bei  einfacher  Linse  ungeminder 
'«rbleibenden  Abweichnngen  behaftet.  Es  liegt  sehr  nahe,  statt  eine 
einfachen  eine  achromatische  Linse  zn  wählen ,  die  zngleich,  di 
8b«  mindestens  drei  Krümmungen  zu  verfügen  ist,  fast  gan«  aplanatisch 
ginacbt,  jedenfalls  so  berechnet  werden  kann,  iIasb  die  verbleibende 
Kii|oIabweicbnng  keine  praktische  Bedeutung  mehr  hat.  Unerläaslicb  ist 
dif  Beechrftnkung  auf  geringe  Oefl'nnng  der  Linse.  Die  Achromatisirung 
•-ird  erzielt  dnrcb  Anfügung  einer  Zerstreuungslinse  (ans  Flinlglas),  wo- 
dnrcli  dln  Brennweite  des  zusammengesetzten ,  nun  von  der  Farben- 
*b«eiolinng  genügend  befreiten  Angenglases  bedeutend  grösser  wird. 
THdnreb  wird  dann  die  VergTössernng  des  Fernrohrs  erheblich  geringer. 
Will  nder  kann  m&n  nicht  aaf  etürkere  Vergrüsserung  verzichten  oder 
■ÜHe  ifnrch  ein  Objectiv  grüsserer  Brennweite  erzwingen,  so  müssen  die 
KtitnimDngen  der  zosammengeaetztea  Oculnvlinse  weit  starker  gemacht 
'Tdrn.  als  das  bei  der  einfachen  nötbig  ist,  um  die  für  die  Vergrösse- 
mag  nnnntbehrlich  kurze  Brennweite  des  Augenglases  zn  erzielen.  Dr- 
darch  entstellt  aber  sofort  die  Nothwendigkeit,  die  freien  Flüchen  der 
Linw  sehr  stark  zu  verengen,  wovon  eine  ungemeine  Verminderung  des 
Uwe  htR  fei  des  wieder  die  Folge  ist.  Beide  Nachtheite,  zwischen  denen 
atii  die  Wahl  hat:  Abnahme  der  Vergrösserung  oder  des  Gesichtsfeldes, 
>iiid  so  bedeutend,  dass  Fraunhofer  nach  eiuigen  wenigen  Versuchen 
laa  Mikroskopen  wie  an  Fernrohren)  es  aufgegeben  hat,  das  Kepler- 
OruUt  diirrh  Aehromatisiren  zu  verbessern,  und  mau  allgemein  durch 
l'^nf^gung  eines  Collect! vglases  die  whftdiichen  Wirkungen  der  Farben- 
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Welche  Art  von  Ocular  mit  Collectiv  erzielt  nun  in  dieser  Hinsicht 
den  besten  Erfolg?  Eine  kurze  und  allgemeine  Antwort  wird  sich  hier- 
auf nicht  geben  lassen,  da  der  Erfolg  bei  ganz  gleicher  Gestalt  und  Stel- 
lung der  Linsen  beträchtlich  von  dem  mittlem  Brechungsexponenten  und 
von  dem  Zerstreuungscoefficienten  der  angewandten  Glasart  abhängt.  Denn 
die  Oculare  mit  Collectiv  haben  das  gemeinsam,  dass  die  sphärische  Ab- 
weichung der  chromatischen  entgegenwirkt  und  durch  das  Gegenwirken 
beider  ein  besseres  Bild  gewonnen  werden  soll.  Die  Farbenabweichung 
ist  aber  sehr  verschieden,  je  nach  dem  Zerstreuungscoefficienten,  und 
die  wegen  der  Kugelgestalt  ändert  etwas  mit  dem  Brechungsexponenten. 

Die  ausführliche  Besprechung  beider  Oculare  hat  ein  hervorragen- 
der praktischer  Optiker,  dessen  Aussprüche  wegen  seiner  grossen  Er- 
fahrung und  seiner  scharfen  Beobachtung  viel  Ansehen  geniessen,  ge- 
liefert in  „Das  orthoskopische  Ocular  etc.*\  von  C.  Kellner,  Braun- 
schweig 1849.  (Das  in  vieler  Hinsicht  vortreffliche  Schriftchen  ist  im 
Buchhandel  vergriffen  und  selten  geworden.  Die  nächst  ausführliche  Er- 
örterung, die  sich  sehr  an  Kellner's  Besprechung  anlehnt,  steht  in  dem 
bekannten  Lehrbuche  von  Hunäus,  „Die  geometrischen  Instrumente 
der  gesammten  praktischen  Geometrie,  deren  Theorie,  Beschreibung  und 
Gebrauch  *\  Hannover  1864.) 

Bei  jeder  Vergleichung  wird  zunächst  betont ,  das  Campani-Oculmr 
zeichne  sich  aus  durch  grössere  Helligkeit  und  grösseres  Gesichtsfeld. 
Das  sind  unbestreitbar  wichtige  Vortheile,  aber  sie  sind  erkauft  durch 
Verzicht  auf  stärkere  Vergrösserung.  Nun  liegt,  wenn  es  sich  um  die 
Wahl  eines  Oculars  handelt,  die  Frage  wohl  immer  so,  dass  ein  be- 
stimmtes Objectiv  gegeben  ist  (die  Kosten  des  Objectivs  betragen 
selbst  bei  massig  grossen  Fernrohren  neun  Zehntel,  bei  grossen  noch 
mehr,  des  Gesammtpreises  des  Fernrohrs)  und  eine  bestimmte  Ver- 
grösserung verlangt  wird.     Die  Frage  muss  deshalb  so  gestellt  werden: 

„Welches  Ocular  ist  für  das  Beobachtungsfernrohr  das 
vortheilbafteste,  um  in  Verbindung  mit  gegebenem  Obj  ectiv 
eine  gegebene  Vergrösserung  zu  erzielen?** 

Nun  hat  die  vorstehende  Untersuchung  nachgewiesen ,  dass  die  Hel- 
ligkeit gleich  stark  vergrössernder  C am pani-  und  Kamsden -Fernrohre 
(bei  gleichem  Objectiv  u.  s.  w.)  gleich  ist,  dass  das  Gesichtsfeld  des 
Campani- Fernrohrs  aber  keineswegs  grösser  ist,  als  das  des  gleich  stark 
vergrössernden  Ramsden -Fernrohrs,  sondern  umgekehrt  sogar  kleiner, 
wenn  man  in  beiden  Ocularen  dem  Augenglas  gleiche  relative  Oeffnung 
ertheilt,  also  die  Abweichung  wegen  der  Kugelgestalt  in  gleichem  Maasse 
duldet.  Was  also  bisher  überall  als  der  Hauptvorzug  des  Campani- 
Oculars  ausgegeben  wurde,  besteht  in  der  That  gar  nicht,  sobald  man 
die  Vergleichung  unter  sonst  gl^^cben  Umständen  vornimmt  oder  die 
Frage  richtig  stellt. 


Kellner  hebt,  nm  die  Vorzüge  des  von  ihm  orfuadpnen  orthosko- 
cheD  OcnUrs  za  zeigen,  die  Mängel  der  Doppeloculare  beider  ClaaBea 
herror.  Zaerst  spricht  er  von  dem  kraromen  Bilde  aad  der  Ursache 
der  ErümmaDg.     Er  sagt: 

(S.  9  der  geuannteu  Scbrilt.)  „Das  Bild,  welches  von  dem  in  Rede 
■Itlienden  Ucular  (Campani)  dargestellt  wird,  tritt  nämlich  nur  in  der 
Mille  des  Gesichtsfeldes  klar  hervor,  and  je  reiner-  mau  daseelbe  haben 
will,  mit  einer  desto  kleiDeren  Ausdehnung  wird  man  sich  begnügen 
tnrliten.  Schiebt  man  die  Ocnlnrrohre  um  eine  sehr  geringe  Grösse 
geg*n  das  Ohjectiv  hin,  so  erweitert  sich  zwsr  der  deutliche  Kreis;  es 
Ipgi  sich  aber  alsdann  über  den  Mittelpunkt  ein  nebliger  Fleck,  der  in 
Am  Maassstabe  wächst,  in  welchem  durch  ferneres  Hineinscbiebi^n  des 
(Ititlareinsatzes  der  deutliche  Kranz  sich  erweitert,  und  so  Uaft  das  Bild 
bei  tubaltendem  Weiterscbieben  in  Gestalt  einer  ringlormigen  Welle  dem 
Rtiido  des  Gesichtsfeldes  zu." 

D«nu  wird  die  Perspective  des  Bildes  besprochen; 

(S,  11  unten.)  „Ein  sehr  schwerwiegender  Vorwurf,  den  mau  diesem 
[Cstnpant-)  Ocnlar  ferner  machen  mues,  ist  die  ans  der  sphSriBulien 
Abweichung  der  einfallenden  Lichtkegel  entstandene  Verzerrung  des  Ge- 
MbcDen.  ...  Das  Ocnlar  vergrössert  demnach  gegen  den  Rand  des  (^e- 
fichttfeldes  hin  stllrker,  als  in  der  Mitte  desselben.   Diese  bässliche  Eigen- 

Klllft  ..." 

Um  einen  recht  klaren  Begriff  von  der  Grösse  der  Kugelabweichnng 
M  erhalten,  wird  ein  Beispiel  durchgerechnet; 

„Ein  schlagender  Beweis  für  das  eben  Gesagte  liegt  auch  schon 
>l>tin,  dass,  wenn  die  ins  Auge  tretenden  Centralstrahlen  aus  der  Est- 
f'roaDg  von  10  Zoll,  der  Weite  des  deutlichen  Sehens,  divergiren,  die 
Kinilstraiilen  aUdaun,  obiger  Abweichang  gemftss,  aus  dem  Abstände 
na  22,6  Zoll  herzukommen  scheioeu." 

(S.  13  unten.)  ,,Aach  von  der  Farben  Zerstreuung  in  der  Axe  ist 
dieies  Ocnlar  ...  nicht  frei,  Es  gilt  sogar  die  ganze  auf  die  Zerstren- 
ODg  der  Farben  bezügliche  Einrichtung  streng  genommen  nur  für  die 
wi  der  Mitte  des  Objectivs  herkommenden  Hauptstrahlen,  also  nur  für 
iw  Axen  aller  einfallenden  Lichtkegel.  ...  Zwar  sind  die  auf  solche  Art 
abrig  bleibenden  Reste  der  Zerstreuung  durch  ihr  regelloses  Ineinander- 
■irknu  nicht  im  .Stande,  farbige  Ränder  an  den  Kanten  der  Objecto  her- 
tonurufen,  tragen  jedoch  immer  dazu  bei,  die  Deutlichkeit  zu  binter- 
lrcib«n  und  dem  Bilde,  anstatt  Schärfe  und  Correctbeit,  eine  gewisse 
Weichheit  zu   ertheilen." 

Schlieuticb  wird  der  blaue  Rand  des  Gesichtsfeldes  erwähnt  und 
erkllrt. 

Nun    werden    die   Nachtheile   des   Doppeloculare    zweiter    Classe    be- 
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■  ^^1.  •v^-.y^  .■>*<■»•■-.'-. /■   .*■ 


(S.  15.)  „Dieses  Von  Ramsden  eingeführte  und  später  von  Fraun- 
hofer bedeutend  verbesserte  Ocular  bleibt  im  Allgemeinen  an  guten 
Eigenschaften  noch  weit  hinter  dem  Doppelocular  erster  Classe  zu- 
rück, hat  jedoch  vor  diesem  den  grossen  Vorzug,  dass  sein  Fadennetz 
nicht  nur  in  erhöhter  Ausdehnung  rein  gesehen  wird,  sondern  auch  der 
Ort  desselben  weder  von  der  grössern  oder  geringern  Entfernung  der  Ob- 
jecte,  noch  von  derAccomodation  des  Auges  erheblich  abhängig  ist,  wel- 
cher Tugend  sich  ersteres  (Campani-)  Ocular  keineswegs  rühmen  kann/^ 

Der  letzte  Theil  dieses  Satzes,  von  „sondern**  bis  „abhängig  ist'^ 
steht  wörtlich  auch  in  Hunäus,  Geometrische  Instrumente,  S.  56,  und 
bedarf  einer  Bemerkung. 

Von  der  grössern  oder  geringern  Entfernung  der  Gegenstände  hängt 
der  Ort  des  Fadenkreuzes  ganz  genau  in  gleicher  Art  bei  Ramsden- 
wie  bei  Campani -Ocular  ab.  Man  erkennt  das  einfachst,  wenn  man 
die  Femrohrlänge  (bei  deren  Abänderung  die  Fadenplatte  verschoben 
wird)  ijt  und  Ic  [Formeln  5)  und  8)]  nach  der  Gegenstandsweite  diffe- 
rentiirt;  man- findet  dann: 

(iG       dG  \G-'FJ' 

Ueberhaupt  ist  die  Ortsänderung  des  Fadenkreuzes,  welche  durch 
Aenderung  der  Gegenstandsweite  bedingt  wird,  nur  vom  Objectiv  ab- 
hängig und  dieselbe,  wie  immer  das  Ocular  beschaffen  sein  mag. 

Anlangend  den  Einfiuss  der  Accomodation  des  Auges,  so  ist  die 
Lage  der  Faden  platte  gegen  das  Objectiv  ganz  unabhängig  (bei  jeder 
Art  von  Fernrohr)  von  der  Sehweite,  nicht  aber  die  Lage  gegen  das 
Augenglas  und  das  Collectiv.  Es  ist  der  Abstand  des  reellen  Bildes 
(also  auch  der  Fadenplatte)  vom  Collectiv  des  Kamsden-Oculars  schon 
früher  gefunden  worden  (S.  29): 

wenn  man  statt  d^e  einfach  d  schreibt.     Um  zu  wissen,  wie  sich  ^^  mit 

der  Sehweite  ändert,   bilde  man   --^    und  findet,  was  auch  durch  Diffe- 

äo 

rentiirung  der  Fernrohrlänge  nach  der  Sehweite  gefunden  wird: 

d6      d6       ^^\2ö  +  fJ 
Beim  Campani -Fernrohr  ist  die  für  andere  Sehweite  erforderliche  Ver- 
schiebung der  Fadenplatte: 

die 


''^\2ö  +  f) 


dö       ^\2ö+P 

Es  ist  also  allerdings  bei  Ramsden- Fernrohr  die  gleicher  Aenderung 
der  Sehweite  entsprechende  nothwendige  Verschiebung  deJr  Fadenplatte 
nur  ^mal  so  ^ross,  als  die  bei  Campani -Fernrohr  mit  gleicher  Augen- 
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ibrwnnweitc  erforderlicbe.     Fragt  maa  nacb  dem  Vetbältiiisee  der  glei- 

luderang    der   Sehweite   eateprechenden    uothwcndigea    Verscbie- 

mngen    der,  Fadenplatte    in    gleich    stark    vergrössernd  en    Rams- 

[den-   anil  <^'ani;iani-Fernrohreu,  so   erhiilt  man  ein  weseatlicb  anderes 

^baisH      Das    CanipaDi- AiigenglAS    ist    dann    von  erheblich  kürzerer 

die- 
I   ——    nimmt    einen    kleinem  Wertb  an,    der   unter  jene 


Bekanntlich  i 


!  für  gleiche  Vergröaaernng  geforderte 
Nimmt  man  die 


Vergleichui 


zwei    Oonlare   folgendei 


riliKltDiaa    von  fit-te  verBndetlieh  mit  der  Sehweite, 
ihwaitc  unendlich  an,  so  findet  man: 

dt  da  "A  U  +  f  /' 
tracht  der  Kleinheit  von  f  gegen  die  Sehweite  also  entschieden 
^ftsser  bU  1,  d.  b.  die  Fadenplattenverschiebung,  entspringend  aus  ge- 
Xnderter  AcceiDodation,  i«t  im  KAmsden- Fernrohr  grösser  »la  im  Garn- 
pani'Fernruhr  gleicher  VergrÜBserung.  Uebrigen»  wird  gewöhnlich 
in  Campani  Ocularen  nicbl  dna  Fadenkreuz  verschoben,  bis  seine  Stel- 
lang der  besnndern  Sebneite  passt,  sondern  das  Äugenglas  gngen  das 
Fadenkrena  nnd  gegen  das  Cnllectiv  und  damit  das  insammengesetzte 
Ocnlar  verschlechtert . 
r    fährt    ii 

a.  O.)     D 
IC  nacb  dieselben  n 
if  ganx  Ühnlichen  Urs 
teo   UonstrnctioD  hier  i 

„Die  Krümmung  des  Bildes  ist  ..,  etwas  geringer  ..." 
„Die  Verzerrung  der  Perspective  ist  ebenfalls  erträglicber." 
„Die  Fatbenzerstrennng  ausserhalb  der  Äxe  der  Linsen  ist  aber  auf 
andern  Seite  nur  nnvollslSndig  gehoben,  daber  dieses  (Kamsden) 
.lar  die  Objecle  gegen  die  BegrenzuDg  des  Gesicbtsfcildes  hia  mit  ziem- 
fa  bervottretenden  farbigen  Säumen  darbtellt  und  folglicb  in  dieser 
jicbl  der  vorigen  Eintichlung  (Campani)  bedeuten  d  nachsteh  t." 
„Beiderlei  Abweicbnogen  in  der  Axe,  sowohl  die  sphäriscbe,  als  auch 
cbromatiscbe,  sind  bin  wiederum  hier  etwas  vollstiindigergeboben..." 
„Der  blaue  Band  des  Geäicbtafetdes  ist  fat.t  ebenso  stark,  als  bei 
vcirigeu  Einriebhing." 

(S.  m.)     I,  Ein    weiterer  Nachtheil    ist   noch    der,    daas    der  Ort   des 
de«   allzu    nahe    an    die   erste  Fläche    der  Linse    (des  Collectivs)  fMlt, 
der  zufällig    daraufliegendo  Staub    in    die  Vorstellung  des  Ge- 
sich  blöreud  einmischt;  wenn  mnii  indessen  stets  reinlich  zu  Werke 
ital,  lÜMMU  (Jm«taud   wenig   odet  (jKr  uiclita  wl  bftdAuXWb." 


e  Mangel  des  Kamaden- Ocnlars  sind  der  Hanpt- 
e  die  des  Campani-Oculara,  und  beruhen  auch 
eben;  .sie  treten  indessen  vermöge  der  verSuder- 
einer  andern   Mischung  und  Slürke  heivor", 
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In  dieser  Zusammenstellung  Kellner^s  ist  Alles  sn  Gunsten  des 
Ramsden-Oculars,  bis  auf  den  farbigen  Band  gegen  die  Grenaen  des 
Gesichtsfeldes,  der  zu  Ungunsten  von  Ramsden  z&hlt.  "Sun  ist  der- 
selbe an  und  für  sich  bei  dem  Beobachtungsfernrohr  nicht  sehr  störend, 
mehr  ein  Schönheitsfehler,  findet  sich  aber  auch  bei  Campani-Ocular, 
nur  weniger  lebhaft,  d.  h.  die  Farbe  ist  weniger  von  Weiss  verschieden, 
da  die  den  einzelnen  Spectralfarben  entsprechenden  Ränder  „so  regellos 
ineinander  rücken**;  ist  die  Lebhaftigkeit  der  Färbung  geringer,  so  ,,wird 
jedoch  immer  die  Deutlichkeit  hintertrieben  und  dem  Bilde  anstatt  Schärfe 
und  Correctheit  eine  gewisse  Weichheit  ertheilt*'.  Ganz  anders  fallen 
die  von  der  sphärischen  Abweichung  herrührenden  Mängel,  die  bei  Cam- 
pani-Ocular die  sehr  viel  stärkere  Krümmung  und  Verzerrung  des  Bil- 
des bewirken,  ins  Gewicht.  Es  sei  daran  erinnert,  dass  in  den  sphä- 
rischen Zerstreuungskreisen  die  Lichtintensität  gegen  den  Rand  hin  zu- 
nimmt, in  der  chromatischen  aber  ab,  und  die  gewöhnlich  angenommene 
Zulässigkeitsgrenze  für  sphärische  Abweichungskreise  1  Secunde,  fUr 
chromatbche  Abweichungskreise  bis  zu  5  Minuten  Halbmesser  beträgt. 

Für  das  Beobachtungsfernrohr  kommt  noch  ein  umstand  in 
Betracht,  dessen  Kellner  nicht  gedenkt,  der  aber  in  manchen  Lehi^ 
büchern  der  Geodäsie  und  in  meinen  schon  einmal  angeführten  „Ergeb- 
nissen physikalischer  Forschung**  (§  644)  besprochen  wird.  Im  Cam- 
pani> Femrohr  sieht  man  das  Fadenkreuz  nur  durch  das  Augenglas,  also 
nicht  möglichst  deutlich,  da  die  zwei  Abweichungen  der  benutzten  einen 
Linse  ungemindert  bleiben.  Den  angezielten  Gegenstand  aber  sieht  man 
durch  das  ganze  Ocular  und  die  Stellung  und  Einrichtung  des  Oculars 
ist  ja  so  gewählt,  die  Aberrationen  weniger  störend  zu  machen.  Gegen- 
stand und  Fadenkreuz  werden  im  Camp  an  i «Fernrohr  also  niemals  gleich 
scharf  und  deutlich  gesehen,  sondern  das  virtuelle  Bild  des  letzteren  ist 
etwas  mangelhafter  als  das  des  Gegenstands.  Es  ist  sogar  die  Stellung, 
die  man,  um  das  ganze  Ocular  möglichst  gut  zu  machen,  dem  Augen- 
glase giebt,  nämlich  mit  der  convexen  Seite  dieser  planconvexen  Linse 
gegen  das  Fadenkreuz  gewendet,  für  die  Fadenkreuzbetrachtung  die  un- 
günstigere; das  virtuelle  Bild  der  Fäden  würde  weniger  mangelhaft  sein, 
wenn  die  ebene  Seite  der  Linse  gegen  die  Fäden  gekehrt  wäre. 

Im  Ramsden- Fernrohr  hingegen  werden  das  reelle  (fehlerfreie) 
Bild  des  entfernten  Gegenstandes  und  das  Fadenkreuz  durch  das  ganze 
Ocular  betrachtet,  das  heisst  durch  ein  und  dieselbe  Linsenzusam- 
menstellung, welche  die  virtuellen  Bilder  des  Gegenstandes  und  des 
Fadenkreuzes  in  gleichem  Maasse,  möglichst  vollkommen  und  thun- 
licbst  befreit  von  den  Aberrationen  entwirft. 

Es  wird  zuweilen  angegeben,  das  Ramsden -Ocular  sei  anzuwenden 
bei  Mikrometeryoniehtung  der  Fäden  und  das  Campani-Ocular  sei  un- 
brauchbar, Iß  ffesren   einander  verschoben   werden  sollen. 


I 


glwl)teiin weite  erforderliche.  Fragt  man  nacb  dem  VerhaltnisBe  der  glei- 
ehnt  Aenderung  der  Sehweite  enlBprecheoden  nothweiidigen  Verscbie- 
hnngen  der.  Fadenplstle  in  gleich  stark  vergröBscrad  en  Rame- 
deu-  oad  ('«nipani- FernrohreD ,  sn  erhSU  man  eio  wesentlicli  anderes 
Erg»))nieB      Das    Campani- Angenglas    ist    Anna    Tnn  erheblich  kürzerer 

IGrtDDweite  and  --7—  nimmt  eioen  kleinern  Werth  an,  der  unter  jene 
»Oll  —  ginkt.     Bekannllicb  ist  das  für  gleiche  Vergrösserang  geforderte 

VttrliültDis«    von  fif-fo-  veränderlich  mit  der  Sehweite.     Nimmt  man  die 
I  febweile  anendlich  an,  so  findet  man: 

■  rfd  "  di        ^'\  2d+f  J' 

^B  Sa  Anbetracht  der  Kleinheit  vod  f  gegen  die  Sehweite  also  entschieden 
grdMfr  als  I,  d.  h.  die  FadeDplatleuveracbiebung,  entspringend  aus  ge- 
iaderter  Accomadation,  ist  im  RAms  den -Fernrohr  grösser  nU  im  Cam- 
ptiii- Fernrohr  gleicher  Vergrössernng.  üebrigena  wird  gewöhnlich 
iuCimpnni-Ocalarcn  nichr  das  Fadenkreuz  verachohen,  bis  seine  Slel- 
iatig  der  besondern  Sehweite  passt,  sondern  das  Augenglas  gegen  das 
Tadenkreus  und  gegen  das  Culleutiv  and  damit  das  zttsammengesetate 
Ocokr  veroch lachten. 

Kellner    (ahrt    in    der    Vergleichong    der    zwei    Oculare   folgender- 
1        DUtNeD  Tort: 

(S.  15  B.  B.  O.)     Die  Mängel  des  RamEdenOcnlars  sind  der  Uaupt- 
netie  nach  dieselben  wie  die  des  Campani-Ocnlara,  und  beruhen  anub 
auf  g»n2  ähnlichen  Ursachen;  ,  sie  irelen  indessen  vermöge  der  verBndor- 
m  L'unitmction  hier  in  einer  andern  Mischung  and  SlKrke  hervor". 
„Die  Krümmung  des  Hildea  ist  ...    etwas  geringer   ..." 
„Die  Verzerrung  der  Perspektive  ist  ebenfalls  erträglicher." 
„Die  FarbeozerstrenuDg  auHeerhalb  der  Axe  der  Linsen  ist  aber  auf 
d«T  andern  Seile  nur  onvoUaiandig  gehoben,  daher  dieses  (Kamsden-) 
Ocnlar  die  Objecte  gegen  die  Begrenzung  des  Gesichtsfeldes  hin  mit  ziem- 
licli  hervortretenden  farbigen  Säumen  darxlellt  und  folglicfa  in  dieser 
HiDticbt  der  vorigen  Einrichlnng  (Cam  pan  i)  bedeutend  nachsteht." 
..Ueiderlei  Abweichungen  in  der  Axe,  sowohl  die  sphärische,  als  auch 
iliechionia  tische,  sind  hin  wiedernm  hier  etwas  vollständiger  gehoben..." 
„Der    blane  Knnd  des  Gesichtsfeldes  ist  fast  ebenso  stark,   als  bei 
dit  vorigen  Einrichhing." 

(S.  16.)  I.  Ein  weiterer  Nachtheil  ist  noch  der,  dasa  der  Ort  des 
Bild«  allzu  nahe  an  die  erste  Fläche  der  Linse  (des  Collectivs)  frillt, 
«odnrch  der  anfällig  darnnriiegende  Staub  in  die  Vorstellung  des  Ge- 
•«linoeu  sich  siür^Dil  eiiimisuhl ;  wenn  mnn  indessen  stets  reinlich  zn  Werke 
•o  bftt  dieser  Umstand    wenig   oder  gar   nichts   zu  bedeuteu." 
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Werkzeuge  erwünscht  ist.  Der  LängeDunterscbied  ist  iu  Formel  22)  aD> 
gegeben;  sein  Werth  ist  so  anViedeutend  —  für  unendlielip  Sehweite  |4 
der  Ang<^uglasbreDn weite  des  gleich  stark  vergrösse rüden  Kepler- Fern- 
rohrs — ,  wird  iu  den  praktischea  F&llen  nur  wenige  Millimeler  lelrageo, 
dass  hierdurch  die  Vcrgleichung  nicht  zu  Gunsten  des  Cnrnpani- 
Fernrohrs  gewendet  wird. 

Manche  Sdiriftsteller,  wie  UunSas,  empfehlen  lebhaft  das  Bama- 
dcD-OciJar  Tür  ItislsDEmesser  nnd  fiberhaupt  fUr  die  Fülle,  wo  anch 
Kosserbalb  der  optischen  Axe  genau  beobachtet  werden  soll,  hingegen  das 
Campani-  ßir  Theodolithfetnrohre  und  viele  andere.  Nachdem  duroh 
meine  Untersnchnng  dargethan  ist,  dass  die  oft  angerührten  Vorzöge  des 
Campau  i- Oculars  —  grössere  Helligkeit  und  gröE§cres  Gesichtsfeld  — 
QDt  vermeintliche  sind,  nSmlich  bei  richtiger  Vergleicbnng  gleich  stark 
vergrüssernder  Fernrohre  gar  nicht  bestehen,  sprichc  gar  kein  ernst- 
hafter Grnod  für  Anwendung  von  Cum  pani-OcuIar,  hingegen  Alles  zur 
Empfehlung  des  Ramsden  Oi-ulars.  Ancb  so  die  Ergebnisse  meiner 
öntersnehnng  über  den  Einalellungeiipielraum  des  Fernrohrs  (Zeitachr.  f. ' 
Math.  n.  Pliys.  XXVIII,  8    129  —  149). 

Liest  man  die  bei  den  Schriftetellern  vorkommenden  Drtheile,  aa 
kann  man  den  Gedanken  nicht  unterdrücken,  dasa  eine  gewisse  Vorein- 
genommenheit zu  Gunsten  des  Oampan  i-Oculars  bestehen  müsse,  denn 
wenn  ich  auch  die  nicht  gütigen  VorstUgc  hinsichtlich  UelHgkeit  nnil 
Gesichtefeld  gelten  lassen  will,  so  kann  ich,  nach  den  von  Anderen  ge- 
machten Zusammenstellnngen  der  Eigenschaften  beider  Oculare,  nicht  zu 
dem  von  Jenen  gezogenen  ScbluBse  kommen,  sondern  mnss  schon  dar- 
nach dem  Ramsden-Ocular  einen  Vorzug  einräumen. 

Bbendiese  Begünstigung  des  Campan  i- Oculars  zeigt  sich  in  der 
Praxis.  Ich  habe  unr  ein  oder  xwei  Mal  bei  sehr  vielen  Beobachtnags- 
femrohron,  die  ich  schon  benutzte,  ein  Kamsden-Ocnlar  gefunden, 
sonst  immer  Campani-Oculare.  Auf  mein  Ersuchen  faaben  die  Vor- 
stAnde  einiger  grösseren  geodidisiben  Sammlungen  in  Ueutschtand  Ab 
Zählungen  der  Kamaden-  und  der  Campani-Oculare  an  den  verschie- 
denen Instrumenten  der  betreffenden  Sammlungen  «astellen  lassen,  wofür 
ich  jenen  Herren  zu  Dank  verpflichtet  bin.  Uas  Ergebuiss  ist  ein  ganz 
entschiedenes  Ueberwiegen  des  Campani-  Oculars.  Verhältniesmässig 
am  reichsten  (oder  am  wenigsten  arm)  an  Ramsden-Ocnlaren  ist  die 
geodätische  Sammlung  der  Münchner  polytechnischen  Schule,  das  Ver- 
bältniss  ist  29  Kamsdcn  auf  40  Campani. 

Der  HaoplschlnsH,  zu  dem  ich  nach  vorstehender  UntersDchong 
komme,  ist  der:  gar  kein  Campani-Ucutar  zu  verwenden,  sondetu  immvt 
das  Kftoisden   Ocular. 

Acchaffeubnrg,  15.  Joli  1881. 


VI. 

Ueber  sphäiisclie  Vielecke,  die  einem  Kreise 
eingeschrieben  und  einem  andern  Kreise  um- 
geschrieben sind. 

Von 

Dr.  Stoll, 

Gymnasiallehrer  in  Bennbeim. 
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Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ist  die  Gleichung  eioes 
Kegels,  dessen  Spitze  im  Anfangspaukte  der  Coordinaten  liegt,  dessen 
Axe  mit  der  Axe  der  z  zusammenfällt  und  dessen  Erzeugende  mit  der- 
selben den*  Constanten  Winkel  r  bilden: 

1)  z^=^{jx?  +  y^  +  z^)cos^r, 

eine  Gleichung,  die  man  vermittelst  Einführung  des  veränderlichen  Para- 
meters fp  durch  folgende  zwei  ersetzen  kann: 

la)  x^=  ztgr  cosg>^     y  ^=  ztgr  sintp. 

Daher  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  diejenigen  Erzeugen- 
den geht,  denen  die  Parameter  (p^  und  fp^  angehören: 

X  y  z 

tgr  costp^     tgr  sintp^     1 
ig  r  cos  (p^     ig  r  sin  (p^    1 
oder  entwickelt: 

2)  X cosl{(p^  +  (p^)  +  y  sin^(ip^  +  «p^)  =  j  igr  cos^i^p^-^tp^). 

Die  Gleichung  eines  zweiten  Kegels,  der  mit  dem  ersten  die  Spitze 
gemeinschaftlich  hat,  dessen  Axe  mit  der  z-Axe  den  Winkel  d,  mit  der 
«•Axe  den  Winkel  90^  — d  und  mit  der  y-Axe  den  Winkel  90''  macht, 
deisen  Erzeugende  endlich  gegen  seine  Axe  um  den  constanten  Winkel 
9  geneigt  sind ,  ist  folgende : 

3)  {x sin 6  ^zcos d)*  =  {x^  +y*  +  **)  cos* Q- 

Die  beiden  Kegel  1)  und  3)  erzeugen  auf  einer  Kugeloberfläche, 
deren  Mittelpunkt  in  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  fällt,  zwei  kleine 
Kreise  von  den  sphärischen  Radien  r  und  p,  deren  Mittelpunkte  um  den 
Bogen  6  von  einander  entfernt  sind,  und  die  Ebene  2)  schneidet  diese 
Kogeloberfläche  in  einem  Bogen  eines  grössten  Kreises,  der  eine  Sehne 
dtt  kleinen  Kreiaes  mit  dem  Radius  r  ist;   dabei  ist  zu  bemeik^xi     d«^«% 


=  0. 


92  Ueber  sphärische  Vielecke  etc. 

die  Parameter  9^  und  <p^  die  beiden"  Winkel  bedeuten ,  welche  die  nach 
den  Endpunkten  dieser  Sehne  gerichteten  Radien  des  Kreises  r  mit  dem 
Verbindungsbogen  der  Mittelpunkte  der  Kreise  r  und  q  (der  Centrale) 
machen.  Soll  nun  diese  Sehne  den  kleinen  Kreis  mit  dem  Radius  q 
berühren  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Ebene  2)  eine  Tangentialebene  deb 
Kegels  3)  sein,  so  findet  dafür  folgende  Bedingungsgleichung  statt: 

cos^  Q  —  sin^  ö  0  —  51/1  d  cos  ö  cos  ^  (ipj  +  <P%) 

0  cos^Q  0  *«'»i(Vi  +  92) 

—  sin  d  cos ö  0  co^^f  —  cos^i       -tgr  cos ^  {(p^  -  tp^) 

cos^((p^4-<p^)     sm{{(p^  +  q>^)     -  igrcos\{ip^-ip^)  ^     0 

oder  entwickelt: 

[sin  d  cos  ^  {(p^  +  tp^)  —  Igr  cosi  cos  \  (ipj  —  9^2)]* 
=  [1  +  ^9^  r  cos*  4  (9i  —  9j)]  sin^Q. 

Um  dieser  Gleichung  eine  für  unsern  Zweck  mehr  dienliche  Form  zu 
geben,  ersetzen  wir  zunächst  die  Cosinusse  der  halben  Winkelsummen 
und  Winkeldifferenzen  durch  ihre  ausgeführten  Werthe  und  erhalten  so: 

[{ig r  cosd  +  sin  6)  sin ^(PiSin^(p^  +  {lg r  cosd  —  sin d)  cos ^ (p^  cos ^ g),]* 
=  [l  +  tg*r  (cos  i 9i  cos  ^  g),  +  sin  ^  tp^  sin  ^  q>^y]  sin*  q  , 

oder  nach  Ausführung  der  angezeigten  Operationen  und  neuer  Anordnung 
der  Glieder: 

[{lg r  cosd+  sin  6)*  —  ig^r  sin*  q]  sin*  ^  g?j  sin* ^  g)^ 
+  [(J9 r  cosd  —  sin  d)*  —  ig*r  sin* q]  cos* ^ (p^  cos* ^ tp^ 
+  2[(/^*r  cos* 6  —  sin*S)  —  tg*r  sin*Q\  sin\q>y^  sin^^tp^  cosii^q>^  cos)^q>^  =  sin*Q. 

Drückt  man  endlich  die  Sinusse  und  Cosinusse  der  halben  Winkel  durch 
ihre  Tangenten  aus,  so  nimmt  die  Bedingungsgleichung  schliesslich  die 
Form  an: 

[sin*  (r  +  6)  —  sin*  r  sin*  q\  lg*  \  q>^  lg*  ^  g?^ 
-|-  2  [sin  (r  +  b)  sin  (r—S)  —  sin*  r  sin*  q\  tg  \<Pilg\fPi'-\-  sin*  (r  —  d)  —  sin*  r  sin*  q 

=  (1  +  (9^9>l)  (1  +  'i^H 9>2)  ^^^^Q  ^ö^'-i 

oder,  wenn  man  nach  vorgenommener  Reduction  der  Abkürzung  halber 
statt  (g^(pi  und  '^^^2   ^  ^^^  '2  schreibt  und  die  Grössen 

5f>i^  (r  +  d)  —  sin*  Q 
stn^Q  cos^r 

,  sin*{r  —  ö)^sin*Q 

4)  <        7-^ g =  b, 

stn^QCos^r 

^  sin  (r  -|-  ö)  sin  (r  —  6)  —  sin*  0  sin*  r 

2  •  — ^ ^^ =  c 

sin*  Q  cos*  r 

setzt : 

5)  at*t^*  +  b  +  ct,t,  =  t,*  +  i^*. 

Legt   man    daher  von   irgend   einem  Punkte   der  Kreisperipherie  r, 
dessen  Parameter   tp^  ist,   an  den  Kreis  g  eine  sphärische  Tangente,   so 


hlos. 

?s    stattfindet,    ist 

!  letzte  Seitß  det 


erbllt  man  den  Psismettir  den  zweiten  Subaittpauktes  derselben  mit  dem 
Kreite  r  dnrch  die  GleicLung  5);  legt  man  TcrDer  von  dem  Puiikte  tp^ 
in  dereelben  RichtDog,  in  welcher  rp,  und  rp^  gemessen  sind,  eine  zweite 
Bj>hiiri»the  Taogente  an  den  Kreis  (i,  eo  etbült  man  den  Parameter  <p^ 
ihre»  auf  dem  Ereiao  r  gelegenen  Endpunktes  durch  die  ähnltcb  gebildete 
Gl.»bu.g,  „,,.'.•  +  '  +  ".'.  =  <.'  +  (,■. 

Wenn  mau  bo  fortföhrt  nnd  immer  vom  Endpunkte  der  letzten  Tan- 
gente an  den  Kreis  q  eine  neue  Tangente  legt,  so  bekommt  man  eine 
Beihe  solcher  Gleiuhnngen  zur  BeBtiramuDg  der  aufeinander  folgenden 
PiMineter,  so  das«  endlich  der  Parameter  des  Endpunktes  der  n'""  Tan- 
gente durch  die  Gleichung 

-.(Sfät, +  (-  +  <■ '„/«+.  =  '2  +  'U. 

gefunden    wird.     Wenn    der  Endpunkt    der   n'"  Tangente   mit   dem  An- 
dtigspuukle  der  ersten  zusammenfällt,  ao  hat  i 
Vicli-ck   von    n    Seiten;    die    Bedingung    dafür, 
Va4.]  =  360''-|'9|>  und  infolge  dessen  gilt  dam 
Vielecke  die  Qleiclung: 

Wir  wollen  nun  den  Anfangspunkt  der  ersten  Tnngeute  auf  der 
Kmsperipherio  r  um  einen  unendlich  kleinen  Bogen  rfy,  in  der  Bich- 
iDDg,  in  der  die  qi  gezählt  sind,  verschieben,  dann  verschiebt  sich  ihr 
t^ndpnukt  um  den  unendlich  kleinen  Bogen  ifijpj,  der  Endpunkt  der  awei- 
ten Tangente  um  ilip^etc.,  der  der  h''^"  um  (J^n+i.  Alle  diese  Increraente 
baban  dasMelbe  Zeichen,  weil  mit  dem  Wachstbum  von  91,  alle  übrigen 
ip  «acbsen.  Um  das  gegenseitige  Verbältnies  derselben  kennen  ku  let- 
oen,  dilTorentiire  man  die  Gleichung  5)  nach  cp,  und  qi,,  wodurch  man 
Mhill: 

Darvl)  Auflösung  der  Gleichung  5)  nach  /,  findet  mau  aber: 

nod  liorcli  Auflßenng  nach  1^: 

daher  ist: 


>^4«V+('^-4«'»-4)'."  +  4*j          /4o/*+[e«~4<i6-4)(,<  +  4(-, 
—        ,  +  ,,.  -^-P.  = l+(.« "  V" 

«o  die  Zeichen  rechts  nnd  links  positiv  genommen  wurden,  weil,  wie 
obra  bemerkt,  die  Incremente  (/«p,  nnd  rfq?g,  dasselbe  Zeichen  haben 
niHsapii.  Wenn  man  die  Coefficienten  von  rfgi,  und  d<p^  kurzweg  mit  f 
und  /*,  ttexeichnrl,  so  hflt  die  letzte  Gleichung  die  Oxstall: 


94  lieber  sphärische  Vielecke  etc. 

für  das  Verhältniss  von  dg>^  aod  </ 9)3  findet  man  ebenso:  /'s  ^<Ps  =  /2^<Ps* 
für  das  von  cfg>3  nnd  d<p^:  f^dq>^^=f^dq>^  etc;  endlich  f&r  das  von  dtp^ 
und  ^9>ii4.i:'/'ii.f  I  dtp^^fn  dq>^^i.  Die  Mnltiplication  aller  dieser  Gleich- 
ungen ergiebt: 

nun  ist  aber,  im  Falle  das  ursprüngliche  Vieleck  geschlossen  war,  fu+t 
=  /*!,  daher  ist  dann  auch  dg>^  =  d(pu^iy  d.h.  der  Endpunkt  der  letzten 
Tangente  fällt  auch  jetzt  wieder  mit  dem  Anfangspunkte*  der  ersten  zu- 
sammen und  man  hat  ein  neues,  wiederum  geschlossenes  Vieleck,  das 
dem  Kreise  r  ein-  und  dem  Kreise  q  umgeschrieben  ist.  Indem  man 
deo^  Anfangspunkt  der  ersten  Tangente  stetig  immer  weiter  in  derselben 
Richtung  auf  der  Kreisperipherie  r  fortrücken  lässt,  werden  bei  jeder 
auch  endlichen  Verrückung  dieses  Anfangspunktes  immer  neue  ge- 
schlossene Vielecke  entstehen,  so  dass  man  den  Satz  aussprechen  kann: 

A.  Dreht  man  ein  sphärisches  ra-Eck,  das  einem  Kugel- 
kreise  reingeschrieben  und  einem  andern  Kugelkreise 
(>  umgeschrieben  ist,  so,  dass  seine /i  Eckpunkte  immer 
auf  der  Peripherie  des  ersten  Kreises  fortrücken,  seine 
n  —  1  ersten  Seiten  aber  den  zweiten  Kreis  berühren, 
indem  sie  sich  auf  demselben  hinwälzen,  so  berührt 
auch  seine  n^^  Seite  fortwährend  denselben  Kreis. 

Dieser  Satz  gilt  in  seinem  ganzen  Umfange  auch  für  die  Ebene, 
weil,  wenn  man  den  Radius  der  Kugeloberfläcbe  bis  ins  Unendliche 
wachsen  lässt,  sich  an  der  ganzen  Schlussweise  nichts  ändert.* 

Dagegen  gilt  nur  für  die  Ebene  ein  anderer,  schon  bekannter 
Satz,**  den  wir  jetzt  herleiten  wollen.  Denken  wir  uns  nämlich  den 
Kreis  r  in  der  Ebene  als  fest  und  gegeben,  dagegen  in  derselben  Ebene 
eine  Schaar  von  Kreisen  mit  veränderlichem  Radius  p,  welche  mit  dem 
Kreise  r  dieselbe  Potenzlinie  haben,  so  hat  man,  um  die  Gleichung  der 
letzteren  zu  finden,  die  beiden  Gleichungen 

a;2  +  y«  =  r«   und    {x -- öf  +  y^  =^  q^ 

von  einander  abzuziehen,  was  2öx  =  r^"{-6^ — q^  ergiebt;  berücksichtigt 
man  aber,  dass  für  diesen  Fall  die  zwei  ersten  der  Gleichungen  4) 
in  {r+öf  =  Q\a+\)  und  (r-^)«  =  ^2(A+ 1)  übergehen,  dass  folglich 
2(r^'\'d^-Q^)  =  QHa  +  h)  und  4rö=  Q^a-h)  ist,  so  erhält  die  Gleichung 
der  Potenzlinie  die  Gestalt: 

{a  —  h)x  =  {fi  +  ff)r. 


*  Für  die  Ebene  hat  den  Satz  mit  Heranziehung  der  elliptischen  Functionen 
bewiesen  .Tacobi  in  Crelle'8  Journal  Hd.  3.  Vergl  Dnri'tre,  Theorie  der  ellipt. 
Funct.,  2.  Aufl.,  S.  181. 

**  Vergl.   I)ur«;ge  a.  a  O.  S.  180 


M«ii    kann    daher    die   Forilernng,    daae    die   Potenslinie    für   die   ganze 
S«liMT   von  Kreteeo  dieselbe  sein  solle,    in  die  Form  kleiden:    das  Ver- 
ls a:b  Bolle  conslant  sein,  wpon  aneh  die  a  niid  '-  selbst  fürjedsn 
der  ScLamr  verseliiedyno  Werthe  haben.    Legen  wir  nnn  von  irgend 
lern  Punkte  der  Kreis peripherie  r,    dessen  Paranieler  ip^  ist,  an  einen 
Kreis  dieser  Schaar    eine  Tangente,   so   finden  wir  den  Parnmeter  ibrea 
Endponktes  auf  den  Kreise  r,  wie  oben,  durcb  die  Gleichung  5): 
«'i*f»'+&  +  c',',  =  'i*  +  V- 
Der   Parameter   des  Endpunktes   einer   zweiten  Tangente,    die   man 
Toni  Endpnnkte  der  ersleD  an  einen  andern  beliebigen  Kreis  det  Schaar 
If^,  wird  erhallen  durch  die  Gleichung: 

«'/,*(,*-|-fc-+c'/,/,=./3»  +  (i,»    U.  S.   W. 

Indem    man    nun  den  Anfangnpnukt  der  ersten  Tangente  unendlich 
vt-oig  verschiebt   und   sonst  dieselbe  Schlussweise   anwendet,    wie  oben, 
rihült  man  uacheiunnder  die  Differentialgleiehnngen: 
"  /477,*T(r''-4«fc-4H,*  +  j"Ä 


YUi 


.(C*  —  \ab-  4)  V  +  4i 


dtp^  ■■ 


l  +  'i* 


yta 

-.'+(' 

»  — 4aV- 

-4)1 

>+4*' 

'  +  !,• 

f/4. 

'.'+(« 

-i„'b- 

-4)/ 

■  +  4J- 

1+',' 


Nun  geht  aber  fUr  die  Kbeni 

2(r'— i*)=i;  p*r,    was    mit    den    i 

[r  +  a;*  =  p>(«+l)     und     {r-öj» 

+  I)(''+1).  an»  welcher  c»- 

dinso  UitTerentialglc 

;linp|    das  Verhältnii 


Igen 


die  dritte  der  Gleichungen  4)  über  in; 
vei  anderen  schon  oben  gebrauchten: 
=  e*{''  +  l)  die  Relation  giebt:  c*  = 
|«h-4  =  4{fl  +  &)  folgt,  üividirt  man 
Ji  reit  b.  I,'  u.  s.  w.  und 
lil  k,    ferner  einen  Aus- 


>i  =  ft'''Pty  fi''fi  =  f»''V»  U.B.W. 
I  durch  Mnitiplication,  wie  oben. 
aber  vom  Kndpnnkte  der  viirlotale 
deiu  Allfang  der  ersten  gezogen, 
rd  auch  diese  uothwendig  irgend 


i  A, 


.  ha 


1  anch  h 


eder 


md  zuletzt  /fl^t  dQ>„  =" /"„  rfgr,^.], 
fn+i<l'P,=fi''V«+i  folgt.  Hat 
I  Tangente  eine  Verbindungslinie 
10  dass  das  Vieleck  sich  schliesst, 
^iuen  Kreis  der  Schaar  berühren 
<Pn+t<    d.  h.  der 


wird  haben:   fn  +  \=/\.    folglich  auch  iiipj  = 
t  der  letzten  Tangente  fallt  «nch  jetzt  wieder  mit  dem  Anfangs- 
t  der  ersten  zusammpn,  und  es  gilt  der  Satz: 

enn    in    der  Kbene   ein  fester  Kreis  mit  dem  Radius  r 


ttadins   p    ge 


1  Kreisen    n; 
nd,    welche 


lit  1 


die 
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■  .^•»■*,-'*^ 


einem  Punkte   des  ersten  Kreises   an  einen  beliebigen 
Kreis  derSchaar  eine  Tangente,  von  ihrem  Endpunkte 
an    einen   zweiten   Kreis   der   Schaar  eine  zweite  Tan- 
gente   und  so   fort,    so   wird   die   Verbindungslinie   des 
Endpunktes   der  letzten  Tangente  mit  deip  Anfangs- 
punkte  der  ersten  immer  denselben  Kreis   der  Schaar 
berühren,    wenn    man    auch    das    dadurch    entstandene 
Vieleck  sich  so  drehen  lässt,  dass  seine  Eckpunkte  auf 
der  Peripherie  des  Kreises  r   fortrücken  und  die  n  —  1 
ersten  Seiten  desselben  fortwährend  dieselben  Kreise 
der  Schaar  berühren. 
Für  die  Kugel  lässt  sich  ein  ähnlicher  Satz  nicht  aufstellen.    Denn 
sollte  obige  Schlussweise  auch  hier  zulässig  sein,  so  müsste  sich  erstens 
die  Grösse   c*  —  Aab  —  4  durch  eine  mit  a  oder  b  multiplicirte  Function 
von  a:b  ausdrücken  lassen,  und  zweitens  müsste  die  Bedingung,  welche 
erfüllt   sein   muss,   damit   alle  Kreise   der  Schaar  mit  dem  Kreise  r  die- 
selbe Potenzlinie   besitzen,    eine  Function  von  a:b  allein  sein.     Keines 
von  beiden  ist  der  Fall.     Die  oben  Gleichung  4)  gegebenen  Werthe  von 
a,  6,  c  liefern  nämlich: 

{a  €08^ r  +  1)  sin*  g  =  sin* (^  +  ') »     (P  ^^** ^  +  1 )  sin*  q  :=  sin*  (r  —  6) 

(c  cos*r  +  2  sin*r)  sin*Q  =  2  sin  (r+ d)  sin  (r  —  d) ; 
daraus  folgt: 

4(ö  cos*r  +  l){b  cos*r  +  l)  =  [(c— 2)  cos*r  +  2]* 
und  daraus 

c^2  =  ^2{l  +  tg*r)±2]/{a  +  l  +  tg*r){b  +  l+tg*r). 

Dies  giebt  endlich: 


c*^4ab^4  =  4{a  +  b  +  2ig*r)  +  8ig*ry{a+l+tg*r){b  +  l+tg*ry 

um  die  Gleichung  des  Potenzkreises  zu  finden,  müssen  wir  aus  den 
Gleichungen  1)  und  3)  die  Grösse  x*'\ry*  +  z*  eliminiren,  wodurch  man 

z*  cos* Q  =  (x  sin  d'\-  z  cos  6)*  cos* r  oder  x  sin  ö  cos r  =  2  (  —  cos  6  cos r  +  cos q) 

erhält,  d.h.  die  Gleichungen  zweier  grössten  Kreise  der  Kugel.  Es  lässt 
sich  leicht  zeigen,  dass  der  erste  derselben,  für  den  das  positive  Zeichen 
gilt,  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  von  einem  beliebigen  Punkte  des- 
selben an  die  Kreise  r  und  q  gelegten  sphärischen  Tangenten  einander 
gleich  sind,  während  die  von  einem  Punkte  des  zweiten  an  den  Kreis  r 
und    den  Gegenkreis   von    q  gezogenen  Tangenten   gleich   sind.     In  der 

That,  sind 

X  sin  d  cos  r^z  ( —  cos  ö  cos  r  -j-  cos  q) 
und 

y  sin  6  cos r  =  Jiz{—  cos 8  cos r  -^-  cos  q) 

die  Gleichungen  der  geraden  Linie,  die  man  vom  Ursprung  nach  einem 
Punkte  des  ersten  Potenzkreises  gezogen  hat,  so  findet  man  den  Winkel 
Ä',  welchen  dieso  Gorade  mit  der  z-Axe  macht,  durch  die  Gleichung: 
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€08  k  = 


WO  — cosd  cos r-{- cos Q  =  (i  sind  cos r  gesetzt  ist;  dagegen  wird  der  Winkel 
«c,  den  dieselbe  Gerade  mit  dem  Kugelradins  nach  dem  Mittelpunkte  des 
Kreises  q  macht,  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

1  +  (xlgö  cos6  +  u  sin ö 

cos  X  =  ,  ^   -r===:^==_  • 

'  f/l  +  fi«(A»+l)yi  +  /fif«a      ^l  +  ^-(A«  +  l) 

Bedeutet  nun  /  die  Länge  der  von  jenem  Punkte  des  ersten  Potenz- 
kreiaes  an  den  Kreis  r,  und  t  die  Lftnge  der  von  demselben  Punkte  an 
den  Kreis  ^  gezogenen  sphärischen  Tangente,  so  ist  nach  einem  für 
rechtwinklige  Dreiecke   geltenden  Satze  der  sphärischen  IVigonometrie : 

cosk  =-cosr  cosi   und   cos%^=^cosq  cosz^ 

also  (cosi  -^r  V^  ^^S)  cosr  cosi^=  cos(^  cosz  oder,  wenn  man  die  Gleichung 
—  cot  d  cos  r  +  cos  q  =  fi  sin6  cos  r  heranzieht : 

COSis=  COST  , 

woraus  die  erste  Behauptung  unmittelbar  folgt.  Nimmt  man  statt  des 
Kreises  q  einen  andern  mit  dem  Radius  ^'=180^  —  g^  so  ist  die  Gleich- 
ang  seines  ersten  Potenzkreises:  x  sind  cosr  =  z ( —  cos 6  cosr  -f-  cosq)  oder 
X  sind  cos r=iz{j-- cos d  COS r  —  COS q)^  d.  h,  die  Gleichung  des  ersten  Po- 
tenzkreises der  Kreise  r  und  q  ist  identisch  mit  der  Gleichung  des  zwei- 
ten Potenzkreises  der  Kreise  r  und  (>,  womit  die  zweite  Behauptung 
erwiesen  ist. 

Wenn  also  eine  Schaar  von  Kreisen  mit  dem  Kreise  r  den  ersten 
Potenzkreis,  der  hier  allein  in  Betracht  kommt,  gemeinschaftlich  hat,  so 
Diuss,    weil    für    einen    constanten   Wertb   von  p  auch   p  tgr   eine   Con- 

sUnte  ist, 

\P  tgr  stno-^- cos  0)  cosr  ^=^qosq 

xr        •*     u        ^       5m*(r  +  a)  — st/i^p  .^  .,         ^ 

sein.      Nun    ist  aber   —==-7-5 ~ 5-=-,    woraus    svir  0  x=  svi* r  cos^ 0 

b       sin^{r — o)—stn^Q 

+  cos^r  sin^  6  —  2 sin  r  cos  r  sin  d  cos  8  folgt.     Daher  muss : 

[p  tgr  sind  +  cosö]^  ros^r 

=  1  —  I  sin'^r  cos^ö  +  cos^r  sin* 8  —  2  • sin r  cosr  sin  Ö  cos 6  1 

L  a--b  J 


o 


der 


[ptgrtg8  +  lY^{l  +  tg*r)(l  +  (g*ö)^^tg*r  +  tg*6^2^^tgrtg8l^ 

oder  endlich 

[ptgrtg6  +  lY^l  +  tg*rlgH  +  2'^tgrtgd 

a~~  0 

sein.    Wenn  man  entwickelt  und  den  Factor  tgd  weghebt,  so  wird  daraus: 

2(p(a-Ä).  •(a  +  6)]  =  (a-6)(l-p»)/yr/</d. 

Silttehtifl  t  lUtliraiftinc  o.  Thytik  XXIX,  ?•  1 
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Es  ist  aber  weiter :  {a  —  //)  shi^g  cos-r  ■=  sin^  (r  -|-  d)  —  sin^(r  — d)  nnd  (^  +  A 
—  r  +  2)  sin'  Q  cos^ r  =  [sin (r  +  6)  —  sin  (r  —  d)]* ;  daher  kommt  durch  Divi- 
sion: 

«-^        ^  sin(r-k'^)  +  sin(r^S)  ^ 

i,-|.6_c  +  2       sin{r  +  ö)'-sin{r-'ö)       ^        ^    ' 
also 

2[p(a--b)-{fi  +  b)]  =  ia^b^c+2){l^p^)tg^r 

oder,   wenn    man  für  n-|-6  —  €-{-2  seinen  oben  gefundenen  Werth  setzt: 

2[p{a^h)^{a  +  b)] 

Dhs  ist  also  die  Bedingung,  dass  eine  Schaar  von  Kreisen  mit  verSnder- 
liebem  Radius  q  zugleich  mit  dem  festen  Kreise  r  eine  gemeinschaftliche 
Potenzlinie  besitzt,  ausgedrückt  als  Function  von  a  und  b.  Daraus  er- 
sieht man  sofort,  dass  sie  nicht  von  dem  Verhältniss  der  Grössen  a  und 
h  abhängig  ist,  woraus,  verbunden  mit  der  Form  des  Ausdrucks,  den 
wir  für  c*— 4a&  — 4  gefunden  haben,  folgt,  dass  der  Satz  B  für  die 
Kugel  nicht  gilt. 

Unter  den  Vielecken,  welche  dem  Kreise  r  ein-  und  dem  Kreise  g 
umgeschrieben  sind,  besitzen  die  von  gerader  Seitenzahl  einige  besondere 
Eigenschaften;  für  ebene  Vielecke  findet  man  eine  derselben  entwickelt 
und  ausgesprochen  bei  Dur^ge  a.  a.  O.  S.  183  (vergl.  unten  Satz  C). 

Für  ein  2/f-Eck  nämlich  gelten  folgende  2;i  Gleichungen,  die  ähn- 
lich der  Gleichung  5)  gebildet  sind: 

at,^    t^^  +  h  +  ct,    i,  =  t^^     +/3^ 


F^liminirt  man  aus  der  (w  +  l)''"  dieser  Gleichungen  und  der  ersten,  der 
(w  +  2)'*'"  und  der  zweiten  u.  s.  w.  die  Grösse  r,  so  erhält  man  die  « 
neuen  Gleichungen : 


(/>-a/„/„  +  ,/2„/,)      {t2„i^  -tni„^^)=     (^„/2„  — /„+l/,)       (^n^  — /»  +  i '21.). 

Man  kann  diesen  n  Gleichungen  zugleich  dadurch  Genüge  thun,  dass  man 

setzt.  Denn  das  Product  aller  dieser  Relationen  ist:  /,^  =  /„_j-i*,  woraus 
<i=  +  'n  +  i  folgt.  Nimmt  man  das  positive  Zeichen ,  also  /,  =  („^1,  so 
folgt  aus  der  ersten  Relation  /gt=/^^2,  dann  aus  der  dritten  t^  =  t^^^  etc.; 
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infolge  dessen  sind  auch  die  aaf  der  rechten  Seite  obiger  Gleichungen 
▼orkommenden  zweiten  Factoren  gleich  Null.  Wählt  man  aber  das  nega- 
tive Zeichen,  nämlich  ^1  =  ^  U+\%  so  erhält  man  ebenso  nacheinander: 
'9  =  —  '«+2»  's~""''»+3  ^^^'^  ^^^  ^'®  erwähnten  Factoren  werden  anch 
jetst  wieder  Null.  Aber  obgleich  die  genannten  Relationen  obige  Gleich- 
ungen in  beiden  Fkllen  identisch  erfüllen,  so  darf  man  sie  doch  nicht 
als  wirklich  bestehend  ansehen;  denn  im  ersten  Falle  müsste  9>|  =  360^ 
+  9ii+i«  <P2=^S6(^^+g>m-\.7  etc.  sein,  d.h.  die  gegenüberliegenden  Ecken 
des  Vielecks  müssten  zusammenfallen,  im  zweiten  Falle  aber  mÜsste 
g),  =  360^  — g)»^.!,  qti  =  360^^q>H^2  etc.  sein,  d.  h.  die  gegenüberliegen- 
den Ecken  des  Vielecks  müssten  symmetrisch  liegen  gegen  die  Centrale, 
was  ebenfalls  unmöglich  ist. 

Dem  gegenüber  müssen  wir  uns  nach  anderen  Relationen  unter  den 
i  umsehen,  welche  obige  Gleichungen  erfüllen;  solche  erhält  man  aber 
durch  Nullsetzen  der  ersten  Factoren  auf  der  rechten  Seite  der  genann- 
ten Gleichungen,  so  dass 

WO  k  eine  Constante  bedeutet.  In  der  That  gehen  dadurch  die  genann- 
ten Gleichungen  über  in: 


die  zweiten  Factoren  auf  der  linken  Seite  können  nicht  zugleich  Null 
sein,  weil  sonst  ^*=/8*,  ^i^  =  U*y  '3*  = '5*»  ••  'ii-i*  =  'n  +  i'  folgen  würde, 
was  nicht  möglich  ist.  Man  hat  daher  den  ersten  Factor  auf  der  rechten 
Seite  =  0  zu  setzen ,  also  _ 

damit  die  Gleichungen  vollständig  erfüllt  werden.  Demzufolge  bestehen 
für  jedes  Vieleck  von  gerader  Seitenzahl  die  Relationen: 

Bei  der  Radicirung  hat  man  das  positive  Zeichen  zu  nehmen,  wenn  die 
Kreise   r    und  q  sich  nicht  einschliessen;   im  andern  Falle  das  negative. 
Nun  ist  die  Gleichung  einer  Diagonale,  welche  die  gegenüberliegen 
den  Eckpunkte  von  den  Parametern  k  und  n-^k  vorbindet,  nach  Gleich- 
ung 2): 

oder,  nach  1*  und  fu4 
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oc{l''ikin^k)  +  y{tk  +  in-^k)  =  zt9r{l  +  tkU^k). 
Ersetzt  man  hier  („  +  *  durch J/  — i  so  erhält  man: 

Da,  wie  man  sieht,  die  Gleichungen  aller  Diagonalen  sich  nur  durch 
den  Coefficienten  von  y  unterscheiden,  so  schneiden  sich  alle  in  einem 
Punkte  p^  der  Kugeloberfläche,  dessen  Coordinaten 

7)  yi  =  0   und   x^=.z^tgr.''         '     , 

ya  +  yb 

also  unabhängig  von  den  /  sind.     Daraus  folgt  der  Satz: 

C.  Die  Verbindungsbögen  gegenüberliegender  Ecken  eines 
sphärischen  Vielecks  von  gerader  Seitenzahl,  das 
einem  festen  Kreise  r  eingeschrieben  und  einem  festen 
Kreise  q  umgeschrieben  ist,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  welcher  unverändert  derselbe  bleibt,  wenn 
man  auch  das  Polygon  verschiebt,  sobald  nur  seine 
Ecken  auf  der  Peripherie  des  Kreises  r  bleiben  und 
seine  Seiten  den  Kreis  q  berühren.'^ 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stellen :  den  Schnittpunkt  zweier 
gegenüberliegenden  Seiten  des  Vielecks  zu  finden.  Die  Gleichung  der 
Seite  Ar ,  Ar  + 1   ist : 

oc{l''tktk+\)  +  y{tf,  +  (k  +  \)  =  zigr{l  +  tkik^^), 
und  die  der  Seite  w  +  Ar,  w  +  Ar  +  J: 

Durch  die  Substitution  /n  +  *  = 1/  —  und  ^n+it  +  i  = 1/   - 

geht  letztere  über  in : 

x(atf,tk-{^i  —  b)  —  y{ti,  +  t,,^l)  j/ab  =  z  lgr{atkfi,+i  +  b). 
Für  den  Schnittpunkt  erhält  man  demnach  nach  leichter  Rechnung: 

j/a--yb  (tf,  +  t,,^t)(ya-j/b) 

Da  die  Gleichung  zwischen  x  und  z  die  Grössen  ik  und  /jt+i  nicht 
mehr  enthält,  so  liegen  die  Schnittpunkte  irgend  zweier  gegenüberliegen- 
den Seiten  auf  einem  und  demselben  grössten  Kreise,  dessen  Schnittpunkt  p^ 
mit  der  Centrale  der  Kreise  r  und  g  bestimmt  wird  durch  die  Gleichungen : 


*  Für  ebene  Vielecke  findet  sieb,  wie  schon  oben  bemerkt,  dieser  Satz  ont- 
wJckeh  bei  Durege  a.  a.  (J.  S.  183. 


^^^^^IP                         Von 

lOt 

1  s,             ...„ ..,  ..=...,^q^ 

Weoo  man  den  Quotienten  <c, :  r,  in  Gleichnng  7)  mk'  fi/e,  nnd  den 
Quolienlen  j,::,  in  Gleichung  8)  mit  tge^  beaeicboet,  so  hat"  man  durch 
Mnllinlication :                                                   ,                                         "- " 

woraus   man  Hchlieast,    dass  die  Punkte  p,  und  p^  den  auf  der  Cetitrale 

durch  p,    gehende    grüsste    Kreis    in   Bezug    anf  den    Pnnkt  p,    dieselbe    - 
Balle  Bpieh,  wie  in  der  Ebene  die  Polare  in  Bezug  auf  den  Pol;  daher 

gehen  bekanntlich  die  BertthrnngssehDen  aller  von  irgendwelchen  Punkten 
dieees  Polarkreiaes  an  den  Kreis  r  gelegten  Tangenten  paare  durch  den 
Pol  p, . 

Wir  können  ferner  noch  die  Frage  aufwerfen,  welcher  Pnnkt  p  der 
barnoniache  Pol  des  durch  p^  gehenden  grüssten  Kreises  in  Bezug  auf 
den  Kreis  ^  sei,  oder  welcher  Punkt  p  sngleieh  mit  p^  den  auf  der  Cen- 
trale liegenden  DurchmeaaRr  des  Kreises  ^  harmonisch  theile.  Nennen 
wir  den  Winkel,  den  der  nach  diesem  Punkte  gerichtete  Kngelradius 
mit  der  :-Axe  bildet,  e,  so  muss  demgemäse: 


,v^+v 


■l     also    .,(.,-3)  =  '^-"^-"  +  ^^)-'^^'i^-^ 


f/a-yh 
tat.      Es  ist  aber: 

«  ^unHr  +  5)  -  ü.,*f  ^{>gr  +  igÖ)\l  +lg*o)  -  lg\(l  +  lg^t){l  +  lg'd) 
6       ,i„*ir-d)  -  n«»p      [lg>--Ujd)''{l+lg*g)-lg''f[l  +  lg'r){l+lg'if 

oder  anders  geordnet; 

fl  ^  {lpr  +  lg«Y-{l-lgr  tgSy  lg*Q  _ 
b        (tgr-lgSy-(l+lgrlgä,^lg*Q' 

Dies  giebt: 

,.  oUgr-lSiy-h(lgr  +  lgS)* 

'■^^       /-(l+lgr  IgSy-  l,{l-tgr  tgl)* 
odrr,  wenn  man  die  Uifferenzon  im  Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seite 
is  Prodacte  zerlegt; 

[ilgr-lgB)yä^{lyr  +  lgS)yb]Utgr-lgl)flt  +  {lgr  +  tg8)yb]i 
^^[\i  +  '9'-l.jS]yä+[}-lgrlgä)t/h][{l+lgrlgd)y^-[i-lgrlg8]yb] 
dorcb    andere  Anordnung    der   Glieder   auf  der   recbteu   Seite   bekommt 
diese  Gleichung  schliesslich  die  Gestalt: 
^    ^lgr{yi-y%)-tg6iy^+yi)    fgrjj/;  +  |/6)- Igd  (j/ä-j/Ä) 


liege  u 
Doppel- 


sowul 
als  auch  di 
oder  sie  sind  di 
bmesERr  anf  der  Centrali 
dnrcb  /i,  gehende  gtösete 
Bezog  auf  den  Kreis  ^ 
kte  dieses 
,  folglich  auch  die  Ver- 
r  gpgeDÜberliegendeo  Seilen 
schneiden  sich  in  dem  Punkte  p^,  dem  näniiicben  Pnnkte  aUo,  in  dem 
sich  »uch  die  VerWndnnge bögen  je  zweier  gegenüberliegenden  Ecke« 
Bcfaneiden ,  und  zwar  findet  dies  Alles  siatt  nnabbängig  von  den  vereclii«- 
denen  Wertben,  welche  die  '  anDehmen  können,  also  auch  dann,  wenn 
man  das  Vieleck   in  der  oben  angegebenen  Weise  verschiebt.     Weil  wir 

bei    unserer   Dntersuchnng  jedesmal    die   Snbstitation 


der  Kreifl  r  den  Kreis  ^  eiu- 
•0  Resultate  nnch  nur  in  diesem 
id  g  anselnand erliegen,  man  also 
USB,    SU  hat  dies  nnt  die  Folge, 


gebrauchten,  die  nur  dann  gilt,  wenn 
echliesst,  so  sind  vorerst  die  gewonnen 
Falle  richtig;  wenn  aber  die  Kreise  r  n 
rar  In+k  das  positive  Zeichen  wählen  i 
dass  die  sphärischen  Abscissen  der  Punkte  p^  nnd  p^  ihre  algebraischen 
Werthe  vertauschen,  ohne  dass  die  Eigenschaften  dieser  Punkte  selbst 
sich  ändern:  der  innerhalb  des  Kreises  r  liegende  Doppelpunkt  der  In- 
volution bleibt  auch  jetzt  noch  Schnittpunkt  der  Verbindungsbögen  ja 
zweier  gegenüberliegenden  Ecken  des  Vielecks  sowohl,  als  des  Vieleck« 
der  Beräbrnngs punkte;  der  auBserbalb  liegende  bestimmt  den  grössten 
Kreis,  auf  dem  die  Schnittpunkte  je  zweier  gegenüberliegenden  Seiten 
des  Vielecks  liegen.  Weil  aber  der  gemeinschaftliche  Schnittpunkt  der 
Verbindungsbügen  je  zweier  gegenüberliegenden  Ecken  des  Vielecks  der 
Berührungspunkte  der  Punkt  ;>,  ist,  so  müBSeo  nnthwendig  die  Schnitt- 
punkte je  zweier  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vielecks  der  Berührung«- 
paukte  auf  dem  grössten  Kreise  liegen  ,  der  durch  den  diesem  harmonisch 
zugeordneten  Punkt,  nämlich  den  Punkt  p^  bestimmt  wird.  Das  Gs^ 
6limmtergebnis8  unserer  Untersuchung  enthält  folgender  Satz; 

D.  Für    ein   sphärisches    Vieleek    von    gerader  Seitenaah: 
das  einem   festen  Kraise  r  eingeschrieben   and   eine: 
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festen  Kreise  p  nmgeschiiebeu  ist,  sind  die  Duppel- 
nkle  der  von  den  Endpunkten  der  DnrclimeB§e[  bei- 
der Kreise  ftnr  der  Centrale  gebildeten  Involniionzwei 
raeikwürdige  Punkte,  von  denen  der  erste,  innerhalb 
des  Kreises  /  liegende  die  Eigenscbaft  besitzt,  dase 
die  VerbindnngBbögen  je  zweier  gegenüberliegenden 
Eckpunkte  sowohl  des  Vielecks,  als  anch  des  Vielecks 
d  er  BerlibruD  gspunk  te  dnrcL  ihn  bin  durchgehen  ,  wäh- 
rend der  zweite,  anaserhalb  des  Kreises  r  liegende 
einen  grössten  Kreis  bestimmt,  auf  dem  die  Sclinitt- 
punkteje  zweier  gegenüberliegenden  Seiten  sowohl  des 
Violecks,  als  des  Vielecks  der  Berührun  gspankto  sich 
befiiideD.  Alles  dies  bleibt  unverändert,  anch  wenn 
man  das  Vieleck  so  verschiebt,  dass  seine  Eckpunkte 
Kuf  dem  Kreise  r  bleiben  und  seine  Seiten  fortwährend 
deu  Kreis  p  berühren. 
Wenn  in  den  festen  Kreis  r  ein  spbäriecbed  Vieleck  von  bestimmter 
^enzahl  eiogeschrlebea  werden  soll,  dessen  Seiten  einen  andern  Kreis 
It  dem  Radins  n  berühren,  no  mnss  zwisi-ben  den  Grössen  r,  ä  und  (i 
B  gewisse  Relation  bcHteben,  die,  wie  ans  äatz  Ä  erhellt,  nnabhaDgig 
i>[  von  den  Werthen  der  Parameter  der  Eckpunkte  des  Vielecks.  Man 
könnte  dieselbe  dadurch  erbnlten,  dass  man  aus  den  n  Gleichungen: 

<",* 's' +  ''+'■'» 's  =  'i*+'a'. 


iif  Gxüstieu  fj,  I,,  .,.  'n  eliminirte,  wodurch  man  eine  Endgleichung  be- 
ginn, die  nur  noch  l,  enibielte.  Wegen  der  Willkürlichkeit  van  ',  müssten 
ibtr  tümrotlicbe  Cuefficienten  dieser  Gleichung  gleich  Null  eein,  aleo 
«in«!)  gemeinsobafllichen  Factor  besitzen,  der,  gleich  Null  gesetzt,  die 
fr»eliche  HelatioQ  lieferte.  Für  ein  Dreieck  hat  man  beispielshalber  die 
ini  Gleichungen: 
_  "','V  +  ''  +  ''i'»  =  'i'  +  'i'. 

tM»  Rlimination    von    'j   ans    den    beiden    letzten  Gleichungen    giebt   das 
Betulut : 

(«e'/,»_,a6_lj»)//+[(üi  +  l)c*-2(B6-l)*|J,/,  +  Af»- (oft- !)»(,»=  0. 
ireibt  u«n  die  erat«  Gleichung  in  der  Form: 
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80  erhilt  man  durch  EliminktioD  von  (,  ans  dieser  and  der  vorbergebAn- 
den  Oleiobnng: 

act*-{ab~l)*  0  «(,«-1         0 

(ab  +  l)c'-2(ab-l)*  act*-{ab~lY  c  at*-l 

6c»-(fl6~l)»(;«  (fl6  +  l)c>-2(aö-l)»  b-t*           c 

0  6e*-(a6-J)»(,»  0  6-(,« 

Ans  dieser  Determinante  kann  man  den  Factor  oA— 1  — c  anescbeidcn- 
denn  sie  wird  identisch  gleich  Nnll,  wenn  man  oi  — l=c  setzt,  weil 
dann  zwei  Vertikalreihen ,  nachdem  man  sie  dnrch  c'  diridirt  hat,  den 
beiden  anderen  Vertikalreihen  gleich  werden.  Also  ist  ab—\  =  c  die 
verlangte  Belation. 

Bb  wttrde  jedoch,  wie  man  an  diesem  Beispiele  siebt,  >n  sehr  an- 
erquicklichen  Rechoangen  führen ,  wenn  man  in  dieser  Weise  ancb  die 
Relationen  fSr  Vielecke  bSherer  Seitenaahl  entwickeln  wollte.  Da  bietet 
nun  aber  der  Satz  A  ein  willkommenes  Mittel,  nm  die  anfznwendend« 
Httbe  ganz  bedeutend  za  rercingern.  Weil  nSmlich  darnach  die  fraglieha 
Relation  bei  jeder  Lage  des  Vielecks,  d.  h.  bei  jedem  Werthe  des  Au- 
fangsparameters  qo,  gelten  mnss ,  so  kann  man  auch  dem  >pi  den  speüel- 
len  Werth  Null  geben,  wodurch  bewirkt  wird,  dass  die  Übrigen  Ecken 
des  Vielecks  eine  sjrmmetriscbe  Lage  gegen  die  Centrale  annehmen.  Ffir 
ein  Vieleck  von  gerader  Seitenzahl  2n  wird  nämlich  dann:  ^ijsSGO" 
—  ?>!■.  tf>i=^&^'* —  <piH—i  ■■■  etc.  und  endlich  qti,  +  i  =  360'  — q»,^.i  oder 
9i>+i  =  I80'^,  nnd  infolge  dessen:  (2a  =  ~'i>  'in-i=  — (|  ■■■  etc.  nnd 
endlich  (.^1  =  00;  fUr  ein  Vieleck  von  angerader  Seitenzahl  2n  +  l  aber 
hat  man  dann:  q»,^^  360°  — 71.^1,  qo,  =  360"  — q>]„  ...  etc.  nnd  endlich 
Vm+i^SöO*  — q»«^.i,  nnd  infolge  dessen:  (i.  +  i^  — 's,  '2n  =  — 'a  ■■■  ***• 
nnd  endlich  ls+i  =  — fa^-i.  Wenn  man  zunftchst  in  die  2n  für  ein 
Vieleck  von  gerader  Seitenzahl  geltenden  Gleichnngcn  die  eben  für  dio 
(  gefundenen  Werthe  snbstitniit,  so  werden  die  n  letzten  Gleichangen 
identisch  mit  den  n  ersten  nnd  man  hat  deshalb  die  n  Gleichnngen: 


b   =  l,«, 

Ebenso  erhält  man  ffir  ein  Vieleck  von  3«  •)■ 
nngen: 


"W  +>>+  -■'.'» 


-■*(]-yQ')("ftA'-i) 


d.  h.  wieder  eine  mit  y^i   mal- 


GIpicbnngBsyGlPRK^D  faann  man   nticli  einea  mork- 
(1.     Snbatituirt   man    nSmlicIi    nus    der   ersten  der 
Glficliuugea  9)  den   Werth  vdd  f,  in  <li"  zweite,  so  erhält  man: 

rt6(j«-f-i  +  <:j/i/3  =  6  +  ig»    oder   (oft- 1)/,  +  c/4  =  0. 
Wnnn  mao  daher  mit  /"i  kuraweg  eine  Function  der  beiden  Grössen  nft 
UDi]  c  bezeichnet,  so  iet  l^^faV^'-     Die«  'Q  die  dritte  der  Gleiobungcn 
;0  sobslituirt,    giebtr   abff^lt'  +  b  +  cf^]/Ol^T=  fa'h  + l/,    woraufi  U=^V^ 
^l-"^  "-''-* 

^^^ttcirte  Function  von  nh  und  cTolgt,  so  daes  man  seleen  kann:  li  =  f,yi'i 
^^oinn  folgt  in  der  nämlicben  Weise  l^  =  f^y'h  olt:.;  die  lotzle  Gleicb- 
nng  gjebt  dann  &ber  /tbf„_  ^^  =  \  als  verlangte  Relation,  die  sich  dem- 
oach  nis  eine  Fnnclion  der  beiden  Grössen  nh  und  c  ausweist.  Setzt 
man  den  in  der  nSmlicheu  Weise  aus  der  vorletzten  der  Gleichungen  10) 
geironnonen  Werth  von  /,+i.  nSmlich  f„-i/b  in  die  letzte,  so  enlstebt: 
'''•»/■--i'  +  ft-fft/'«-7''  =  2Ay'„_,»  oder  nacb  der  Division  mit  6:  af,f„_-,* 
+  I-fA-i*==2/„_i»  als  verlangte  Rebition,  die  also  ebenfalls  eine 
Function  der  beiden  Grössen  tib  und  c  ist.  Man  kann  diese  beiden 
Reanltate  in  den  Satz  zusammenfassen: 

£.  Die  für  irgend  ein  sphärisches  Vieleck  von  bestimmter 
Seitenzahl,    das    einem    Kreise    mit    dem    Radius    r   ein- 

I  geschrieben  nnd  einem  Kreise  p  umgeschrieben  ist, 
geltende  Relation  zwischen  r,  ^  und  i  ist  eine  Func- 
tion der  beiden  Grössen 


nnd 


_  2(*i, 


<*g~-tin'S) 


Wenn  man  von  der  Kugel  i 
^gSaebilderte  Ban  der  Relationen 


:  Ebene  übergebt,  so  bleibt  det 
»selbe,  nur  bat  man 


<-g) 


ider 


Hr  +  g)'-i'][(r-g)'-<'| 
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2(r*— J«) 
statt  ab   und   5 statt  c  zu  setzen.     Nun  lässt  sich  aber  das  Pro- 

dnct  ab  für  die  Kugel  auch  auf  die  Form: 
[sin^ (''  +  (»)  —  sin^ d]  [sin^ (r  —  q)  —  «w^d] 

j  [xin  r  cosQ  +  sin  q  cosr]*  —  sin  8^\  \  [sin  r  cos  q  —  sin  q  cosrY  —  sin^6\ 

sin^Q  cos^r 

bringen ,  weil  sin {r  +  d  +  g)  sin(r~-6  +  Q)^  sin* (r  +  g)  —  sin* 6  und  sin  (r  +  6 
-y-  g)  sin  (r'-ö'-'g)  =  sin* (r  —  g)  —  sin* 6  ist.  Daraus  kann  man  folgende 
Schlussfolgerung  ziehen : 

F.  Die  Relation    zwischen    r,  g  und    d  für  ein  sphärisches 
Vieleck   von    bestimmter  Seitenzahl   lässt  sich  aus  der 
für  ein   ebenes  Vieleck  derselben  Seitenzahl   dadurch 
ableiten,   dass   man   sind  statt  d,   sinr  cosg  statt  r  und 
sin  g  cos  r  statt  g  setzt.* 
Dieser  Satz   ist   für   die  Herleitung  der  auf  sphärische  Vielecke  be- 
züglichen Relationen   von   grosser  Wichtigkeit,   weil  es  in  vielen  Fällen 
leichter   ist,    die  Relationen  für  ebene  Vielecke  zu  finden,   wofür  weiter 
unten  Beispiele  vorkommen  werden. 

Es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,  für  einige  der  einfachsten  Fälle  diese 
Relationen  wirklich  zu  entwickeln,  und  zwar  wollen  wir  mit  Vielecken 
gerader  Seitenzahl  den  Anfang  machen,  weil  sich  für  diese  die  Aus- 
führung der  Rechnung  am  leichtesten  gestaltet. 

1.  Für  ein  Viereck  hat  man  nach  9)  die  zwei  Gleichungen: 
b  =  l^*  und  a/2*  =  l,  woraus  sofort: 

«6-1=0 
oder 

sin  (r  +  d  +  ^)  sin  (r  +  d  —  (>)  sin  (r  —  d  +  ^)  sin  {r  —  6  —  ^)  =  sin*  g  cos*  r  *♦ 

als  verlangte  Relation  folgt.     Für  die  Ebene  geht  dieselbe  über  in: 

{r  +  8  +  g)(r  +  ö-g){r-6  +  g)(r--ö^g)  =  g* 
oder 

(r«  -  ^2)2  -  2  d  (r»  +  9*)  +  6*  =  g\ 
Dies  giebt: 

wo  das  obere  Zeichen  für  den  Fall  gilt,  dass  der  Kreis  g  ausserhalb  des 
Kreises  r  liegt,    das  untere  für  den  Fall,  dass  der  Kreis  r  den  Kreis  g 


*  In  etwas  anderer  Form  findet  sich  dieser  Satz,  durch  Vergleichung  der 
Werthe  der  Invarianten  ^^  d\  S  und  S'  für  die  Ebene  und  die  Kugel  abgeleitet, 
bei  Salmon-Fiedler,  Analyt.  Geometrie  des  Raumes  1*,  S.  316. 

**  Genau  in  derselben  Gestalt,  aber  ohne  Beweis  giebt  Steiner  diese  Rela- 
tion Gesammelte  Werke  I,  159,  wo  er  auch  die  Relationen  für  das  ebene  Drei-, 
Vier-,  Fünf-,  Sechs-  und  Achteck  mittbeilt. 
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einscbliesst.     Umgekehrt  leitet  man  daraus  durch  Anwendung  des  Satzes 
F  ffir  da«  sphftnache  Viereck  folgende  Form  der  Relation  her: 

m'w^J  =r  stn*r  cos^Q  +  siri^Q  eos^r  jr^  sin  q  cosrj/i  sin^r  cos^  q  +  sin^g  cos*r, 

2.  Ffir  ein  Sechseck  gelten  die  drei  Gleichungen: 

woraus  nach  leichter  Rechnung  die  Relation  (a6  — l)*=c*fl6  folgt,  d.  h.: 

[sin  (r  +  ^  +  ^)  sin  (r  +  6  —  ^)  sin  (q—  S-^q)  sin  (r  —  5  —  p)  —  siti^  g  cos^  r]* 
=  4  («n* r  cos* g  —  sin*  d)*  sin{r-{'ö+g)  sin  [r  +  6—  g)  sin  (r-ö-^-g)  sin  {r  —  6  —  g)» 

3.  Ffir  ein  Achteck  erhält  man  aus  den  vier  Gleichungen: 

ebenso  leicht  die  Relation: 

4.  Was  das  Zeh  neck  hetrifft,  so  könnte  es  scheinen,  dass  die  Re- 
lation   für   dasselbe   (a^  — l)^  =  c^ä6   heissen   müsse,    weil   man    für  das 
Viereck    (a6  — l)o  =  c®  a6,    für   das   Sechseck   {ab-\y^c*ab,    für   das 
Achteck  (ab  —  l/  =  c^a6  hat;  aber  dieser  Analogieschluss  ist  falsch,  wie 
aus   der  folgenden  Darstellung  hervorgeht.     Von  den  fünf  Gleichungen: 

b^t*,     at*t*  +  b  +  ci^t^^i*  +  h^. 

^t*t*  +  b  +  ct,t^=^t*  +  t*,     a/,«=l 

giebt  nftmlioh   zun&chst  die   zweite  und  vierte  mit  Hilfe  der  ersten  und 
ffinften: 

(a6  — l)f,  +  cf/6  =  0   und   0/«/^  + «6- 1  =  0. 

Durch  Substitution  der  daraus  gewonnenen  Werthe  von  t^  und  i^  in  die 
dritte  Gleichung  erhält  man: 

oder  anders  geordnet: 

c»(a6 -  r^yVb^  [(a6  - 1)«  —  c»  06]»  -  c<  oft («6  - 1). 

Durch  Quadriren  geht  diese  Gleichung  über  in: 

+  c8a«6»(a6-l)« 
oder,  wenn  man  das  Glied  links  auf  die  rechte  Seite  bringt: 

-c«ö6(a6-l)»j. 

Wie  man  sieht,  lässt  sich  der  Factor  (a6  — 1)*  — c*ö6,  welcher  dem 
Zeboeck  fremd  ist,  weil  er,  gleich  Null  gesetzt,  die  Relation  für  das 
Sechseck  liefert,  ausscheiden,  und  die  Relation  für  das  Zehneck  nimmt 
demnach  die  Gestalt  an: 
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Indem  man  die  linke  Seite  in  die  zwei  Posten  (a6  — l)'[(a6  — 1)*  — c*a6]* 
—  c^a6[(a6  — 1)*  — c*a6p  zerlegt  und  den  zweiten  auf  die  rechte  Seite 
bringt,  erhält  diese  Gleichung  die  bequemere  Form: 

wodurch  durch  Radicirung  die  zwei  Relationen: 

(/i6  — 1)  [(«6  —  1)2 -c«fl6]=  +  c[(a6  — l)«-c«]/ä6 

entspringen,  von  denen  die  erste  für  den  Fall  gilt,  dass  der  Kreis  r  den 
Kreis  q  einschliesst,  die  zweite,  mit  dem  negativen  Zeichen  rechts,  für 
den  Fall,  dass  die  Kreise  r  und  q  auseinanderliegen. 

5.  Endlich  wollen  wir  noch  die  Relation  für  ein  Zwölf  eck  ent- 
wickeln. Aus  der  ersten  und  zweiten,  vorletzten  und  letzten  der  hierzu 
dienenden  Gleichungen  erhält  man  wieder  wie  oben: 

(a6  — l)/3  +  r/6=0    und    c}/^t^  + ab  —  l  =0, 
wodurch  die  beiden  mittelsten  Gleichungen  Übergehen  ^n: 

[(a6- 1)2  _  c«  ab]  t^  +  c^yl  (a6  -1)  t^  +  h  [c«-  (a6 -  1)«J    =0, 
fl[c*-(a6  — 1)«]  /^«  +  r«^fl(a6  — l)/^  +  [(a6-l)«-r»flft]  =  0. 

Als  Resultante  dieser  beiden  Gleichungen  findet  man  nach  den  bekann- 
ten Methoden: 

(a6  -  l)«[(fl6  -  \f  -  c^yTb'\\[(ab^  l)«  +  cV«^]*  -  c*(l  +  |/76)«]/^}  =  0. 
iJie  beiden  ersten  quadratischen  Factoren  sind  dem  Zwölfeck  fremd, 
denn  sie  gelten  für  das  Viereck  und  Achteck.  Es  bleiben  somit  als 
Relationen  für  das  Zwölfeck,  wenn  man  entwickelt  und  neu  ordnet: 

(aft-l)*-c*«Ä=  +  c2[c»(a6  +  l)-2(öft-l)*]^, 

von  denen  die  erste,  mit  dem  positiven  Zeichen,  wiederum  für  den  Fall 
gilt,  dass  der  Kreis  r  den  Kreis  q  einschliesst,  die  zweite  für  den  Fall, 
dass  beide  Kreise  auseinanderliegen. 

Die  Relationen  für  Vielecke  ungerader  Seitenzahl  folgen  ebenso 
leicht  aus  den  Gleichungen   10),  und  zwar  hat  man 

1.  für  das  Dreieck  b^^t^  und  at^-\'b'^ct^=^2t^.  Daraus  findet 
man  sofort  nach  Ausscheidung  des  Factors  6: 

ab  —  1  =  c, 
d.h. 

sin  (r + d  +  (»)  sin (r  +  6  —  ^)  sin (r  —  d  +  ^)  sin  {r—ö—Q) 

=  sin^Q  cos^r  [sin^Q  cos^r  +  2  sin^r  cos^q  —  2  stw^d]. 

Für  die  Ebene  geht  diese  Relation  über  in: 

(r2-^8)2_-2d«(r«+p2)^54^^4^2p2{r2-d«) 
oder 

ö^  -  2r«6*  +  r*  —  4r2p2  =  0. 

Dies  giebt  aber  die  bekannte  Euler'sche  Relation  d^  =  r*  +  2r^,  folg- 
lich nach  Satz  F  für  das  sphärische  Dreieck: 
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eo>  g  ( sin  r  ns  ?  ±  2  sin  q  ms  r)  * 


F«n»p  COj'r  =  «H  (r  +  p  +  ,])  sw(r  +  (.--!). 
2.    Das  Fünfeck  erfordert  die  GleklinDgeu: 

/.  =  f,»,     u(,*V  +  &+f/j/3  =  V  +  's*.     "',*+*  — ''^''  =  2's*. 
Hi*  ffute  nnd  »weile  Glekliung  gfthen  fifi  —  l)/,  +  cj/'i  =  0,  wodurch  die 
iltiile  Gleichung  nach  Augscheidnng  des  Factors  li  übfrgelit  in: 

abc*+(<,b~l)*^c*(c  +  2){_<ib-lY. 
ffeno  man  derselben  die  Porm  giebt: 

l(„j_i)._c.].=c.(a-i)[«i-i-c|, 

60  kann  man  den  Factor  ab  —  1  —  c,  welcher  dem  Dreieck  angehürl,  liier 
aUi>  Tremd  ist,  aosBcheiden  nnd  erhält  so  endlich 

[„b-l  +  cy[ab-l-c]  =  c'(al>-l). 
Für  d«s  ebene  Fünfuck  kann  man  sich  mit  Vortheil  der  folgenden 
Redaction  bedienen.  Man  setze  {r  +  d):ff  =  a,  {r  —  d):Q  —  ß,  so  ist 
a  =  a'-l,  (,  =  (3»-l,  c  =  2b|3,  HA-l  =  B<(S»-B»-ß»,  was  wir  kurz- 
weg mit  J  bezeichnen  wollen.  Die  Gleichung  (nt  —  1)*- c''(f +  2)('it  -  1)' 
+  nic*  =  0  geht  dann  Über  in  A*-Ha^^{aß  +  l)J''  +  l6a*ß^{a^-l){ß^-l]. 
Dies  giebt  aber  A^  =  ia^ß^laß  +  \  +  {a+ß),  also  entweder 

(a*ß*-<.^-ßy^ia»ß^^  +  l){ß  +  l) 

oder 

(«»^-^_,J.).  =  4oV(«-l)(P-l)- 

Di«    erste    dieser  Gleicbnngen   ist   durch    aß  +  a  +  ß  tlieilbar,    die  /weite 

darcli   oß  —  o  —  ß;    dnrch  AnfifUhrung   der  Divisionen    bekommt    man  für 

da«  «hene  Fünfeck  die  zwei  Relationen : 

U u'  +  ß'-„'ß'^aß{a  +  ßHa  +  l){ß  +  l), 

j^a  „''  +  ßO-t,'^ß^  =  aß(u  +  ßna~l)iß-l),*» 

^^^H  denen  die  erste  gilt,  wenn  die  Kreise  r  und  p  sich  schneiden,    die 

^^^hle,  wenn  der  Kreis  p  vom  Kreisp  r  eingeschlossen  wird.     Nach  Wie- 

^^^Kinnihmng  der  Werthe  von  a  nnd  ß  and  durch  Anwendung  des  Satzes 

^^^■rbalten  die  Belationen  ihre  Anadehnnng  auf  die  Kngel. 

^^     3.    Der   Einfachheit    halber   wollen    wir   gleich    von    vornherein    das 

ebene  Siebeneck   lietrachten  nnd  dabei  die  nämlichen  Beneichnongen 

beibehalten,  wie  in  der  vorigen  Nummer.     Man  hat  auszngehün  von  deu 

Gleichungen: 

*  !n  etwas  anderer  Form  steht  diese  Relation  bei  Sahiion-Fiedler  a.  ii,  0, 
8.  3tß. 

"•  Vergl.  damit  die  Form  dieser  Relation  bei  Dur^ge  a.  a.  0.  8,  186;  durcli 
Rationalinnit  und  AuHKohüiduii^;  des  fremden  Fiictora  r  -i-d  +  V  kann  man  derselben 
all«  UmIaII  geb«u: 


J 
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Aiu  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  ergjebt  nch  Ai^  =  —  2c^|'^— 1- 
moji  der  letzten  Gleichung  mber  erhllt  mmn  entweder  (a  —  1 )  /^^  ="  ^  + 1 
f>4itf  (m  +  l)l/  =  ß—l.  Nehmen  wir  zonichst  den  ersten  Werth,  so  wird 
die  dritte  Gleichung,  nachdem  man  die  Nenner  weggebracht  und  mit 
dem  fremden  Factor  ß'\-i  diTidirt  hat: 

4fa*-l){iJ»-l)«*/P+(«-l)(^-I)^-4«»/Pi#j/(«-l)ÜJ-l) 

oder,  wenn  man  berficksichtigt ,  dass  (tt^'-l)(/3^— 1)=1  —  A  ist: 
4«*/P(l~/l)  +  («/J-a-^)^-4«*^^,«/J  — «~jJ  +  l) 

hies  gieht  nach  der  Reduction: 


Erhebt  man  jetzt  ins  Quadrat,  so  Hlllt  rechts  und  links  das  Glied  l^et^ß^A* 

fort,    und    nach  Weghebung   des  fremden  Factors  aß  —  m  —  ß  bleibt  nur 

noch : 

(^-4a«^)«l^.^_a-|j)_8«*/?^{.#»-4ii«/J»)=I6Ä*|J*^« 

oder  in  einer  mehr  symmetrischen  Form 

(./«- 4ir«/3«)«(a  -  1)(/J- 1)  =  (4ir«/?*^+ ^«-.4«»/P)«. 

Diese  F^ntwickelung  gilt  fhr  den  Fall,  dass  der  Kreis  r  den  Kreis  ^  ein- 
scliliesst.  Hätte  man  aber  den  andern  Werth  von  t^  ans  (o  +  l)//  =  /?— 1 
genommen  nnd  gerade  so  gerechnet,  so  hätte  man  als  Relation  für  den 
Fall,  dass  beide  Kreise  sich  schneiden,  erhalten: 

Dahoi  wären  die  Factoren  /3  — 1  und  aß  +  a  +  ß  weggefallen;  das  Prodnct 
den  bei  der  ersten  Relation  ansgescbiedenen  Factors  aß  —  a^ß  mit  ctß 
+  (' +  ß  giebt  aber  ß*^— («  +  /?)*,  was  annnllirt  die  Relation  für  das 
Dreieck  ist,  ein  Beweis,  dass  wir  das  Recht  hatten,  diese  beiden  Facto- 
ren  wegzuwerfen. 
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m.   TTeber  drei&cli  -  orthogonale  Fläcfaeneysteme, 
1.   Oeouet.rjxrlie  luler|>reliitl(iii  il<^r  ( Hn lull nn gen 
1)  .,■  =  /•(«,,,,„),      ,  =  »(»,»,,.),      ;  =  ♦(«,.,».). 

In  den  GleicliuDgen  I)  seien  x,  y,  ;  die  gßwäbnlichen  rpcbtwink- 
ligen  BanmconrdinBt^n  ,  ",  i'  nod  w  drpj  von  einander  vBllig  unabliKngige 
J'*r«nieter,  so  ist  klar,  daas  jedem  WerlbBystem  von  h,  n,  tv  ein  oder 
!  Wetth^yaler 


annten  Gleichtmgen  linear  oder 
le  der  Variablen  —  etwa  u  — 


K«aniea  eoUprechen ,  je  oachdi 
IiKlieren  Grades  sind.  Setzt 
gleich  constant  und  läest  nur  v  and  m  variiren,  so  wird  man,  wenn  sieb 
V  nnd  n>  continnirlicb  Hndern,  im  Rnnme  ein  ganzes  Continnum  von 
Punkten,  d.  h.  eine  Fläcbe  erhalten ,  in  deren  sümmtlicheu  Pnnlcten 
u  s^  etinälanl  ist  nnd  deren  Gleicbung  dnrcb  Elimination  der  Grössen  v,  tr 
ana  I)  geranden  wird.  Denkt  man  sich  dem  «  einen  andern  constanlen 
Wi-rth  boigelegt.  so  bekommt  man  eine  andere  FUche;  lüast  man  u  alle 
möglichen  Wertbe  von  —  oo  bis +cc  annehmen,  betrachtet  aber  bezüglich 
eiovs  jeden  dieser  Werihe  die  Grössen  p,  w  als  variabel,  so  bekommt 
man  ein  ganaes  System  von  onendlicli  vielen  Flächen,  von  denen  jede 
die  Eigenachaft  beiitzt,  das«  in  ihren  «ämmtlichen  Funkten  u  ==  coml.  ist. 
Wir  «<>)lt>n  dieses  System  von  Flächen  das  System  der  u  Flachen 
nennen.  Es  ist  non  klar,  das«  es  ebenso  ein  System  von  unendlich  vie- 
len Klfkhen  giebt,  auf  denen  überall  v  =  ci>nst.  ist.  Wir  nennen  dieses 
Hj-ttem  das  System  der  i'-Flächen.  Ebenso  giebt  es  ein  System  von 
Fltclien,  auf  denen  Überall  m^consl.  ist,  A.  h.  ein  System  von  i'-Flä- 
chen. 

Es  entspricht  daher  jedem  Werthsystem  von  u,  o,  w  ein  bestimmter 
Punkt  lies  Kaumes,  der  als  Schnittpunkt  dreier  Flachen  —  einer  ''-Flüche. 
einer  i"  FlScbe  und  einer  n'Fläcbe  —  erscheint,  und  man  kann  sonach 
jeden  l'nnkt  des  KnDroes  als  Schnittpunkt  dreier  sogenannter  Fnndamen- 
t«)l)jl(--ben  anftassen.  Es  ist  dadurch  der  Begriff  des  allgemeinsten  Raum- 
c'>nr>linatensyEteme  gegeben.  So  bekommt  man  z.  B.  das  gewöhnliche 
rechtwinklige  Coordinatensystem,  wenn 


gf!»etxt  wird. 
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Setzt  man 

X  =  u  cos  V  cosw^     y=usinv  cos  w^     z  =  u  sin  rv^ 

80  bekommt  man  das  Polarcoordinatensystem.  Denn  setzt  man  u  =  consl., 
so  erhält  man  dnrch  Elimination  von  v  und  w  eine  Gleichnng 

a?*  +  y*  +  z*=  w*, 

d.  h.  eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  und  deren  Radius 
gleich  u  ist.  Jedem  andern  constanten  Werthe  von  u  entspricht  eine 
andere  Kugel,  und  man  erhält,  indem  u  der  Reihe  nach  alle  möglichen 
Werthe  zwischen  •— oo  und  -|~  ^  beigelegt  werden,  ein  ganzes  System 
von  concentrischen  Kugeln. 

Setzt  man  rv^^consL,  so  ist  cosw,  als  auch  sinw  constant;   ist  etwa 
cos  fv  =  Af  sinw=:  By  so  ist 

x  =  AucosVy     y^=  AusinVy     2=:Bu 


oder 


^*+y*-|5**=o. 


d.  h.  man  erhält  einen  geraden  Kreiskegel,  dessen  Scheitel  der  Anfangs- 
punkt und  in  dessen  sämmtlichen  Punkten  w=^cottst,  ist. 
Setzt  man  v  =  consL ,  so  bekommt  man 

X  =  j^u  costVy     y  =i  B^ucosrVy     z  =  usinw 
oder 

—  —  K. 
A''~  B'' 

d.  h.i   die  Fläche  v  =  consl,  ist  eine  Ebene,   die  durch  die  z-Axe  geht. 

Es  erscheint  somit  auch  im  Polarcoordinatensystem  jeder  Punkt  als 
Schnittpunkt  dreier  Fundamentalflächen. 

Wir  wollen  femer  jede  Linie  der  w-Fläche,  in  der  nebst  u  =  consl. 
auch  v  =  ronsl.  ist,  welche  also  Schnittlinie  der  ti- Fläche  mit  einer 
t;- Fläche  ist,  eine  tie;-Linie  nennen  und  haben  sonach  zwischen 
f/f- Linien  und  utv -Linien  der  t/- Fläche,  zwischen  t/r- Linien  und 
vW'Linien  der  r-Fläche  und  zwischen  t/^z'-Linien  und  r;t«-Linien 
der  w- Fläche  zu  unterscheiden.  Ferner  soll  die  Curve  einer  Fläche,  in 
der  diese  von  einer  »/-Fläche  geschnitten  wird,  eine  m- Linie  dieser 
Flächo  genannt  werden   n.  8.  w. 

•^« 
Ks  sollen   folgende  Bezeichnungen   eingeführt  werden: 


// 


du  o  V  d  tv 

^y     ,  ^y     ;.  ^y     .n 

—  =  h,  —  =zhy  —  =c  //  ; 

ou  0  V  dw 

C'U  0  V  ö  w 
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\.^»  >"i  .Ä  -^.^^^.-^-^^^ 
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a'»  +  b'*  +  c*  =  F,,, 
aa"+bb"+cc'=Ff„, 
a.i"+b'b"+cc"=F^„ 
a''»+b'\+c\^F„; 


b,     c 
b\    c' 

< 

—  -^01 

> 

6,      c 
0  ,     c 

• 

c 

=  '^111 

c,     a 

= 

=  ^0l> 

c  ,    a 

=  Ä 


0») 


=  Ä 


09* 


ff 


a 


ff 


=  F 


IS) 


a 


b 
b' 


—  ^on 

a  ,    6 

«',     b' 

ff            .ff 

a  ,     b 

=  ^12' 

'02» 


Sind  nan  ds  and  (/^^  zwei  vom  Punkte  (u,  t;,  w)  ausgehende  Linien- 
elemente, 80  zeigt  eine  Rechnung,  die  wir  hier  übergehen  zu  können 
gimuben,  dass  das  durch  sie  begrenzte  Flächenelement  ^(F)  durch: 

47(Ff=    {F^F^-F^^)(du^dw--dudfv,)^ 
+    {F^F,^-^F^,^)  {.dudv.^dv  du,Y 
+    {F,^F^-'F^^^){dvdw,^dwdv^Y 
+  S^^oi  ^C2  -  ^12  ^oo)  (rf«  rf^i  -  ^^  du^)(dw  du^  -  du  dw^) 
+  2(^0,  Fj2  —  ^os^iOC''"  ^h  —  ^^  du^){dv  dw^  —  dw  dv^) 
+  2{Fq^F^^-'  FQ^F^)(drv  du^^du  dw^){dvdw^  —  dPj  dw) 
gegeben  ist. 

Die  Lage  dieses  Flftchenelements ,  somit  auch  die  Bichtung  der  zu- 
gehörigen FlSche  im  Punkte  (t/,  v^  w)  ist  gegeben  durch  die  Richtung  der 
Ebene,  welche  mit  der  Fläche,  der  dieses  Element  angehört,  dieses  ge- 
mein hat,  d.  h.  durch  die  Richtung  der  Tangentialebene  im  Punkte 
(t/,  r,  n?)  oder  der  Ebene,  die  durch: 


u 


rv. 


und 


M  +  cfti,      r  +  d»,      w-^-drv 


M  +  rfWj,     P  +  rfPj,     W'\-drv^ 
geht.     Nachdem  aber  die  Gleichung  dieser  Ebene 

adu  '\'  adv  +  a'dw^      6  dw  +  b'dv  +  b"drv^       c  du  +  cdv  +  c'dfv 
a  du^'\-adv^  +  a'dWi^    b  du^+ h'dv^+ b"dw^^    c  rf</^-^■  c'dv^-V- c'dw^ 

StltMlirifl  f.  Mm$h4m»tik  n.  Pbjwik  XXIX,  7.  % 


=  0 


\ 
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ist,  so  sind  die  Richtnngseosinns  der  im  Punkte  (u,  p,  w)  anf  diese  Ebene 

errichteten  Senkrechten,   d.  b.  der  bezüglichen  FlSchen normale  gegeben 

darcb :  ^ 

co8\N^  a:}  =  —  j     J^^  {du  dv^  —  dv  du^) 

+  ^n  (^"  ^^i ""  ^^  ^"i) 
+  iijjj  (dv  dfü^^  dw  rf Tj) } , 

+  B^{du  dw^  —  rf»  rfuj) 


+  ^j,  (dr  dw^  —  tf  w  dPj) } , 


co«{iV,  2}  =  —  {     Cfl,  (dM  dPj  —  cfr  du^ 


wobei  ^  die  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  drei  ZShler 
bedeutet. 

Ffir    die   Fundamentalflächen    selbst   ergeben   sich  folgende   Gleich- 
ungen: R  •  r 

cof|iV,a:}.=:c=-^*i     cos\N,yU-=^^     cos\N,zU^^. 

^1%  ^12  -^1» 

wfenn  ^*  +  B*+C*  =  z^  gesetzt  wird. 
Ebenso  ist: 

^02  -^02  ^02 

^01  ^01  ^01 


und 


8. 

Es  ist  nun  leicht,  den  Winkel  anzugeben,  unter  welchem  sich  je 
zwei  der  zu  einem  (t/,  v,  ;{;)- Punkte  gehörenden  Fund  amental  flächen 
schneiden. 

Es  ist  nämlich: 


cos 


(u,  v)  =  cos\Nu,  iVp}  =  ^08^12+ ^08^1« +  ^08^12  , 


-^02^12 


COS(u,fv)=^COS\N^,Nji^^  -^01^12  +  ^01^12  +  ^01^2 
,  ^01  ^12 

und 

^01  ^02  +  -^01  "^02  +  ^)1  ^02 


cos  j  t;,  n;  j  = 


^01  ^02 


Sollen  sich  überdies  die  Fundamentalfläcben  im  Punkte  {Uyi\fv)  recht- 
winklig durchschneiden,  so  müssen  die  Gleichungen 

i'^02  -^12  +  "02  ^12  +  ^02  ^12  ^^  ^ » 
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Sind  überhaupt  für  jeden  Pnnkt  des  Raumes  diese  Gleichungen 
erfüllt,  so  ist  jeder  Punkt  des  Raumes  als  Schnittpunkt  dreier  sich  in 
ihm  rechtwinklig  schneidender  Flfichen  aufzufassen  und  man  hat  sich 
den  ganzen  Raum  von  lauter  sich  rechtwinklig  durchschneidenden  Fis- 
chen ausgefüllt  zu  denken,  so  dass  jeder  Punkt  des  Raumes  Schnitt- 
punkt dreier  solcher  Flächen  ist. 

Durch  das  Oleichungssjstem  A)  sind  also  die  nothwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  gegeben,  die  drei  Flächensehaaren  zu 
erfüllen  haben,  damit  sie  ein  dreifach  -  orthogonales  T^lfichen- 
ajstem  bilden. 

Doch  erlauben  die  hier  aufgestellten  Bedingungen  eine  einfachere 
und  elegantere  Darstellung.  Mit  Rücksicht  auf  die  eingeführten  Bezeich- 
nungen kann  die  *erste  Gleichung  des  Systems  A)  auch  so  geschrieben 
werden : 


0  = 
oder 
0  =  3. 


bb' -{-cc^   b b"+  c c' 


+ 


cc  -^-aa^    cc  +iia 
CC  -faa  ,   c  *+a  * 


+ 


an  -j-Ä6,    aa  +66' 
a'«"+6'6",  a"»+r« 


Nun  iat  aber: 

bb'^cc,   bb'^+cc" 


aa  , 


a 


fn 


und  daher: 


oder 


0  =  3 


aa 

•'Jfbb 

"+ 

cc" 

aa 

,  aa 

bb' 

■f-cc',  bb"-\-cc"\ 

«''«+6"»+c"» 

^121    ^22 

aa'\           a"8 

bb\   bb" 

cc-\-aa^  cc  -{-aa 

^12»    ^22 

?'*"',    *"*  „ 

cc^  cc 

ad-\'bb\  aa'''\'bb" 

^121    ^22 

cc  ,          c^ 

aä-\-bb'-\-cc\  aa"-\-bb"-{-cc" 

^OP     ^02 

aa                        a  ' 

aa  y  a^ 

^01  •     ^0» 

^01  >     ^M 

^01»    ^02 

^i, 

»     ^»8 

^H 

,.     i 

? 
22 

^1 

21     i 

p*« 

^011     ^02 
^12  >     ^22 

Ebenso  ist: 


=  0. 


B) 


und 


^12»     ^10 
^20»     ^00 


^021     ^( 


Ol 


I  ^21  >     ^11 


=  0 


=  0. 


Durch  das  Oleichungssystem  B)  sind  also  die  nothwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  für  dreifach  -  orthogonale  Flächensjsteme 
gegeben.  Auch  erkennt  man  sofort,  dass  als  hinreichende  Beding- 
angen  für  die  gegenseitige  Orthogoualität  der  drei  Flächensjsteme  schon 
die  Erfüllung  der  Gleichungen: 
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^o.  =  0, 


^M  =  0,     ^«  =  0 


C) 
gentigen. 

Es  seien  z.  B.  die  durch: 

IX  =  f{u) .  cos  fp  {v) .  cos  yff  {w) , 
y  =  f{u) .  cos  (p  {v) .  sin  ^  {w) , 
z  ==  f  {u) .  sin  q>  {v) 

gegebenen   Flüchen  Systeme   zn   nntersuchen    (/*,  ^  und  t^   sind  beliebige 
Functionen). 
Hier  ist: 


a  =  /*'(«) .  cos(p,  cos  t^ , 
6  =  f'fu) .  cos  ^ .  sin  ^ , 
c  =  ^(li) .  sin  g> 

und  daher: 


a=  —  f,  q>,  sin  q> .  cos  t/;, 
6'  =  —  /".  9'.  *tn  <P .  sin  t/;, 
c'=      f.q>',cosq> 


a  =  —  f,^\cosq>,sinflßy 
b"  c=  /*.  t^'.  C05  g) .  cos  ^, 
c"=     0 


^01  =  0,       ^8  =  0,        ^10  =  0. 


Es    ist  also  durch  D)  ein  dreifach -orthogonales  Flächensystem  gegeben. 
Es  soll  nun  folgende  Frage  behandelt  werden. 
Unter  welchen  Bedingungen  stellt: 

Ix  =  {u  +  ay^.cosv.cosw^ 
y  =:  (u  +  ß)^ ,cosv ,sinw^ 
2  =  (li  +y)^  .  sin  V 

ein  dreifach  •  orthogonales  Flächensystem  dar?'^ 
Es  ist  hier: 


cosv  cosw 
a  = 1 


2j/u  +  a 

cos  V  sin  w 


a  =  —  sm  V  cos  w 


yu+a, 


sinv 


c  = 


2}/u  +  y 
und  daher: 


//=  —  sin  V  sin  w  f/ti  +  /3, 


// 


a  =  —  stnv  sm  w 


Yu  +  a, 


c  = 


cos  V 


V^7. 


b' =:     cosvcosfvj/u  +  ß, 


c"=     0 


^01  =  ö  »         ^08  =  ^  • 


08 


Fj2  =  (w  +  a)  5i>2 1?  C05 1?  sin  w  cos  w  —  (m  +  ß)  sin  v  cos  v  sin  w  cos  w, 

Soll  Dun  E)  ein  orthogonales  System  bilden,  so  muss,  um  B)  zu 
genügen,  entweder  noch  ^^,3  =  0  oder  Fj^,  =  0  sein.  Nachdem  aber  F^^ 
hier  nicht  Null  sein  kann,  so  müsste  Fjg  =  0  sein.  Dies  ist  aber  der 
Fall,  wenn  a  =  |3  ist  und  sonach  die  eine  Flächenschaar,  welche  nun 
durch : 


x^^y' 


+ 


=  1 


gegeben  ist,  eine  Schaar  von   Rotationsellipsoiden   darstellt. 

♦  Eb  ist  die»  ein  epecieller  Fall  der  von  Tieeerand  (Comptes  rendus,  Bd.  72) 
behandelten  Frage. 


Die  durch  C)  gegebenen  Bedingongen  lassen  eine  einfache  geome- 
Plniche  Denlnng  za.  f„  =  0  drückt — wie  eine  kleine  üeberlegung  zeigt 
—  die  Bedingung  rus,  dass  sich  die  iir-  und  «w-Linieo  der  fiFIäohe 
rechtwinklig  ecbneideD.  Uie  gegebenen  Definitionen  dieser  Linien  lehr- 
ten aber,  daes  diese  die  Cnrven  sind,  in  denen  die  ii- Fläche  von  den 
bf^iden  anderen  Fundamen talflüchen  geschnitten  wird.  Dies  für  die  an- 
deren Fundamentalcurven  der  übrigen  Flächen  in  Betracht  gezogen,  sowie 
die  BcrQcksichtignng  der  Gleichungen  ^^,=  0,  A'^^  =  0  giebt  folgenden 
wichtigen  Satz: 

„Schneiden  sich  drei  Flächen  so,  dasa  die  drei  bezüglichen  Schnitt- 
curveu  im  geroeiasamen  Schnittpunkte  aufeinander  senkrecht  stehen,  so 
schneiden  sich  ancb  die  Flächen   daselbst  rechtwinklig." 

Wien,  im  Juni  1883.  Dr.  Ed.  Mahlbb. 


^P      IT.  Berechnang  der  Moduln  BoEeahain'BcheT  ThetafoBOtionen. 

Iii  der  Theorie  der  cUiptiscben  Fnnclioncn  gelingt  es  bekanntlich 
in  eleganter  Weise,  den  Mndnl  der  Thefafunctionen  durch  den  Classen- 
mndnl  «der,  wns  dasselbe  ist,  durch  den  Werth  eines  Thetaquotienten 
mit  verschwindendem  Argument  anazudrllcken.  Die  analoge  Aufgabe  für 
die  Rosenbaia'scheu  E'unclionen  gestaltet  sich  bei  Weitem  complicir- 
ler-  In  meiner  „Sammlung  yon  Formeln,  welche  bei  Anwendung  der 
elliptischen  nnd  Rnsenhain'schen  Functionen  gebrancht  werden,''  ist  unter 
1 1 4)  eine  Näherungsformel  gegeben ,  deren  Begründung  auf  8.  20  versucht 
Ut,  von  der  aber  infolge  eines  Versehens  beim  Rechnen  nur  das  erste 
Glied  brauchbar  ist,  wobei  die  vernachläasigten  Glieder  von  der  dritten 
Ordnung  wären.  Hierauf  wurde  ich  privatim  durch  Horm  Krause  und 
JQngst  durch  Herrn  V.  Brannmühl  in  den  Leipziger  Annalen  XX,  S- .^65 
aufmerksam  gemacht.  Es  ist  leicht,  mit  der  in  der  Sammlung  an- 
grwstndtcn  Methode  die  Genauigkeit  bis  anf  Glieder  fünfter  Ordnung  zu 
versebürfen ;  will  mnn  aber  weiter  gehen,  so  wird  die  Sache  sehr  com- 
(iltcirl.  Ich  will  hier,  tim  zu  grösserer  Genauigkeit  zu  gelangen,  Formeln 
ftDr«t«llen,  in  welchen  die  vernachlässigten  Glieder  von  der  20.  Ord- 
DDBg  aind. 

Et  sei  r,       \  ,   n  1 

f{x,  g)  =  T,i  XX  +  2t,j  xy  +  tj,  BJ  . 

worto  die  Doppelsummen  sich  über  alle  ganzen  positiven  und  negativen 
t<o  n,,  !»(  zu  erstrecken  haben.     Zur  Abkürzung  sei  ferner 

*!!;»«=•>,    #q;J=^,    ü,;o=)',    ai;iJ=a, 
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dann  sind  die  Grössen 

o+^—y  —  d^v       o a  —  ß  +  Y  —  d  _(i 

^'^'"a+ß  +  y+ö'-x'     ^^o-a  +  ß+y  +  ö^  l' 

'     «+/?+y+d     A 

als  bekannte  Grössen  anzusehen,  weil  die  Quotienten  der  *&  als  Classen- 
modnln  zn  betrachten  sind.     Nnn  sind  ans  den  Gleichungen 

oder 

g  =  (?o(l  +  2p*+2^  +  2p*9*(^*-4p«  +  2))-(?p*(^«-2)+/?^, 
Py^  =  ro(l+2p*  +  2^*  +  2pV(^'-4p«  +  2))+£?r 

die  Grössen  p,  9,  q  zn  berechnen.  Nennen  wir  p,  9,  p^p  kleine 
Grössen  erster  Ordnung,  so  sind  Bp,  B^y  Br  (z.  B.  das  Glied  p^^Q^ 
von  der  siebenten  Ordnung.  Das  in  der  Sammlung  begangene  Versehen 
besteht  darin,  dassp^^p,,  qp^(^g  bez.  durch p 9^ p,  qp^q  ersetzt  sind;  auch 
dürfen  Bp^  B^^  Br  nicht  als  Reihen  bezeichnet  werden,  die  nach  Poten- 
zen von  p,  9,  pqq  fortschreiten.  —  Schreiben  wir  nun 

so  sind  jetzt  die  c  von  der  fünften  Ordnung.  Hieraus  folgt  mit  Unter- 
drückung von  Grössen  derselben  Ordnung 

P  =Po  —  (Po  —  P^*P*)(^o—  ^P*?*)*^*  =Po  -  Po^o*^*» 
und  weiter 


^  =  ?o  —  5'oPo*^^     ^  =  '•0  :P^ 


P  =  (Po*  —  5'o*'"o*)  :  Poi     ^  =  (^0*  -  Po^^'o*)  =  % » 

r    D   O  T  (    T      \ 

Wenn  die  vernachlässigten  Glieder  von  der  fünften  Ordnung  genannt 
werden ,  so  ist  nicht  q ,  sondern  p  9  p  als  zu  bestimmende  Grösse  an- 
gesehen; soll  p  selbst  bis  auf  Grössen  fünfter  Ordnung  genau  sein,  seist 

?  =  r^  (l  +  2po*  +  2  9««  +  2  V)  +  (-^)'  ( V  +  ?o*) 

zu  setzen.  So  sind  die  Thetamoduln,  wenn  man  noch  das  Vorzeichen  in 
der  Gleichung 

nach  den  in  meiner  Sammlung  gegebenen  Vorschriften  bestimmt,  gefun- 
den. Die  von  Herrn  v.  Braunmühl  gegebenen  Formeln  sind  in  Bezug 
auf  Po,  ^Q  unsymmetrisch,  aber  die  für  7  stimmt  mit  der  hier  abgeleite- 
ten überein. 
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Um  nun  zu  genaueren  Formeln  zn  gelangen,  bedienen  wir  uns  von 
Herrn  Rosenliain  gegebener,  ron  Herrn  Weber  bequem*  ztisammen- 
gestellter  Formeln 

so  dass 

ist.     Das  negative  Zeichen  der  Wurzel  ist  gewählt,  damit  rechts  das  von 
p,  g  freie  Glied  fortfalle.  —  Nan  werde 

**0,0+  Wo,!  —  t*|,o—  t*j,|  :.Wo,o  +  «0,1  +  Wi,o+  Wl.l 

'^*      i  +  J/(i«  _  ^4  _o«J  +  ^(i«-i,*-<j*J+^(i«-^*-v* +  !*-<»*) 

gesetzt,  so  dass  Po<  9o>  ''0  bekannte  Grössen  sind,  weil  die  Verhältnisse 
IzfL'.v:^  durch  ^-Quotienten  gegeben  sind;  alsdann  sind  die  Formeln 

^0  Po  9q /- .- 

biB   auf  Glieder  von   der  20.  Ordnung   richtig  and    demnach  wohl  meist 
ausreichend,  freilich  nicht  mühelos  zu  berechnen. 

Ist  y  =  0,    sind  die  Functionen    elliptische,   und   ist  ^^\9^  =^^k\ 
8o  ist 

wird  dann  p  =  ypQ  gesetzt,  so  ist  der  ^- Modul  bis  auf  kleine  Grössen 
20.  Ordnung  genau  gefunden. 

In  Bezug   auf  die  Formel  109)  meiner  Sammlung  ist  zu  bemerken, 
dass  die  rechte  Seite  die  Form  0 !  0 : 0  . . .  besitzt. 


^  Grelle' 8  Journal  Bd.  84  S.  336,  337.  Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  be- 
merken, dass  der  an  dieser  Stelle  von  Herrn  Weber  yerroisste  Beweis  Rosen- 
hain "scher  Formeln  erweitert  auf  alle  Classen  ultraelliptischer  Functionen  von  mir 
Bd.  71  S.  280  des  Grelle 'sehen  Joamals  gegeben  ist. 

Jena  1883.  J.  Thomas. 
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7)  u  =  ^f>,lg^  +  f>,lgEP  +  ,,,  +  v„IgEl]  +  c, 

n  l  Pl  P%  PnJ 

80  dass,  abgesehen  von  den  Constanten,  die  Stromlinien  des  Problems  sind : 

so   dass   es  sieb  nm  die  Oleicbnngen  4)  in  dem  Falle  2>  =  1>«  bandelt. 
Die   gesncbte  Fnnction   complexen  Arguments  ist  also,   bis  auf  die 
zuzufügende  Constante, 

Statt  nun  am  Rande  in  die  einzelnen  Bögen  constante  Wärme  ein- 
strömen zu  lassen ,  kann  man  dies  auch  mit  constanter  Elektricitllt  thun, 
so  dass  gegen  die  frtlhere  elektrodynamische  Deutung  die  bekannte  Ver- 
tauschung  der  Strom-  und  Niveaulinien  eingetreten  ist. 

Bückt  P  in  die  Mitte,  so  hat  man  dort  die  Temperatur 

»1  /3i  +  v^ß^  + . . .  +  P«^« 
•'«^ 2^ ' 

denn  dann  wird  in  Gleichung  5)  (9>s  — 9i)  = /^i«  {^s^Vii^'ßi  ®^-  ^i®^ 
ist  der  bekannte  mittlere  Werth  der  Randwerthe,  der  für  die  Verzeich- 
nung der  Isothermen  von  Bedeutung  ist. 

Durch  Reciprocität  geht  man  leicht  vom  Innern  des  Kreises  zum 
Aeussern  über  und  durch  Vereinigung  beider  Probleme  findet  man  den 
Zustand  der  gesammten  Ebene  bei  kreisförmiger  Vertheilung  der  singu- 
lären  Punkte.  Da*  aber  für  jedes  Problem  nur  eine  Lösung  möglich  ist, 
so  ergiebt  sich  sofort  folgender  Satz: 

Liegen  die  Ausgangspunkte  der  Radii  vectores  der  Cur- 
venschaaren  3)  und  4)  auf  einem  Kreise,  so  gehört  im  Falle 
2>  =  2>  zu  der  Schaar  3)  stets  ein  Kreis,  der  die  Scbaar  4) 
orthogonal  schneidet. 

So  werden  z.  B.  die  Curven  — ^  =  c,  die  Curven  —  =  c,  stets  durch 

r^  q 

einen  Kreis  orthogonal  geschnitten,  die  Curven  —^  =  c  dann,  wenn  die 

Ausgangspunkte  der  Radii  vectores  auf  einem  Kreise  liegen. 

Der  auf  den  ersten  Blick  überraschende  Satz  folgt  sofort  aus  dem 
selbstverständlichen  Satze,  dass,  wenn  alle  Ein-  und  Ansströmpunkte 
der  Elektricität  auf  einer  Geraden  liegeu ,  diese  selbst  zum  System  der 
Stromlinien  gehört,  ein  Satz,  der,  durch  reciproke  Radii  vectores  trans- 
formirt,  auf  den  vorigen  führt.  Fügt  man  auf  beiden  Seiten  der  Geraden 
symmetrisch  zwei  gleichartige  Punkte  zu,  so  bleibt  der  Satz  bestehen, 
und  transformirt  man  von  einem  dieser  Punkte  aus,  so  erhält  man  Ein- 
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einer  FnoetioD  auf  einer  Kreisfläche  &as  gegebeoen  Randbedingungen", 
iw  schneller  in  die  Grundlagen  der  neueren  FanctioDentbeorie  einführt, 
(Is  Tnehrere  andere  Arbeiten  Hbnlidier  Tendenz.  Im  AnschluBB  an  den 
mtr-n  Tlieil  dieser  Arbeit  sei  die  iantliermiechi!  Bedeutung  der  obigen 
Cnrvftn  an  dem  Beispiele  einer  einfacben  Kreieplatte  erörtert. 

ÄaT  dem  Rande  einer  Kreisplatte  mögen  eine  Anzahl  beliebiger 
Bogen  ft,,  ij,  ...  i,  auf  conslanten  Temperaturen  r,,  e,,  .,.  f„  geballeu 
■eiden.  Ks  bandelt  sieb  nm  die  bekannte  Aufgabe,  den  stalionftren 
Winneiustsnd  zu  autersuchen  und  zugleich  die  durch  jene  Bedingungen 
lieslimmte  Function  compleien  ArgumenU  aufzufinden. 

Zn  diesem  Zwecke  verbinde  man  einen  beliebigen  Puukt  P  im  Innern 
mit  dpo  Endpunkten  der  obigen  Bögen  und  bezeichne  die  Lungen  der  Ver- 


I  mit  i>f,  pj. 


bindungKli 
iii  dME  di 

■  ifi  —  fp»).  Endlich  bezeichne  rann 
»intet  mit  ft.  ^,,  ...  (3«.  Jetzt  ist 
ßwiie  die  gegebeneu  Werthe  v^,  r,, 
(ich  dnrch  eine  einfache  Winkelbetn 


I  Neigungtiwinkel  mit  91,.  rp^,  ...  tp„, 
en  Winkel  sind  W^  —  ipi).  (1P3  — gi»;). 
die  zu  den  Bögen  gehörigen  Centri- 

...  Fn  annimmt.     Als  solche  ergiebt 

cbtung  ganz  von  selbst 
']'a)+    ..  +  "».  ((Pi— «Pul 


ilrnD  Insst  man  z.  B.  P  auf  den  Bogen  A,  rücken,  so  gehen  die  Win 
liifTptonzen  {v»  —  tpt)  *<■  "■  "•  <»  ''i*^  IlBlften  der  Ceutriwinkel  über,  1 


Mttd  ?'i-'Pi  =  t  +  ^    wird, 


der  That  i 


liehen  bleibt. 
Iso    gefunden 


Kl 


I^er  eine   Thoil    der  Function    compleien  Arguments   ist 
Binl  die  Isotbermeu  des  Problems  sind  die  Cnrven 

e)         (",-•',19',  + (-,-",)?»  +  -■■  + ('■-.-"")9'-  =  ^ 

"obei  von  den  Constauten  abgesehen  ist.  Sie  sind  also  von  der  Form 
3}<  nnd  zwar  handelt  es  sioli  um  den  Fall  2i''=2>,  denn  die  Summe 
d«t  ilmmtlichen  Factoren  ist  Null. 

bta    zugehörige    ti  bestimmt   sich  folgendi 

(^— 9,)   gehört   als    ergänzende  Fnncti 

in  rechtwinkligen  Hnordi 
Arguments  (j-+yi).* 


'sz 


l'J- 


dem   Theilo 

:*  +  >('p.-<p,) 


i Daten  geschrieben 
Demnach  ist  das 


'  In  Capit«!  lli   der  citirteo  Einflibrung  werden  die  Bicirculanoordinaten 
1  (7i-Vi)  bebanddt,  auch  gezeigt,  daas  sie  der  Gleichung  J«  =  0  gl^ 
Mao  kann  aber  auch  u  dnrch  Inte^atioQ  der  Differential  gl  eicbun»;  du 
e  per  se  inttgrabilin  tat,     Vergl.  g  36. 
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wähnten  Mittelpunkte  —  ist  bekanntlich  eine  Fläche  zweiten  Grades, 
welche  durch  die  Scheitel  der  Bändel  geht.  Somit  ist  unser  Satz  bewie- 
sen und  wir  bemerken  Über  F^  noch  Folgendes: 

Dem  Strahle  M  P^  welcher  die  Scheitel  der  erwähnten  Bündel  ver- 
bindet, entsprechen  Ebenen,  deren  Stellung  die  conjugirte  zum  Durch- 
messer MP  der  Fläche  F^  ist.  Folglich  ist  MP  ein  Durchmesser  der 
Fläche  F„?, 

Construiren  wir  die  Tangentialebenen  aus  P  an  F^,  so  sind  ihre 
Berührungspunkte  als  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  aufzufassen,  in 
denen  diese  Tangentialebenen  F^  schneiden.  Bestimmen  wir  femer  die 
Ebenen  durch  P,  welche  den  Tangentialebenen  des  Asymptotenkegels 
von  F^  parallel  sind,  so  schneiden  diese  F^  in  Kegelschnitten,  deren 
Mittelpunkte  unendlich  fern  sind.     Wir  schliessen  also: 

F^  hat  mit  F^^  den  Kegelschnitt  K^  gemeinsam,  in  wel- 
chem der  Kegel  aus  P  die  Fläche  F^  berührt,  und  den  Kegel- 
schnitt, in  welchem  die  unendlich  ferne  Ebene  F^  schneidet. 

2. 

Die  Construction  von  F^,?  hängt  nur  ab  von  dem  Punkte  P  und  der 
Involution  von  Durchmessern  und  Durchmesserebenen  um  M.  Wir  erhal- 
ten daher  für  alle  Flächen  F^  bei  denen  diese  Involution  die  nämliche 
ist,  welche  also  denselben  Asymptotenkegel  haben,  die  gleiche  Fläche 
Ff^,  Letztere  hat  mit  jeder  der  ersteren  je  den  Kegelschnitt  gemeinsam, 
den  die  Polarebene  von  P  aus  ihr  schneidet.  Daraus  ergiebt  sich  auch 
folgende  Erzeugung  von  F„?\ 

Wenn  wir  die  Polarebenen  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf 
die  Flächen  zweiten  Grades  bestimmen,  welche  denselben 
Asymptotenkegel  haben,  so  schneiden  diese  Ebenen  ihre 
rcspectiven  Flächen  in  Kegelschnitten«  welche  auf  einer 
neuen  Fläche  zweiten  Grades  liegen. 

3. 

Die  Flächen  F^^  für  reelle  Punkte  P  des  Raumes  sind  stets  reell. 
Ist  daher  F^  imaginär,  also  Kugel  oder  Ellipse,  so  können  wir  an  Stelle 
dieser  imaginären  Fläche  eine  reelle  Fläche  Fm^  setzen.  Dabei  lässt  sich 
durch  passende  Wahl  von  P  noch  erreichen,  dass  F^  und  F,^  sich  in 
einer  der  Congruenz  analogen  Lage  befinden. 

Sei  nämlich  x  ein  Durchmesser  von  P^  und  auf  demselben  sei  die 
Involution  harmonischer  Pole  durch  M  und  ein  Paar  xojj  gegeben.  Wir 
bezeichnen  die  Potenz  dieser  Involution  mit  k^^^  so  dass  k,*=  MÄ.MÄ^, 
Dann  wählen  wir  auf  A"  den  Punkt  P  in  der  Weise,  dass  2M P=kjg  ist, 
wo  kjg  der  absolute  Werth  der  Wurzel  der  Potenz  sei. 

Die  zu  diesem  P  gehörige  Fläche  F^^  bat  die  Eigenschaft,  dass  die 
Potenzen    der   Involutionen   harmonischer  Pole   auf  ihren    Durchmessern 


dem  absolnten  Werthe  nacb  reep.  gleich  den  Foteuxen  der  loToIntiooen 
»nP  parallelen    Durcbmet<Bern  von  F'  sind. 

Haben  wir  nnn  ConstractioDen  fUr  die  imaginäre  Fläche  A''  aaazu- 
fähren,  so  übertragen  wir  dieselben  auf  eine  reelle  Mittel punfetsfläche  fm*, 
welche  nach  obiger  Angabe  bestimmt  ist. 

Sei  z.  B.  der  Pol  P  zu  einer  Bbeiie  P  in  Bezug  nnf  die  imaginäre 
Flüche  /**  gesöoht,  so  constrairen  mir  den  Pol  P"  von  P  in  Bezug  auf 
/■„*.  Ist  dabei  ,W'  der  Mittelpunltt  von  Fj.  so  ziehen  wir  durch  IH  — 
Ben  Mittelpunkt  von  F*  —  eine  ParallelB  zn  M*  P*  nud  beslimnien  auf  ihr 
F  so,  dass  MP  gleich  M* P'  ist,  aber  den  entgegengesetzten  Sinn  von 
^_*'/>'  hat.» 

^^P        Zn  jedem  Kegelschnitt  der  Fläche  F^  gehört  eine  Flüche  F„',  welche 
^^^a^ch  den  Pol  der  Ebene  des  Kegelschniltes  in  Bezug  auf  F^  geht.    Ver- 
allgemeinern wir  die  gegenseitige  Beziehung  von  F*  und  Fm\  indem  wir 
zu    diesen    FIKcben    die    collinearen  Flüchen    zweiten  Grades    bestimmen, 

Ka  erUalten  wir  den 
Satz:  Wenn  eine  Fläche  sweiten  Grades  —  F„'  —  mit 
iner  andern  —  F^  —  einen  Kegelschnitt  gemeinsam  bat  und 
durch  den  Pol  der  Ebene  dieses  Kegelschnittes  in  Bezug  anf 
F*  geht,  Bo  enthSlt  sie  auch  den  Pol  der  IDbene  des  zweiten 
Kegelschnittes,  den  sie  mit  F-  gemeinsam  hat. 

Za  jedem  Punkte  P  des  Raumes  gehört  in  Bezng  auT  F^  eine  and 
nr  eine  Fliehe  F„».  Bewegt  sich  P  auf  einer  Geraden  g,  so 
•  igen  wir  nun,  dass  die  zn  den  Punkten  von  g  gehörigen 
i«ehen  FJ'  ein  Bäschel  B'  bilden.  Denn  erstens  haben  alle  diese 
clKchen  den  unendlich  fernen  Querschnitt  gemeio.  Ferner  gehen  sie 
duTcb  A  und  die  Punkte  A,  B,  in  denen  die  Tangeutialebenen  ans  <j  die 
FUthe  F*   berühren.      Folglich    liegen    die  zweiten  Querschnitte,    welche 

^je(l«  FIXcbe  mit  der  andern  geraeinsam  hat,  in  der  durch  A,  B,  M  be- 
■timmten  Ebene.  Sie  gehen  durch  A,  B,  M  und  durch  die  zwei  Punkte, 
ts  denen  die  erwähnte  Ebene  den  unendlich  ferneu  gemeinsamen  Quer- 
■cboiti  schneidet,  mitbin  fallen  sie  in  einen  Kegelschnitt  A'„,' zusammen. 
tl«  ist  der  zweite  allen  FUchen  gemeinsame  Querschnitt  und  unsere  Be- 
hauptung ist  bewiesen. 

Da  h„?  allen  Flächen  F„^  gemeinsam  Ist,  so  ist  dieser  Kegelschnitt 
'   Ort   der    Mittelpunkte   der  Kegelschnitte,    welche    die  Ebenen    eines 


Verachieben  wir  F^^  parallel  zu  sich  um  MM',  so  erhalten  wir  eine  Flüche, 

iniagibilren   Fläche   F'   gleichsam   centrisch- symmetrisch  iit.     Dieser 

imaginären  FlÜcbL-  dun^h   eine   ce utri 9 ch-sjnu metrische  be- 

lebiter  Lehrer  Herr  Fiedler  seit  Jahren  in  Beinen  VotVesiiTv^pft. 
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Büschels  durch  g  aus  F^  schneiden.  Die  Ebene  des  Kegelschnittes  K,^ 
ist  die  zur  Stellung  von  g  conjngirte  Diametralebene  der  Fläche  F^.  Wir 
sohliessen  also: 

Satz:  Die  Kegelschnitte,  welche  die  Ebenen  eines  Bü- 
schels mit  der  Scheitelkante  g  ans  einer  Fläche  .zweiten 
Grades  schneiden,  haben  ihren  Mittelpunkt  in  einem  Kegel- 
schnitt A^m^i  dessen  Ebene  die  znrBichtung  von  g  conjngirte 
Diametralebene  der  Fläche  ist. 

6. 

Kehren  wir  wieder  zum  Büschel  B'  der  Flächen  F^  zurück,  so  be- 
merken wir,  dass  die  Mittelpunkte  M*  der  Flächen  dieses  Büschels  in 
einer  Geraden  g*  liegen,  die  durch  den  Mittelpunkt  von  K^  geht  und 
zu  g  parallel  ist.  In  g*  befinden  sich  aber  auch  die  Pole  der  Ebene 
von  Kft^  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels,  denn  diese  Pole  müs- 
sen je  auf  der  Geraden  liegen ,  welche  den  Mittelpunkt  der  resp.  Fläche 
F^  mit  dem  Mittelpunkte  von  K„?  verbindet. 

Nun  ist  das  Büschel  B^  dadurch  charakterisirt,  dass  seine  Grund- 
curve  in  zwei  Kegelschnitte  zerföllt,  wovon  der  eine  unendlich  fem  ist. 
Es  ergiebt  sich  also  für  solche  Büschel  der  Satz: 

Die  Mittelpunkte  der  Flächen  zweiten  Grades  eines  Bü- 
schels, welches  durch  einen  unendlich  fernen  Kegelschnitt 
geht,  liegen  in  einer  Geraden.  Diese  ist  auch  der  Ort  der 
Pole  der  Ebene  des  andern  gemeinsamen  Kegelschnittes  in 
Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels. 

Uebertragen  wir  diesen  Gedanken  auf  ein  zu  dem  erwähnten  Bü- 
schel  collineares,  so  folgt: 

Haben  die  Flächen  zweiten  Grades  eines  Büschels  zwei 
Kegelschnitte  gemein,  so  liegen  die  Pole  der  Ebenen  dieser 
Kegelschnitte  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels  in  der- 
selben Geraden. 

7. 

Mit  Hilfe  der  Flächen  F^^  welche  zu  einer  Geraden  g  in  Bezug  auf 
F^  gehören,  lösen  wir  folgende  Aufgabe: 

Gegeben  seien  zwei  Gerade  g^  h  und  eine  Fläche  F^.  E^  sollen 
diejenigen  Transversalen  /  zu  ^  und  h  gesucht  werden,  deren  Schnitt- 
punkte mit  der  Fläche  F^  durch  den  Schnittpunkt  mit  h  halbirt  werden. 
Wir  constrniren  dann  zu  g  das  Büschel  der  Flächen  F^^,  Zu  jedem 
Punkte  P  auf  g  gehört  eine  solche  Fläche,  welche  von  h  in  zwei  Punk- 
ten x,  y  geschnitten  wird.  Die  Verbindungslinien  von  P  mit  letzteren 
Punkten  sind  Linien  t. 

« 

Nun   bilden    die   Punkte   x,  y,    in    welchen   h   die    Flächen    des  Bü- 
schels  schneidet,   eine  Involution.     Zu  jedem  Punkte   auf  g   gehört  ein 
Paar  dieser  Involution^    also    ist   letztere   zur  Punktreihe  auf  g  projecti- 


er,  die  in  einer  derartigeD  Beziehung 
intlich  eine  Regelfläclie  dritten  Gra- 
n  Doppelgcrade  ist.    Dieee 


riccb.     Panktreihe  nod  involntio 

KD    einander  stellen,    erzeugen  b 

de«,  rUr  welcbe  der  Träger  der  Puoktr 

BegelflAche  giebt  uns  den  Ort  der  Geraden  '  an. 

Bedenken  wir,  dnsa  die  Schnittpunkte  von  h  mit  f  auch  die  Mittelpunkte 
der  Involntionen  harmoniscler  Pole  auf  (in  Bezug  auf  f  sind,  bo  sagen  wir: 

Die  Geraden  f,  welche  eine  Linie  g  schneiden  und  für 
welche  die  Mittelpunkte  der  Involution  harmonischer  Pole 
in  Bezng  anT  eine  Fläche  zweiten  Grades  in  einer  Geraden 
ft  liegen,  erfmien  eine  Begelflüche  dritten  Grudea,  die  g  znr 
Uoppclgeraden  hat. 

Mittels  dieser  Regelflacbe  können  wir  anch  die  Transversalen  zu 
dnti  wiudscbiefen  Geraden  g,  h,  f  hestimmen,  fjlr  welche  die  Mittel- 
pankt«  der  Tnvolutiouen  harmonischer  Pole  in  Beang  auf  eine  Fläche 
Bweiten  Grades  in  h  liegen.  Ee  giebt  drei  derartige  Transversaten,  Sie 
geben  durch  die  Schoittpankte  von  f  mit  der  durch  g,  h  und  f  hestimm- 
ten  Regelfläcbe. 

Zflrich. Dr.  Bbtbl. 


«in 


f 


TZL  Vaobtrag  mr  XTI.  Mittheilnng  im  20.  Eande  dieier  Zeitsehrift 
8.369:  „Beweis  einiger  SäUe  Über  Potenzreihen." 
Abel  hat  in  dem  4.  Lehrsätze  über  die  Reihen ''^  gezeigt,  dass,  wenn 
Potenzreihe  Za^x"  für  den  reellen  Werth  x  =  r  cunvergirt,  ihre 
ne  /(x)  in  allen  Punkten  des  Intervalls  (0,  r)  mit  Einschlnss  der 
IJBienxca  stetig  sei.  Das  ist  von  Herrn  Pringsbeini  mit  Recht  gegen 
Ae  von  mir  am  Eingänge  der  obigen  Mittheilung  ausgesprocbene  Ansicht 
hervorgehoben  worden.*'''  Ahel's  Entwickelung  giebt  zunächst  den  Satz: 
„Irt  die  Potenzreiho  En^x"  für  den  reellen  Wertb  o.- =  r  convergent, 
■o  couvergirt  sie  ancb  Tür  jeden  Werth  von  x  im  Intervalle  (0,  r)  und 
SWM  gleichmässig  für  alle  diese  Werihe  von  X."  —  Diesen  Satz  kann 
man  in  folgender  Art  ansdehneo  auf  complexe  Werthe  vod  x:  „Ist  die 
Potenireibe  Ea^x"  in  einem  Punkte  x^  ihres  ConvergeuKkreisea  vom  Ra- 
dins  A  convergent,  so  convergirt  sie  gleichmüseig  f(ir  alle  Punkte  einer 
Strecke  'i'o'  ""^  'n  «in^n  festen,  übrigens  beliebigen  Punkt  innerbalb 
dca  Convergenskreises  H  bedeutet."  Denn  man  hat  mit  Benutzung  der 
vno  mir  a.a.O.  gebrauchten  Bezeichunngen,  falls  x  =  i,  —  A  ein  Punkt 
ineibalb  der  Strecke  x.x„  ist, 


'■-(»): 


-2-^. 
\^.. 


^(-^)^<r' 


■)  |p„(i)|<fe_ 

Bai   die  Sebne  x^m„  die  Länge  R{2cosi 
,  wenn  ^<C2c(»S9  — «,  |/'„(iF)[< 
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^1  vorgelegt,  so  denke  man  sich  €<4^a€|  nnd  bestimme  darnach  den 
Index  m,  worauf  man  anf  der  ganzen  Strecke  x^Xq  findet  IPml')!^  ^i* 
Aus  dem  soeben  erwähnten  Satze  folgt  sofort  der  Satz  S.  370 :  „Wenn 
die  Reihe  Za^x^  für  den  Punkt  x=^x^  ihres  Convergenzkreises  conver- 
girt,  so  ist  ihre  Summe  f(x)  für  sämmtliche  Punkte  einer  solchen  Strecke 
x^Xq  stetig/'  —  Dass  aber,  wenn  diese  Potenzreihe  für  alle  Punkte  eines, 
continuirlichen  Stückes  ihres  Convergenzkreises  convergirt,  ihre  Summe 
f{x)  längs  desselben  stetig  sich  ändere,  scheint  bis  jetzt  nicht  erwiesen 
zu  sein.  Der  Satz  leuchtet  ein,  wenn  die  Beihe  für  x  =  Xj  unbedingt 
convergirt.  —  Der  a.  a.  0.  vorgetragene  Beweis  des  ersteren  Satzes  wird 
an  Klarheit  gewinnen,  wenn  man  m  zunächst  einen  festen  Werth  des 
Stellenzeigers  sein  lässt.     Dann  muss  es  aber  heissen: 

Am  =  -  5  J''  rf.  (1  -  9-+'  +  P«(xO. 

(Eine  ähnliche  Bemerkung  tritt  ein  beim  Beweise  des  zweiten  Satzes,  wo 
zum  dritten  Oliede  der  Gleichung  5)  noch  —Xi'^^^nX^^^  zuzufügen  ist.) 

m 

Die  hierdurch  bedingten  Abänderungen  des  Folgenden  bedürfen  um  so 
weniger  der  näheren  Ausführung,  als  man  auch  hier  ähnlich  wie  mit  der 
Relation  a)  verfahren  kann. 

Dass  der  Satz  in  Nr.  2  sammt  seinem  Beweise,  wenigstens  für  reelle 
Werthe  der  Glieder  a„,  6„,  schon  bei  Abel  vorkommt,  hat  Hr.  Prin ge- 
heim ebenfalls  bemerkt. 

Der  zweite  Satz  (Nr.  3)  lässt  heute  noch  einen  andern  Beweis  zu. 
Herr  Dini*  hat  nämlich  gezeigt:  „Wenn  in  einer  endlichen  Umgebung 
(«  — €j,  0  +  ^2)  öines  Punktes  a  die  Reihe  I!fn(x)  convergirt  und  jedes 
ihrer  Glieder  eine  endliche  Ableitung  besitzt,  und  wenn  die  aus  den  Ab- 
leitungen gebildete  Reihe  £f*n{^)  im  genannten  Bereiche  von  x  gleich- 
massig  convergirt,  so  hat  die  Function  f{x)  =  Zf„{x)  im  Punkte  x  =  a 
eine  endliche  Ableitung  und  zwar  gerade  2^/"'„ («).**  Dini's  Beweis  gilt 
auch  für  den  Fall,  dass  die  fn(x)  complexe  Functionen  der  reellen  Ver- 
änderlichen x  sind  und  dass  nur  eine  Seite  des  Punktes  x  =  a  betrach- 
tet wird.     Der  letztere   Umstand   tritt   auch   hier   ein,   indem  die  Reihe 

^,n  nanX"^^    gleichmässig  convergirt   für   sämmtliche   Punkte   der  oben 
I 
eingeführten   Strecke  x^t^^. 

Der  erste  Theil  des  dritten  Satzes  (S.  373)  ist  viel  zu  allgemein 
gehalten :  mit  Sicherheit  ist  er  richtig  in  solchen  von  a-j  verschiedenen 
Punkten  des  von  i^^^  aus  beschriebenen  Kreises,  wo  auch  die  Taylor- 

sehe  Reihe   ^  —■  (x  —  Xq)^  convergirt.    Das  folgt  leicht  aus  dem 

ersten  Satze.  Der  Irrthum  erklärt  sich  daraus,  dass  a.  a.  0.  eine  Formel, 
die  nur  für  positive,  echt -gebrochene  Werthe  von  x^ix'  gilt,  auch  für 
complexe  Werthe  dieses  Quotienten  benutzt  worden  ist.  —  S.  376  Formel 
11)  setze  man  statt  qp'(wi  +  l)  —  (p'(m)  die  entgegengesetzte  Differenz  und 
in   der  Schlussformel  anstatt  g^   g. 

*  Fondamenti  etc.,  p.  115. 

Innsbruck,  29.  Januar  18S4.  Prof.  0.  Stolz. 


VII. 

Ueber  die  Krümmung  der  Flächen.  , '  ^^-^  ^^^M'/ 

Von  U^lVWlS.BKttUN, 

Dr.  O.  BöKLEN 


in  Bentlingen. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  1. 


§1. 

In  einem  früheren  Aufsätze  dieser  Zeitschrift  (XXVII,  S.  369)  habe 
ich  die  Beziehungen  zwischen  den  centrischen  Flächen  zweiten  Grades 
untersucht y  welche  mit  irgend  einer  Fläche  F  in  einem  beliebigen  Punkte 
S  derselben  von  gleichartiger  Krümmung  eine  Berührung  erster  oder 
zweiter  Ordnung  haben.  Da  nun  durch  S  zwei  Erümmungslinien  gehen, 
in  welchen  F  von  zwei  weiteren  Flächen  F'  und  F"  orthogonal  geschnit- 
ten werden  kann,  so  giebt  es  drei  confocale  Flächen  zweiten  Grades  (A), 
(fft),  (v),  wovon  die  erste,  das  Ellipsoid,  mit  F,  die  zweite,  das  einmant- 
lige  Hyperboloid,  mit  F'  und  die  dritte,  das  zweimantlige  Uyperboloid, 
mit  F'^  je  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  hat. 

Um  die  Beziehungen  solcher  Tripel  von  Confocalen  zu  untersuchen, 
geben  wir  von  ihren  Gleichungen 

l       A  — p      A  — y  (i       i^  —  p      (*'^Y  ^       V  — p      V  — y 

k>Y>t^>ß>v 
aui.     Bezeichnet  man  die  Hauptkrümmungshalbmesser  von  (A)  mit  L  und 
L\  diejenigen  von  (fi)  mit  M  und  M\  von  (v)  mit  N  und  N\  so  ist 

2)  Z  =  i  (A  -  ^)V.  (A  -  v)V.,     r  =      i  (A  -  v)V.  (A  -  fi)V., 

3)       Af=  A (ji -•-)•'' a-F)'''.  r=--,(A-ft)''(f*-v)'/.. 

4)  Ar=^,(i_v)*/.(fi-v)'/.,    iV'=     l(^_v)'/.(i-v)'/., 

9S  'S 


«  =  >/A(i-^)(r-y),      «'=//i(fi-/3)(y-M),     «'  =  j/v(/3-v)(y-v). 
S  ut  der  Berührungspunkt  von  F  mit  (A),  von  F'  mit  (/a)  und  von 
F"  mit  (v).     Vom  Mittelpunkt  0  der  drei  Confocalen  fälle  mau  a^C  v\\<s 

f  MAihemfttllr  n  Pft/y/Ar  XXDT.  X  ^ 
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drei   durch  S  gehenden  l'angentialebenen  die  Perpendikel  />,  p'  und  p\ 

80  ist 

n  tf  n 


5)   p  =  — ==  »      p  =  -^=^_ — »     /?  =     

Aus  den  Gleichungen  2)  bis  4)  ergeben  sich  folgende  Relationen: 

L       iL  — V       M  ^  — f*       -^       fA— V 

also 

7)  LMN=^  L'M'N\ 

8^  ^'4.^-.!        ^\^  ^\        ^'4.^-1 

Von  diesen  letzten  Gleichnngen  folgt  jede  aus  den  beiden  anderen,  so- 
mit sind  die  sechs  Krümmungshalbmesser  an  zwei  Bedingungsgleichungen 
gebunden  und  die  sechs  Gleichungen  2)  bis  4)  sind  also  nur  vier  von 
einander  unabhängige  Relationen,  welche  zur  Bestimmung  von  den  fünf 
Unbekannten  il,  fi,  v,  /3,  y  nicht  hinreichen.  Es  giebt  also  unendlich 
viele  Tripel  von  Confocalen,  welche  unter  einander  in  einem  Punkte  S 
eine  Berührung  zweiter  Ordnung  haben  oder  osculiren,  worunter  im  Fol- 
genden immer  zu  verstehen  ist,  dass  alle  Ellipsoide  der  Tripel  dieselben 
Krümmungshalbmesser  Z^  und  L\  die  einmantligen  Hyperboloide  die  Krüm- 
mungsradien M  und  M\  die  zweimantligen  die  Krümmungsradien  N  und 
N'  haben. 

Durch  Combination  mit  5)  findet  man   ferner: 

p       M'     p'     N'    /)"     r 


^  P'  L        p"        M        p        N 


-.,  —    --  » 


Hieraus  folgt:  Die  Mittelp unkte  0  aller  Tripel  von  Confocalen, 
welche   in    einem  Punkte  S  unter  einander  osculiren,    liegen 
auf  einer  durch  iS  gehenden  Geraden,  welche  durch  die  Gleich- 
ungen 9)  bestimmt  ist. 
Aus  2) —  5)  erhält  man 

10)      Z.p  =  A-.^,  11)     M,p'=       |[i-v,  12)     iV.p"=A-v, 

L\p  =  X  —  Vy  A/'.p'  =  — (A  — fi),  y\p"=  fi  —  v. 

Betrachten  wir  zunächst  das  Ellipsoid  (A).  In  demselben  sind  k  —  /u 
und  k  —  V  die  Quadrate  der  Halbaxen  desjenigen  Centralschnittes,  wel- 
cher mit  der  Tangentialebene  vom  Punkte  S  parallel,  dessen  conjngirter 
Halbmesser  also  OS  ist.  Diese  Halbaxen  sind  parallel  den  Tangenten 
dQr  Krümmungslinien  in  S,  also  sind  sie  bei  allen  Ellipsoiden  unter  sich 
parallel.  Die  Grössen  L,  L\  A/,  ...  sind  vermöge  der  Aufgabe  constant 
und  da  sich  der  Mittelpunkt  0  auf  der  Geraden  50,  deren  Gleichungen 
9)  sind,  bewegt,  welche  mit  den  Normalen  der  Confocalen  (i),  (fi),  (v) 
in  S  der  Reihe  nach  die  Winkel  er,  /3,  y  bilden  soll,  deren  Werthe  durch 
9)  bestimmt  sind,  so  sieht  man  sofort,  dass  die  Centralschnitte  der  Ellip- 
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soide  anf  einem  elliptischen  Paraboloid  liegen.     Die  Gleichung  eines  sol- 
chen Centralschnitts,  auf  seine  Axen  bezogen,  ist 


l  —  V      X  —  II 

Setzt   man  nun  05  = =  Xy  ßo  ist  nach  10) 

cosa 

13)  p^+r^=^ 

L  COS  et      L  cos  a 

die  Gleichung  dieses  elliptischen  Paraboloids. 

Durch  ähnliche  Betrachtungen  findet  man  für  die  Centralschnitte  der 
einmantligen  Hyperboloide 

^  Mcosß'^  M'cosß'^^' 

wenn  man  05= ;:  =  to   setzt.     In   beiden  Formeln   beziehen   sich  die 

cosp      ' 

Coordinaten  £,  17,  ^  der  Reihe  nach  auf  die  Normalen  von  (X),  (/ü),  (y) 

(nicht   aber  t,   tj,   j).     Da   M\   wie   in   allen    vorhergehenden    Formeln, 

nach  5)  negativ  zu  nehmen  ist,  so  liegen  diese  Centralschnitte  auf  einem 

hyperbolischen  Paraboloid. 

Für  diejenigen  der  zweimantligen  Hyperboloide  erhält  man,  weil  sie 

imaginär  sind,  die  Gleichung 

^  N'cosy  "^  Ncosy  ^  ""  '* 

Hieraus   folgt:    Die    dem   Halbmesser   OS   conjugirten   Central- 
schnitte,   welche    also    je   einer   der   drei    durch   S  gehenden 
Tangentialebenen   parallel   sind,   aller  Tripel  von  Confoca- 
len,  die  in  dem  Punkt  5  untereinander  osculiren,  liegen  auf 
Paraboloid  en,  und  zwar  diejenigen  der  Ellipsoide  auf  einem 
elliptischen,   der  einmantligen  Hyperboloide   auf  einem  hy- 
perbolischen  und    der   zweimantligen   auf  einem  imaginären 
Paraboloid.     Diese   drei  Paraboloide  haben  also  den  Durchmesser  OS 
gemeinschaftlich. 

Die  sechs  KrUmmungsmittelpunkte  der  Flächen  (A),  (fi),  (v)  bezeich- 
nen wir  mit  /  und  l\  m  und  m\  »und  n';  das  erste  Paar  liegt  auf  der 
Nonnale  von  (A)  oder  auf  der  $-Axe,  das  zweite  auf  der  Normale  von 
Oi)  oder  auf  der  17-Axe,  das  dritte  Paar  auf  der  Normale  von  (v)  oder 
«nf  der  i;*Aze.  Die  Punkte  /  und  /',  sowie  n  und  n  liegen  auf  derselben 
Seite  von  5,  m  und  m  dagegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  5.  Man 
^Dstmire  nun  drfei  Parabeln  P,  P\  P",  die  erste  in  der  17  f- Ebene  be- 
^tt  die  17-Aze  in  m  und  die  £-Axe  in  n\  die  zweite  in  der  £$- Ebene 
l^hrt  die  {-Axe  in  n  und  die  ^-Axe  in  l\  die  dritte  in  der  It;- Ebene 
l^hrt  die  («Axe  in  /  und  die  17-Axe  in  m.  Aus  den  Gleichungen 
^)  folgt,  data  P  von  der  Verlängerung  von  mn  berührt  v?\Td\  Q  ^^v  öi^x 
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Berührungspunkt;  ebenso  wird   P'  von  der  Geraden  In  in  Q'  vluA  P*  von 
der  verlängerten  mr  in  Q'  berührt. 

Durch  den  Mittelpunkt  0  des  Confocalentripels  gehen  die  drei  Hanpt- 
ebenen  desselben,  auf  welche  sich  die  drei  Gleichungen  1)  beziehen; 
die  erste  dieser  Hauptebenen  oder  die  .ry- Ebene  schneide  die  drei  durch 
S  gehenden  Normalen  oder  die  |-,  9/.,  ^-Axen  der  Reihe  nach  in  den 
Punkten  X^   ^i  ^i  so  hat  man  die  Gleichungen 


P  P  P 

Aus  2)  bis  5)  erhält  man 

SX      X-y       SY      y-^       ,        SX  ,  SY      , 

d.h.:  die  Linie  XY  ist  eine  Tangente  der  Parabel  /*"; 

5^-      i  — r       SZ      y  — V  .     SX  .  SZ      , 

L        A  — V         iV        A  — V  L  iV 

d.  h.  die  Gerade  XZ  berührt  die  Parabel  P* ,  Ebenso  beweist  man,  dass 
die  Verlängerung  von  YZ  die  Parabel  P  berührt,  woraus  folgt,  dass  die 
a:y- Ebene  die  drei  Parabeln  berührt.  Das  Gleiche  findet  auch  bei  den 
zwei  anderen  Hauptebenen  xz  und  zy  statt,  wie  sich  auf  analoge  Art 
zeigen  lässt. 

Die  bis  jetzt  angeführten  Eigenschaften  der  drei  Parabeln  hat  Mann- 
heim angegeben,  aber  auf  andere  Weise  begründet  (Journal  de  Mathe- 
matiques  pures  et  appliquees,  3™®  sorie  t.  VIII,  1882). 

Man  bat  demnach  den  Satz:  Die  drei  Hanptebenen  aller  Tri- 
pel von  Confocalen,  welche  in  einem  Punkte  S  unter  ein- 
ander osculiren,  berühren  drei  bestimmte  Parabeln,  wovon 
jede  zwei  der  drei  durch  S  gebenden  Normalen  in  zwei 
Krümmungsmittelpunkten  tangirtund  deren  Directricen  also 
durch  5  gehen;  sie  sind  dieProjectionen  der  Geraden  OS  auf 
den  Ebenen  der  Normalen. 

Der  letzte  Theil  des  Satzes  lässt  sich  so  beweisen :  0"S  ist  z.  B.  die 
Projeetion  von  05  auf  der  |f- Ebene,  welche  die  x-,  y-,  z-Axen  in  einem 
Dreieck  xijz  schneidet,  dessen  Uöhendurchschnitt  0"  ist.  Da  nun  die 
Parabel  P'  die  drei  Seiten  dieses  Dreiecks  berührt,  so  geht  ihre  Direc- 
trix  durch  0 ';  sie  geht  aber  auch  durch  5,  weil  ihre  zwei  Tangenten  St 
und  Sn  rectangulär  sind.  Man  kann  noch  weiter  hinzufügen,  dass  die 
Brennpunkte  der  drei  Parabeln  die  Fusspunktc  der  von  S  auf  die  Ver- 
bindungslinien mn\  nl\  Im'  gefällten  Perpendikel  sind.  •  Die  Verbindungs- 
linien  Oar,   Oy,   Oz  sind  die  drei   Axen   des  Tripels. 

Wenn  eine  Ebene  während  ihrer  Bewegung  zwei  feste  Curven  be- 
rührt, so  umhüllt  sie  eine  entwickelbarc  Fläche,  deren  Erzeugende  die 
Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  ist;   berührt  die  Ebene  also  drei 
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Cnnren  zugleich,  so  müssen  die  drei  Berührungspunkte  stets  in  gerader 
Linie  sein,  welche  in  ihren  aufeinanderfolgenden  Lagen  Tangente  einer 
Rtnmcarve  sein  wird  —  der  Rückkehrkante  der  entwickelbaren  Fläche — ; 
die  bewegliche  Ebene  enthält  also  stets  zwei  unendlich  nahe  Tangenten 
dieser  Raumcurve  und  somit  ist  sie  Osculationsebene  derselben.  Die  drei 
Hanptebenen  jedes  Confocalen tripeis  osculiren  demnach  eine  bestimmte 
Ranmcurve,  und  da  sie  sich  im  Mittelpunkte  0  des  Tripels  schneiden, 
weleher  auf  der  durch  die  Gleichungen  9)  bestimmten  Geraden  SO  liegt, 
80  folgt  daraus,  dass  die  fragliche  Raumcurte  die  Eigenschaft  hat,  dass 
je  drei  rectanguläre  Osculationsebenen  derselben  ein  Trieder  bilden, 
dessen  Spitze  auf  einer  bestimmten  Geraden  liegt,  welche  man  die  Direc- 
trix  der  Curve  nennen  kann ,  nach  Analogie  der  ebenen  Parabel ,  bei  der 
je  zwei  rectanguläre  Tangenten  sich  ebenfalls  auf  einer  Geraden  oder 
Directriz  schneiden.  Diese  Raumcurve  ist  also  eine  apecielle  cubische 
Parabel. 

Um  die  Gleichungen  derselben  zu  finden,  wählen  wir  die  orz -Ebene 
oder  die  zweite  Hauptebene  der  Confocalen,  welche  die  Normalen 
▼OD  S  in  dem  Dreieck  X'Y'Z*  schneidet.  Die  drei  Seiten  desselben  be- 
rühren die  Parabeln  in  ^,  ^,6*,  unJ  zwar  sind  dies  der  Reihe  nach  die 
Berührungspunkte  von  /'Z'  mit  P,  von  Z' X'  mit  P'  und  von  der  ver- 
längerten X'V  mit  /*";  die  Gerade  ABC  ist  also  Tangente  der  Raum- 
cnrve.    Ist  Ä C'  die  Projection    von  AC  \n   der  ^^-Ebene,   so   hat  man 

~^L^^  —  ^   also   SZ'=:}/SA'j/N'  und  analog  Sä=j/SC'}/L. 
D»  aber  X' Z'  die  Parabel  /^  berührt,  so  ist 


SZ"      SX'      ,      ,        j/SC    .    l/SA'       , 
—  +-^=1   oder   -^  +  -^=1. 

Bieraas  folgt,   dass   SA'  und   SC'   die   Coordinaten   einer  Parabel  sind, 
welche  die  £-Axe  in  der  Entfernung  —  und   die   J-Axe  in  der  Entfer- 

"*og  p  berührt;  somit  umhüllt  die  Projection  a'C'  in  der  ${;- Ebene  die 


i^T  m 


We  Projectionen  von    ABC  in    der  |iy-,    lyf-   und  {;$•  Ebene   umhüllen 
»Iso  die  Cnrven 

16)         S^      I       ^^      _i  i7\        ^^      .  ^      -1 

UV       VIT/  \W)  KU) 
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(i^r'©' 


Von  diesen  drei  Gleichungen,  in  welchen,  wie  in  den  vorhergehenden, 
zn  beachten  ist,  dass  M'  nach  3)  negativ  zn  nehmen  ist,  folgt  jede  ans 
den  beiden  anderen,  wenn  man  die  Formeln  8)  berücksichtigt.  Sie  sind 
die  Projectionen  der  Raumcnrve  auf  den  drei  Tangentialebenen  von  S^ 
welche  im  Räume  das  Analogen  der  drei  Mann  hei  mischen  Parabeln  in 
der  Ebene  ist.  W&hrend  diese  in  einem  Confocalentripel  je  zwei  Nor- 
malen des  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunktes  S^  sowie  auch  jede 
der  drei  Hauptebenen  berühren,  so  osculirt  die  Raumcurve  die  drei 
Tangentialebenen  von  S  und  ebenfalls  die  drei  Hauptebenen. 

Die  Osculationspunkte  in  den  Tangentialebenen  sind  die  obengenannt 
ten  Punkte  ß,  0'>  &'•     Die  Coordinaten  von  Q  sind  iy=  -zj-  und  {;=-i77 » 

von  (/  t= -^  nnd  5  =  -pi  von  Q"  {;«=  -=-  und  i?=^/'   Man  tiberzeugt 

sich  hiervon,  wenn  man  z.  B.  die  Ebene  XYZ  sich  der  17 {;•  Ebene  n&hem 
lässt;  im  Grenzfall  werden  die  Pun\te  A^  B^  C  auf  0,  n,  rn    fallen. 

Setzt  man  nun  in  18)  (='»p>  so  wird  mit  Berücksichtigung  von  8) 

M  ^ — iV       N  .  1     -1       T»       .     «        1. 

17  =  ^7-  und  «=  TT/  •     Ebenso    lässt   sich   der  Beweis  für   die  zwei 

M  VI         M 

anderen  Punkte  führen. 

Das  Vorhergehende  kann  man  so  zusammenfassen: 

Die  Hanptebenen  der  Confocalentripel,  welche  in  einem 
Punkte  S  unter  einander  eine  Berührung  dritter  Ordnung 
(s.  §  2)  haben,  osculiren  eine  cubische  Parabel,  die  eine 
geradlinige  Directrix  hat,  anf  welcher  die  Spitzen  der  rect- 
angularen  Trieder  liegen,  deren  Seiten  die  Ourve  osculiren. 

§2. 

Um  das  Bisherige  auf  die  Theorie  der  allgemeinen  Flächen  anzu- 
wenden,  nehmen  wir  eine  beliebige  Fläche  F  an,  welche  in  dem  Punkte 
S  gleichartig  gekrümmt  ist;  auf  der  Normale  liegen  die  beiden  Krüm- 
mungsmittelpunkte  /  und  T,  Sl=L  und  Sf=L'  sind  die  Hauptkrüm- 
mungshalbmesser von  F,  L  ^  L.  Die  Normale  ist  die  ^-Axe,  während 
die  Tangenten  der  zwei  durch  S  gehenden  Krümmungslinien  von  F  die 
Axen  der  17  nnd  ^  sind.  Die  Ebenen  der  Krümmungskreise  von  L  und 
l!  gehen  durch  die  if\'  und  durch  die  ^-Axe.  Zwei  unendlich  nahe  con- 
jugirte  Tangenten  des  die  Krümmungsliuie  f  (deren  Tangente  die  f-Axe 
ist)  herühTen^^n    Normalschnittes    von    F^    nämlich    die   i^-Axe   und   die 


I  Biciut  folgen  de  conjugirte  TaDgente  dieBes  Nonaalsc 
im  Pnnkte  m  anf  der  tfAxe.  Nun  werde  /'  von  einer  zwcilen  FlAcIie  /"' 
«enkreclit  geBchnitteii ,  weklie  die  SJ-Kbciie  in  S  berührt  und  deren 
dorcb  die  tjg-Ebeue  beBtimmler  Uauptsclinitl  den  KiümnitiDgeiiiiltelpaDkt 
m  habe,  so  daes  Sm  =  M  der  eine  HanptkrümmuiigabalbraesGer  von  F' 
UL  Zwei  aafeicanderrulgeDde  coDJugirte  Tangeoti-n  dc&  die  KrilminuDgs- 
Itiiie    tj    lerilbrendeD  NormalscbuitlcB    von   F  ecbDeiden    »ich    \u   »',    eiue 

»diitle  Fläcbo  F"  berübrl  die  |»)-Ebene  ehenfalU  in  S,  und  n'  eei  der 
KiilmmnugeniittplpuDkt  des  in  der  ij£- Ebene  liegenden  Hauptscbnitu 
van  F",  dann  ist  Sn=-N'  der  eine  Uauptkrümmiingsbalbmetiiier  von 
/•".  Die  vier  Grüseen  L,  L'.  M  und  A''  sind  beliebig  und  liabpn  iu 
jedem  Tunkte  $  Tun  F  wieder  andere  Wertbe;  wenn  sbei  die  drei  eich 
senkrecht  schneidenden  Flächen  F,  F',  F"  die  Eigenschaft  haben  sollen, 
dtus  61»  1d  F  von  einem  Confncslentripcl  in  zweiter  Ordnung  berührt  wer- 
<len  können,  so  sind  die  zwei  weiteren  Uauptkrümmungsbalbmosser  M  von 
F'  und  JVvon  /'"nicht  mehr  beliebig,  enndern  an  die  Bedingungsgleich- 
aogen  S)  gebunden,  da  nach  denselben,  wenn  die  vier  Grüaeen  L,  V, 
1/  aod  A'  gegeben  sind,  auch  die  swri  anderen  M'  und  iV  bestimmt  wer- 
den.     UiernDS   folgt   der   Satz: 

Wenn  drei  sich  in  einem  Punkte  senkrecht  schneidende 
Flächen  von  einem  Confoualentripcl  sollen  oacuürt  werden 
kennen,  bo  sind  ihre  sechs  Uan  ptkrümmungsbalbmesser  für 
diesen  Foukl  an   awei  Bedingu  n  gsgl  eichuugen  gebnndeu. 

Ut  anf  irgend  einer  Fläche  F  ein  Punkt  S  gegeben,  so  sind  für 
dieaen  Punkt  auch  die  vier  Streuken   L,  L' ,  M  und  N'  bestimmt  und  also 

»Aach  die  zwei  anderen  M'  und  N;  es  lassen  sich  bomit  immer  zwei  weitere 
fluchen  F'  uud  F"  denkeu,  welche  F  \a  S  senkrecht  echueiden.  Auf 
diese  Voraussetzung  gründen  sich  die  folgenden  Sfilze: 

Durch  jeden  Pnnkt  (von  gleichartig."r  Krümmung)  einer  FIRcbe 
g«bt  eine  durch  die  Gleichungen  0)  bestimmte  Gerade,  auf 
welcher    die     Mittelpunkte     aller    Con  focaleutripel     liegen, 

»welche  die  Fläche  und  die  zwei  and  er  eu  sie  senkrech  t  suhuei- 
dcndoB  ascnliren.  Die  den  drei  Tangentialebenen  der  Fla- 
eben  parallelen  Centralscb  n  itte  der  Confocalen  liegen  je 
■  of  eioem  Paraboloid,  die  Hanptebencn  der  Coufocalen  be- 
rUbr«n  drei  Parabeln  und  osculiren  eine  cnbische  Parabel, 
deren  Ditectrix  die  gemeinschaftliche  Ceutralliuie  der  Con - 
roolenlripel  ist. 

Um  ein  solches  Confocalentripel  zu  construiren,  wSble  man  anf  der 
NoTtnale  der  Fläche  eiuen  Punkt  .V,  z.  B.  zwischen  5  und  /,  lege  dnrch 

1^  dne  Ebene,  welche  die  Parabeln  /^'  und  P  tangirt  uud  die  Taugen- 
Jao  d(»r  Kriimmungslinien  in  V  und  Z  achneidet.  Uan  bat  also  diu 
blekbtiB|ra 
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L  ^W^'     L'  "•■  ^"■ 

Dadurch  sind  die  Punkte  Y  und  Z  und  somit  auch  die  Ebene  selbst 
bestimmt.  Ihr  Durchschnitt  mit  der  Centrallinie  9)  giebt  den  Mittelpunkt 
und  mit  einem  gewissen  Kegel  die  Focalellipse  des  Tripels,  wodurch 
dasselbe  vollständig  bekannt  ist.  Der  Kegel  (diese  Zeitschrift  XXVII, 
8.  371)  entspricht  den  Gleichungen 

Er  hat  seine  Spitze  in  5,  die  Normale  zur  Axe  und  schneidet  die  Ebene 
SXJ  in  zwei  Geraden,  welche  mit  der  Normale  den  Winkel  a>,  und  die 
Ebene  SXZ  in  zwei  anderen  Geraden,  die  mit  der  Normale  den  Winkel 
a>'  bilden. 

Die  Focallinien  dieses  Kegels  liegen  in  der  5 ^TZ- Ebene  und  bilden 

mit   der  £-Axe   den  Winkel  g>',   der   durch  die  Relation  co**g>'=  — 7   ge- 

geben  ist. 

Wenn  der  Mittelpunkt  0  des  Tripels  gefunden  ist,  so  kennt  man 
auch  seine  Abstände  p,  p  und  p*  von  den  drei  Tangentialebenen  oder 
den  i;^;-,  \X'  und  1 17 -Ebenen  u.  s.  w. 

Während  also  durch  einen  beliebigen  Punkt  X  zwischen  S  und  /  auf 
der  Normale  einer  Fläche  F  sich  unendlich  viele  Ebenen  legen  lassen, 
deren  jede  durch  ihren  Schnitt  mit  dem  diesem  Punkte  conjugirten  Kegel 
(/.  c.  S.  371)  die  Focalellipse  eines  F  in  5  in  zweiter  Ordnung  berühren- 
den Ellipsoids  bestimmt,  so  giebt  es  durch  denselben  Punkt  J:' nur  Eine 
Ebene  X  YZ^  welche  durch  ihren  Schnitt  mit  der  Centrallinie  den  Mittel- 
punkt und  damit  auch  das  einzige,  dem  Punkte  X  entsprechende  oscu- 
lirende  Confocalentripel  angiebt.  Unter  den  genannten  unendlich  vielen 
dem  Punkte  X  entsprechenden  Ellipsoiden ,  welche  sämmtlich  mit  Y  die 
beiden  Krümmungshalbmesser  L  und  L  gemein  haben,  ist  also  nur  ein 
einziges,  welches  dem  oscnlirenden  Confocalentripel  angehört,  d.  h.  wel- 
ches F  im  Punkte  S  in  dritter  Ordnung  berührt. 

Betrachten  wir  nun  weiter  die  drei  Paraboloide,  deren  gemeinschaft- 
licher Durchmesser  die  Centrallinie  SO  ist  und  welche  die  drei  Flächen 
F,  F\  F"  im  Punkte  S  ebenfalls  in  zweiter  Ordnung  berühren.  Das 
reelle  elliptische  Paraboloid  berührt  F,  auf  ihm  liegen  die  durch  die 
Mittelpunkte  0  auf  der  Centrallinie  gehenden,  dem  Halbmesser  SO  con- 
jugirten, mit  der  Tangentialebene  t\i  von  f"  parallelen  Centralschnitte 
der  Ellipsoide  jedes  Tripels.      Die  Halbaxen  eines  solchen  Centralschnit- 

tes  sind  ^X  —  v  und   yk  —  fi   und    da   nach    6)   -7^=:; »    so   sind   ihre 

L         A  —  V 
Quadrate    den    beiden  Hauptkriimmungshalhroessern    von    F  proportional, 
d.  h.  jeder  solche  Centralschnitt  ist  eine  Dnpin'sche  Indicatrix.     Zieht 


1  in  demBolben  einen  beliebigen  Halbrnnsser,  der  mit  f/pif  bezeichnet 
werden    soll    und    mit    der  Axe    J^d— c    den    Winkel    a    bildet,    so    ist 


»PI 


^       r   "^   z, 

r   Gleichung   das    Euler'sche  Theorem    tlher   die    KrümmungshBlb' 
fmesser  der  Norm  als  choitte  enthüh.     Somit  haben  wir  den  Satz: 

Ute  Central  li  nie  der  Con  focalen  tri  pel  i  et  zn  gleich  Dorch- 
ter  eines  RÜipliachen  l'arabol  oid  r,  von  (lesneD  mit  der 
TaDgeDlialebene  der  FUch<'  parallelen  Schnitten  jeder  als 
Indicalrix  des  Berührnn  gBpuu  ktes  betrachtet  werden  kann. 
In  dem  Bisherigen  wnrde  der  Einfachheit  wegen  stillfichweigend  die 
Voranssetzang  gemacht,  daas  ^  in  S  von  den  Ellipiioiden  des  Tripeto 
berührt  wird.  Um  den  zweiten  Fall  zu  herÜcksichtigeD,  wo  an  die  Stello 
der  Ellipsoide  die  zweimantligen  Hyperboloide  treten,  darf  man  nur  in 
den  Formeln  dea  §  1  l  nnd  v  gegeneeitig  vertauschen  nnd  demgemäss 
■tatt  L,  V,  M  der  Reihe  nach  JV',  JV,  M'  setzen.  Dadurch  bleiben  die 
Formeln  6)  hie  8)  nugeändert,  wahrend  in  9)  p  mit  p"  zn  vertanschen 
■St.  Man  erhält  also  in  diesem  Falle  für  /^dieselbe  Centrnllinie,  nnr  mit 
dem  Unterschiede,  dass  die  Mittelpunkte  der  oscnlirenden  zweimantligen 
Byperbolidde  anf  der  der  Flüche  /'  entgegengesetzten  Seite  der  Tangen- 
tUlebene  liegen.  Da  nun  die  Confocalen,  welche  einem  oseulirenden 
Confocalentripel  angeboren,  mit  je  einer  von  den  Flächen  F,  F',  F"  eine 
Berabmng  dritter  Ordnung  haben,  indem  %.  B.  bei  den  oscnlirenden 
Bllipsoiden  zn  der  Bedingung,  dass  ihre  Krämmungsbalbmeeser  /.  nnd  i' 
zngleicb  diejenigen  von  F  sind,  noch  die  weitere  hinzutritt,  dass  die 
Schnittpunkte  von  zwei  nnendlich  nahen  conjugirten  Tangenten  der  die 
Kriimmangelinien  von  F  berührenden  Normalschnilte  Krümmungamiltel- 
pookte  des  oscnlirenden  TonfocaleDtripelB  sein  sollen,  so  Usst  sieb  dem 

oben  angefahrten  Salsa  auch  die  Form  geben: 

^^^  Die  Mittelpunkte  aller  ElHpsoide  oder  zweimantligen 
^^Hyperboloide,  welche  eine  FUcbe  in  einem  Punkte  von 
^^^Htcicbartigei  Krilmmaog  in  dritter  Ordnung  berühren,  liegen 
^^Knf  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden,  durch  die  Formeln 
^^B)  bestimmten  Geraden. 

^^^V  Durch  jeden  Punkt  von  gleichartiger  Krttmmung  einer  Fläche  gehen 
^^^■^■o  ausser  der  Normale  nnd  den  Tangenten  der  beiden  Krümmungelinieu 
^^^buch  drei  merkwürdige  Linien: 

^^M  l-'ar  die  Berührung  zweiter  Ordnnng  die  (von  mtr  sogenannten)  Fo- 

cmllinien;  sie  liegen  in  der  Ebene  des  grösseren   KrUmmungskreises  und 

bilden  mit  der  Noinwle  den  Winkel  cof'fi'csp-- 
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BrennpuDkte  der  oBcalirenden  Rotationsflächen  zweiten  Grades,  und  sie 
bestimmen  ein  System  von  confocalen  Kegeln,  auf  denen  die  Focalcnr- 
Yen  aller  oscnlirenden  Ellipsoide  und  zweimantligen  Hyperboloide  liegen. 

Für  die  Berührung  dritter  Ordnung  die  Centrallinie;  auf  ihr  liegen 
die  Mittelpunkte  aller  Ellipsoide  und  zweimantligen  Hyperboloide,  welche 
die  Fläche  in  dritter  Ordnung  berühren;  sie  ist  durch  die  Gleichungen 
9)  bestimmt. 

Diese  Gerade  ist  zugleich  Directrix  einer  cubischen  Parabel,  welche  die 
drei  Hauptebeneu  der  Ellipsoide  oder  zweimantligen  Hyperboloide  osculiren. 

Es  unterliegt  nun  keinem  Anstände,  diese  Untersuchungen  auch  auf 
Punkte  von  ungleichartiger  Krümmung  auf  den  Flächen  auszudehnen. 
Die  Fläche  F\  welche  von  dem  einmantligen  Hyperboloid  des  Confoca- 
lentripels  osculirt  wird ,  ist  in  S  ungleichartig  gekrümmt.     Aus  der  Focal- 

f  j'  M 

liniengleichung  cos^q>^=^-p  folgt  /^*<p'=- — 1=  — — ,  nach  8),    wo,   wie 

immer,  M'  negativ  zu  nehmen  ist;  die  Focallinien  sind  also  die  gerad- 
linigen Erzeugenden  des  einmantligen  Hyperboloids  oder  die  Tangenten 
der  Asymptotencurven  von  F',  Unter  den  centrischen  Flächen  zweiten 
Grades  können  nur  die  einmantligen  Hyperboloide  mit  einer  solchen 
Fläche  eine  Berührung  höherer  Ordnung  haben.  Sind  nun  von  F'  nicht 
blos  die  zwei  Krümmungshalbmesser  M  und  M'  gegeben,  sondern  auch 
die  Durchschnittspunkte  t-  und  n  von  zwei  unendlich  nahen  conjugirten 
Tangenten  der  die  Krümmungslinien  berührenden  Normalschnitte,  so  kennt 
man  die  sechs  Krümmungshalbmesser  A,  L\  A/,  ...  des  oscnlirenden  Con- 
focalentripels,  woraus  sich  nach  9)  die  Richtung  der  Centrallinie  bestim- 
men lässt,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  von  den  einmantligen  Hyperbo- 
loiden liegen,  welche  die  Fläche  in  dritter  Ordnung  berühren. 

§3. 

Auf  der  Centrallinie  SO  liegen  die  Mittelpunkte  aller  im  Vorher- 
gehenden betrachteten  Confocalentripel,  die  sich  in  S  in  zweiter  Ordnung 
berühren.  Unter  denselben  wählen  wir  ein  bestimmtes  aus,  dessen  Mittel- 
punkt 0  ist  und  auf  welches  sich  die  Gleichungen  1)  speciell  beziehen 
sollen.  Die  drei  durch  0  gehenden  Axen  desselben  sind,  wie  bisher, 
die  Axen  der  .r,  y,  z  (nämlich  die  Geraden  Oa:,  Oy,  Oz  m  der  Figur). 
Die  drei  durch  S  gehenden  Normalen  S|,  Sty,  Sf  sollen  nun  die  Axen 
eines  zweiten  Tripels  sein,    welches  durch  0  geht  und  den  Gleichungen 

k-'ß      f*— P       v  —  ß  A— y      fi  — y      V  — y 

entspricht.   />,  p\  p'  sind,  wie  bisher,  die  Coordinateu  von  0  in  Beziehung 

aaf  die  Axen  S^,  Srj^  5g;  also  sind  A,  /li,  v  die  Quadrate  der  Halbaxen 
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des  Ellipsoids,  k  —  /?,  (i  —  ßf  v — ß  des  einmaotligen  und  A  — y,  ft  — yi 
V  —  Y  ^®B  zweimantligen  Hyperboloids  vom  zweiten  Tripel.  Nach  Ana- 
logie der  Gleichangen  2)  bis  4)  hat  man  für  die  sechs  durch  0  gehenden 
Hauptkrflmmangshalbmesser  des  zweiten  Tripels  die  Relationen 

22)  8  =  ||J'/.y'A,  £'=      i/AjS'/.. 

23)  m=^(y-ß)'»ß''',  m'=-^ß'Hy-ß)'''. 

24)  gil  =  ^,y%(y_|J)V.,        9i'=  '(y  _,?)%/.,; 


Die  Confocaleu  des  zweiten  Tripels  berühren  in  0  die  Hauptehenen 
des  ersten,  nämlich  das  Ellipsoid  die  yz-,  das  einmantlige  Hyperboloid 
die  ZX'  und  das  zweimantlige  die  a;y- Ebene.  Trägt  man  also  auf  der 
X'Axe  zwei  Strecken  ab  gleich  2  and  i\  auf  der  J^-Axe  gleich  331  und 
—  fBt\  auf  der  z-Axe  gleich  31  und  3l\  so  erhält  man  sechs  Krümmungs- 
mittelpunkte  des  zweiten  Tripels,  I  und  T,  m  und  m't  n  und  n^  welche, 
wie  beim  ersten  Tripel,  drei  Parabeln  bestimmen,  ^,  ^\  ^"\  $  in  der 
^s- Ebene  berührt  die  J^-Axe  in  m  nnd  die  :-Axe  in  n',  $'  in  der  zx- 
Ebene  berührt  die  z-Axe  in  n  nnd  die  a;-Axe  in  l\  ^"  in  der  xy- 
Ebene  berührt  die  ar-Axe  in  I  nnd  die  J^-Axe  in  m'. 

Betrachten  wir  zunächst  das  Ellipsoid  vom  zweiten  Tripel;  der  durch 
5   parallel   mit  der  ys -Ebene  gehende  Centralschnitt   desselben   ist  eine 

Ellipse,    deren  Halbaxen   ^"/y   und  }/ß  und   parallel   mit   der   z-  und 

y-Axe  sind.     Die  Coordinaten  von  S  sind  x^  y,   z,  also   ist  ^l^ßj/y 

=  }/Ifiv  =  J),  somit  2  =  —  »   2'=  —  *    Beim  einmantligen  Hyperboloid  hat 

der  mit' der  xx- Ebene  parallele  Centralschnitt  die  Halbaxen   Vß  und 

j/ß-^y  und  beim  zweimantligen  sind-  y—yt  Vß—y  die  imaginären  Halb- 
axen des  mit  der  d?y- Ebene  parallelen  Centralschnittes;  somit  hat  man 
folgende  Zusammenstellung: 


25)  2=  — .      2'=        ^ 


1 


X  X 


26)  ^  =  1^,    ÜR'=-     ^ 


y 

27)  5i  =  JL,     SR' =3     >^. 

z  z 

Hieraus  leitet  man  weiter  ab: 

28)  «_      ^  aK_     y-ß  9i 


S'  y  '        ÜK'  /S    '         9i'      y-ß 

29) 


X  m  y  3i'  I         S' 


y  2  z  m  X        % 
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Man  kann  nun  zwei  Fälle  nnterscheiden :  Erstens  die  Krümmungs- 
halbmesser S,  S',  ^i}{,  ...  sind  gegeben,  welche  drei  orthogonalen  Flächen 
angehören  F,  F\  E*'\  F  berührt  die  ^2-£bene,  F'  die  zx-  und  F"  die 

X      y      z 

a:y -Ebene   le  in  0.     Dann   sind    nach   29)   die  Verhältnisse    —  >   — ^  — 

•^  y      z     X 

bestimmt,    also   auch   die   Richtung   der   Directrix   OS^  auf  welcher   die 

Mittelpunkte  aller  Confocalentripel  liegen,  welche  F,  F\  F"  in  0  oscu- 

liren,   und   es   lässt  sich  auf  diese  Tripel  Alles  anwenden,    was  iu  §  1 

ß      Y  —  ß 
gesagt   wurde.     Da   die  Gleichungen  28)  nur  die  Verhältnisse   —i       ^ 

nicht  diese  Grössen  selbst  bestimmen ,  so  entspricht  jedem  Punkte  S  auf 
der  Directrix,  dessen  Coordinaten  x,  y,  z  gegeben  sind,  ein  anderes 
Co nfocalen System  mit  dem  Mittelpunkt  0,  dessen  Focalcurven  durch  die 
Relationen  j3  =  jrS,  y  =  x2'  ebenfalls  gegeben  sind. 

Zweitens:  ß  und  /,  also  auch  y^ß  sind  gegeben,  d.  h.  die  drei 
Focalcurven  des  Systems  von  Confocalen  mit  0  als  Mittelpunkt  sind 
bestimmt.  In  diesem  Falle  sind  nach  28)  nur  die  Verhältnisse  von  je 
zwei  in  einer  Richtung  liegenden  Krümmungshalbmessern ,  also  nicht  diese 
selbst  gegeben;  die  Richtung  der  Geraden  OS  ist  zufolge  29)  unbestimmt. 
Die  Mittelpunkte  S  der  Confocalentripel,  welche  in  0  mit  F,  F\  F"  in 
dem  beschränkten  Sinne  eine  Berührung  höherer  Ordnung  haben,  als  das 
Verhältniss  von  je  zwei  in  gleicher  Richtung  liegenden  Krümmungshalb- 
messern gleich  demjenigen  der  entsprechenden  Krümmungshalbmesser  von 
F,  F\  F'  ist,  können  also  beliebig  im  Räume  angenommen  werden.  Es 
geben  mithin  in  diesem  Falle  durch  0  unendlich  viele  Gerade  05,  auf 
welchen  die  Punkte  S  angenommen  werden  können;  nach  29)  ist  das 
Verhältniss  von  zwei  in  verschiedenen  Richtungen  liegenden  Krümmungs- 
halbmessern des  Tripels  für  jede  Gerade  OS  ein  anderes.  Sollen  aber 
die  sechs  Krümmungsradien  des  Tripels  einzeln  denjenigen  von  F,  F\  P" 
gleich  sein,  dann  giebt  es  nur  Eine  Gerade  05,  und  auf  derselben  nur 
Einen  Punkt  5,  da  nun  auch  ß  und  y  gegeben  sind,  welche  der  Be- 
dingung genügen. 

Das  Vorhergehende  lässt  sich  in  folgenden  Satz  zusammenfassen : 
Wenn  ein  System  von  Confocalen  (durch  seine  Focalcur- 
ven) gegeben  ist,  sowie  drei  sich  im  Mittelpunkte  0  recht- 
winklig schneidende  Flächen  F^  F\  F'\  deren  Krümmungs- 
halbmesser den  B  edingu  n  gen  28)  genügen,  so  lässt  sichjeder 
Punkt  5  des  Raumes  als  Centrum  eines  Confocalentripels 
ansehen,  welches  mit  den  Flächen  in  0  eine  Berührung  zwei- 
ter Ordnung  hat  insofern,  als  das  Verhältniss  von  je  zwei 
in  gleicher  Richtung  liegenden  Krümmungsradien  des  Tri- 
pels gleich  demjenigen  der  entsprechenden  Krümmungs- 
radien    der  Flächen    ist.     Die  Hanptebenen  des  Tripels  sind 
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I  Tangentinlefaenen    der   drei   dnrch  H  gehenden  Confoca- 

nd  berühren  drei  ParAbeln  $,  $',  $",  deren  Directricen 

I    von    OS  anf  den    Hanptebenen    des   ersten 

Ein  SyEtem  von  Cocirocalen  ist  dnrcb  zwei  CoDGtantc  ß,  y  dcfinirt, 
miD  kann  es  dpalialb  mit  (ß,  y)  bezeichnen.  Nimmt  man  im  liannia  einen 
Punkt  S  oder  ix,y.i)  an,  so  sind  nach  25)— 27)  ancb  die  Grössen  8, 
£f-  K"''  somit  dt^  drei  Parabeln  '^,  $',  $"  bestimmt,  d.  h.  jedem 
Ipkle  entspricht  eio  besnnderee  oder  ihm  conjngirteH  Parabelntripol; 
Hl  diese  Tripel  haben  jedoch  eine  gemeinsame  Eigenschaft,  welche  durch 
m  BelatTonen  28)  ausgedrückt  ist.  Bewegt  sith  der  Pankt  auf  einer 
hnh  0  gezogenen  Geraden,  so  haben  die  Parabeln  dieselben  Direutri- 
ceD,  nümlich  die  Projectionen  der  Geraden  auf  den  Hanptebenen.  Je 
»eiter  sich  der  Pnnkt  S  von  0  entfernt,  um  so  mehr  ziehen  sich  die 
TiTaheln  seines  conjugirten  Tripels  gegen  0  zusammen  und  umgekehrt 
[25)  — 27)].      In    einem    gegebenen    System    (ß,y)    giebt   ea   nur    Einen 

ikt  S,  welchem  gegebene  Wertho  der  Grössen  'i,  Ü ,    -.   entsprechen, 
liegt   eine  neue  Eigeaschaft    der  Confocalensystemc,    welche  sich 

den  Satz  ausdrücken  lasst: 
In  jedem  System  von  Confocalen  berühren  die  drei  Nor- 
■ntlebenen  eines  Punktes  drei  ihm  conjngirte  Parabeln, 
d«r«n  Directricen  die  Projectionen  des  nach  dem  Punkte 
gtiogencn  Radius  auf  den  Hanptebenen  sind.  Jede  dieser 
ilrci  Parabeln  ber[lhrt  zugleich  drei  Axen   des  Systems. 

Die  Theorie  der  Confocalen  steht  in  enger  Verbindung  mit  der 
fWiie  der  TrJigheitemomente;  wenn  0  der  Schwerpunkt  eines  KSrpers 
hl  und  a^W^c    die   Quadrate   der  UanpttrSgbeitsradien    von   0  sind, 

i  Gruudellipsoid  '-  +  ^  +  ^=1  nnd  setze  ^  =  0  —  6, 


lodellipsoid  bestimmte  Confocalensystem. 
Die    Baupttrügheiuaxen    von    irgend    einem    Punkte  S   des  Körpers 
die  Normalen  der  drei  dnrcb  S  gebenden  Coufocalen  des  Systems; 
Ebenen  Inngiren  also  drei  Parabeln,  welche  durch  die  Gleichungen 
-27)  bestimmt  sind,  wenn  man  darin  ß=^a  —  b,  y  =  a  —  c  setzt: 
Die  Ebenen  der  Hauptträgheitsaieu  irgend  eines  Pnnk- 
nnern    eines  Körpers    berühren    drei  demselben  con- 
■  rte   Parabeln,    deren    Directricen    die    Projectionen    des 
B  Schwerpunkte   aus   nach  dem  Punkte  gezogenen  Radius 
n  Ebenen  der  drei  Hnupttrügheitsaxen  des  Schwerpunk- 
Dd.     Jode    dieser   drei  Parabeln    berührt   aagleich    zwei 
lfciAgii«ii»ftjLen  dos  Sebwer puuktea. 
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Um  ein  speciellea  Beispiel  zu  wählen ,  seien  a  ^  b  >  c  die  Kanten- 
längen  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds,  so  ist  ^       ^  +  ■^*^  ^  +   ^     ^ 

=  y*^  das  Grundellipsoid,   mithin  ß  =  — rs~" »  y  =     ..9     *  y^ß^=^'~~{^ — 

Setzt  man  nun  diese  Werthe  in  25)  —  27)  ein,  so  erhält  man  fQr  jeden 
Punkt  S  oder  (x,^,  z)  des  Körpers  die  Grössen  2«  2'«  ...,  d.  h.  die  Ab- 
stände der  Berührungspunkte  I,  \\  m,  ...  der  conjugirten  Parabeln  vom 
Schwerpunkte;  diese  Berührungspunkte  liegen  paarweise  auf  den  Haupt- 
trägheitsaxen  des  Schwerpunktes.  Die  Gleichungen  29)  bestimmen  die 
zugehörigen  Directricen. 

§4. 

Zum  Schlüsse  folgt  nun  noch  eine  Anwendung  der  vorgetragenen 
Sätze  auf  ebene  Curven,  indem  die  Beziehungen  der  centrischen  Kegel- 
schnitte untersucht  werden,  welche  zwei  beliebige  sich  in  einem  Punkte 
rechtwinklig  schneidende  Curven  osculiren.  Diese  Untersuchungen  stehen 
mit  der  Theorie  von  der  Krümmung  der  Flächen  insofern  in  Verbindung, 
als  sie  sich  auf  die  Normalebenen  der  Confocalentripel  direct  übertragen 
lassen. 

Zwei  beliebige  Curven  C  und  C  schneiden  sich  in  einem  Punkte  S 
rechtwinklig,  auf  der  Normale  von  C  liegt  der  Krümmungsmittelpuukt  Z', 
auf  der  Normale  von  C'  der  Krümmuugsmittelpunkt  fK  Welches  sind  die 
Beziehungen  confocaler  Kegelschnittspaare,  wovon  die  Ellipsen  E  die 
Curve  C  und  die  Hyperbeln  H  die  Curve  C  in  S  osculiren ,  deren  Krüm- 
mungsmittelpnnkte  also  /'  und  w  sind?  Hierbei  gehen  wir  von  dem  Satze 
aus:  Die  Tangente  und  Normale  von  einem  Punkte  ^S'  einer  Ellipse  E^ 
deren  Mittelpunkt  0,  bestimmen  mit  den  beiden  Axen  von  E  im  Ganzen 
vier  rechtwinklige  Dreiecke,  deren  umbeschriebene  Kreise  sich  in  einem 
Punkte  F  schneiden,  welcher  der  Brennpunkt  einer  Parabel  ist,  die 
sowohl  beide  Axen,  als  auch  die  Tangente  und  Normale,  erstere  im 
Krüramnngsmittelpunkte  n  der  durch  S  gehenden  confocalen  Hyperbel  Hy 
letztere  im  KrümmungRmittelpunkte  /'  der  Ellipse  E  berührt.  (Man  ver- 
gleiche hierüber  den  Aufsatz  von  Zimmermann  in  dieser  Zeitschrift 
1883,  S.  56.)  Einen  Theil  dieses  Satzes  hat  Mannheim  angegeben 
(Nonv.  Annales  1857,  S.  328):  Wenn  eine  Parabel  die  Axen  einer  Ellipse, 
sowie  auch  die  Tangente  und  Normale  eines  ihrer  Punkte  berührt,  so  ist 
der  Berührungspunkt  auf  der  Normale  Krümmungsmittelpunkt  der  Ellipse. 
Die  Construction  des  Brennpunktes  beruht  darauf,  dass  die  Brennpunkte 
der  Berührungsparabeln  eines  Dreiecks  auf  dem  umbeschriebenen  Kreise 
liegen  und  ihre  Directricen  durch  den  Höhendurchschnitt  gehen.  Da  nun 
nach  der  Aufgabe  die  Punkte  «S,  /'  und  n  fest  sind,  also  auch  die  Pa« 
rabel  und  ihre  Directrix  ^S\  so  darf  man  nur  auf  letzterer  den  Punkt  0 


Von  Dr.  0.  Böklen.  143 

sich  bewegen  lassen  and  die  beiden  sieb  in  0  scbneidenden  Parabeltan- 
genten, um  Mittelpunkt  und  Axenricbtung  aller  confocalen  Kegelscbnitts- 
paare  zu  bekommen,  welche  die  gegebenen  Curven  C  und  C  in  S  osculiren. 
Bezeichnet  man  die  beiden  Krümmungshalbmesser,  wie  in  §  1  mit  L' 
und  N  und  die  Abstände  eines  Punktes  0  von  der  Normale  und  Tan- 
gente mit  p"  und  j9,  so  ist 

30)  ^  =  i- 

p       N 

die  Gleichung   der  Directrix.     Die  Abstände   des  Brennpunktes   von  der 

Normale  und  Tangente  sind    ,,^  .    .,»  und    ..^  .    .,^'     Die  Brennpunkte  Z' 

und  /"o  von  E  und  H  bestimmen  ein  System  von  confocalen  Ellipsen  und 
Hyperbeln.      Die   Polaren   von   allen    diesen  Confocalen,   deren    gemein- 
schaftlicher Pol  Sist,  sind  Tangenten  der  Parabel;  jede  Polare  schneidet 
ihre   Confocale    in   zwei   Punkten   f'  und    f\  oder  /"  und  {"^  u.  s.  w. 
Die  Mitten  dieser  Sehnen  liegen  auf  der  Directrix  05;  zieht  man  in  den 
Endpunkten  einer  Sehne,  altro  z.  B.  f*  und  f\^  die  Normalen  der  Con- 
focalen,  auf  der   sie   liegen,   so   sind    letztere   ebenfalls   Tangenten   der 
Parabel.     Nun  sind  /'  und  f\  oder  /""  und  /""o  u.  s.  w.  die  Brennpunkte 
je  von  einem  Paar  confocaler  Kegelschnitte,  welche  die  Curven  C  und  C' 
in  S  osculiren ;  also  liegen  diese  Brennpunkte  auf  der  Fusspunktencurve 
einer  Parabel,    wenn    die   Perpendikel    auf    die   Tangenten    von    einem 
Punkte  S  der  Directrix  gefällt  werden.     Sie  ist  eine  Curve  dritten  Gra- 
des und   wurde  von  Quetelet  unter  dem  Namen  focale  ä  noeud  unter- 
sucht.    Das  Vorhergehende  lässt  sich  in  dem  Satze  ausdrücken: 

Die  Mittelpunkte  aller  confocalen  Kegelschnittspaare, 
welche  zwei  sich  senkrecht  im  Punkte  S  schneidende  Curven 
oBcnliren,  liegen  auf  einer  Geraden  OS,  welche  durch  die 
Gleichung  30)  bestimmt  ist.  IhreAxen  sowohl,  als  die  in  den 
Brennpunkten  auf  den  nach  5  gezogenen  Brennstrahlen  er- 
richteten Perpendikel  berühren  eine  Parabel;  also  liegen  die 
Brennpunkte  auf  der  Fusspunktencurve  einer  Parabel,  wenn 
die  Perpendikel  auf  die  Tangenten  von  einem  Punkte  S  der 
Directrix  gefällt  werden.  Die  Endpunkte  der  dem  Halbmes- 
ser OS  eonjugirten  Durchmesser  liegen  bei  den  Ellipsen  auf 
einer  reellen  und  bei  den  Hyperbeln  auf  einer  imaginären 
Parabel. 

Heutlingen,  Janaar  1883. 
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X^  =  -  fi  (6,  jr,  +  Ä,  jr,  +  Ä3X,). 
Da  nun  wegen  a)  *     1     *.    1     ».    1 

80  hat  man      x,y'' +  X,y'+ X,y^  ^u.^^u,^^  u,Hu-xY'\ 

und   dies   verschwindet  für  tii^  =  ^jt)   vorausgesetzt,    dass   die  b  positive 
Zahlen  sind  oder  solche  complexe  Zahlen ,  deren  reeller  Theil  positiv  ist. 
Mithin   genügt   das  angenommene   Integral   der  Differentialgleichung   1), 
falls  es  zwischen  den  erwähnten  Grenzen  genommen  wird. 
Differenzirt  man  die  Gleichung 

d^  y  dy 

—  /*  l^^i  +  ^«^a  +  *8^8l  y  =  Ö 
n-xaaX  und  beachtet  b),  so  entsteht 

i(^a  +  ^3  +  «)ar,x,l  i      {b^+n)x^i 

+  {b,  +  b,  +  n)x,x^\  f+{bs  +  n)x^) 

+  w(/i-f4)(«— f4-l)y<— *)  =  0. 
Für  n  =  fi  folgt  hieraas 

^iX,x,yif^-^^)^\{b,-l)x,x,  +  (b^-\)x^x,  +  (b,^l),r,x^\y(f^-^^^  =  0, 
und  von  dieser  Gleichung  ist 

ein  particuläres  Integral,  falls  fi  eine  ganze  negative  Zahl  ist. 

Der  letzte  Ausdruck  gentigt  aber  auch  der  vorgelegten  Differential- 
gleichung 1).  Diese  Herleitung  des  Integrals  ist  nicht  frei  von  Einwür- 
fen ;  man  kann  sich  aber  leicht  von  der  Richtigkeit  desselben  auf  directem 
Wege  überzeugen  und  tiberdies  sind  derartige  Integrationen  seit  Liou- 
ville  genugsam  bekannt. 

Wählt  man  in  Gleichung  3)  w  =  fi  +  l  und  setzt  y<^  +  ')  =  5,  so  lautet 
dieselbe  ^^  i2-b,)T,.,i^      ^      (2-6,-fr»)x. 


X,  Xa  X, 


l  +  (2- 


+  {  +  {2-b,)x,xA-  +  {  +  {2-b,-b,)x,}s  =  0, 


'^^dx*^\^)Z     "»/  »  Urfi 


und  diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  5  =  ^<^  +  *^  also  wegen  4) 


5  =  jr  j  *•  - 1  Xg*' - '  jr,*«  -  V 


Die   beiden  Integrale    2)   und  4)  der  Differentialgleichung  1)  lassen 

eine  merkwürdige  Reduction  zu.     Führt  man  nämlich  in  das  Integral 

h 

9 
die  gebrochenen  Substitutionen* 

*  Auch  die  reciproken  Substitutionen  sind  brauchbar. 
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—  ^  1^*1  +  ^2*2  +  *8*at  y  =  0 
und  das  Integral 


2)  y  = /ttj»i-i  Ug»»-i  Mj*!- 1  (w  — j?y*  du. 


9 
Dam  diese  Oleichnng  die  einzige  der  verlangten  Art  ist,  welcher  durch 
das   anfgestellte  Integral   genügt   wird,   gebt  durch   die   folgende  Unter- 
snchnng  hervor.     Man  verlangt,  dass  der  Ausdruck 

h 


y=jt{u-xYdu, 


9 

wobei  i  durch  die  Differentialgleichung 

je 


gegeben  ist,  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung 

genüge.     Nach  dem  Vorgänge  von   Euler  und  Jacobi*  muss  nun 


^a+->-,"^+-f.»-» 


/' 


=  yLU^u^u^iin  —  xY"^, 
nnd  hieraus  folgt  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  a) 

y,{^,^\)X^^yLX,(u^x)  +  X,{u^x)' 

c=  f4(f»  — 1)  lij  W,  W,  +  ^  {^1  t/gt/3  +  fcgfljt/,  +  ftjW,  t/gl  (1/  — X). 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  dreimal  hintereinander  nach  ti,  so  ent- 
siebt 

!(l^-l+M"2«si  i      ^K+^'s)/ 

+  (|ii-l+/>j)t/3Mi|+|ii(M-a;)|+ft8(t/3  +  ?/i)^ 
+  (^  — 1+68)m,wJ  f +^8(^1  +  ^2)  1 

\        (M-1  +  2M0/2  +  1/8)] 

0  =  6fA(fi-l  +  Ä,+6,  +  63), 

Qod    da  alle  diese  Gleichungen  identisch  stattzufinden  haben,   also  auch 
fftr  ussJP,  so  ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Bedingung 

b)  fi-l  +  ^+fr2+^  =  0: 


^  Jacobi,  Untersuchungen  Ober  die  DiffereDtialgleichung  der  hypet^eome- 
Reihe,  66.  Bd.  des  Jonro.  f.  d.  reine  u.  angew.  MathemaiVk. 

lEiltMMft  £  MmihMOMttk  u.  Phfwik  XXIX,  3,  \0 


14^ 


f  = 


«»d  'w^^tm  h) 


l+lif 


^i 


Amth  bier  |;eviBiit  ma  bei  spedeller  Wabl  den  i,   etvm  2  :=  —  ^  cnem 

«elcber,  €iUf  f»  ganz  und  negmthr  ist,  einer  DifferentialgieiclHUig  genfigt, 
die  fön«!  mit  hjpergeometi-igchen  Integralen  zweiter  Ordnung  zn  inte- 
griren  iiC     IHe  c  haben  die  Torige  Bedentnng. 

I>n  sieh  die  Integrale  der  Differentialgleichnng  1)  durch  gt^irochene 
Snbstitntionen  Ton  der  dritten  Ordnung  auf  die  zweite  erniedrigen  lassen, 
so  wird  sich  aneh  die  Differentialgleichnng  selbst  in  entsprechender  Weise 
redneiren  lassen« 

In  der  That,  transfonnirt  man  die  Gleichung 

viHtelut 

^  =  .  .  ,  ■ '    y  = 


•o  i«t 

^^,=  fl+i|)'-M  (H-i|)«-^_2A(^-l)(I+il|)^  +  lV(j.-l).j[' 

und  man  bekommt,  nachdem  geordnet  and  die  Bedingung  b)  berncksich' 
tigt  worden  ist, 

(l+i|)»|,|,|,-^+(l+A|)  l  +  (fc,  +  i,)(l+ij^)|3|, 

I  ^(l+Al,)(l+Al,)l,) 

Ilicrbei  dient  zur  Abkürzung 

It  =  (1  — ^fl*)^  — «*. 
beachtet  man,  dass 

1+A§,=  1+AJ(1-.A«^)|-«,J=(1-A«ä)(1+A4), 

so  geht  die  letzte  Differentialgleichung  über  in 


1? 


^1  ^2  ^3  ;^  + 
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(^  +  ^3)(l-^«l)fe«S 


i?  =  0. 


Setzt  man  jetzt,  wie  früher,  durchweg 


1            «1^3      _„             ^%^9     _„ 
A 1      —  a, ,      — «2, 

«3         ^3  — «1  «3  — «8 

•o  wird  die  letzte  Gleichung  durch  ^  theilbar  und  es  entsteht 

(|-«,)«-«,)^+j(6,+ft,)(|-«,)  +  (*s+*i){l-«i)j^-<»6»'J  =  0. 

wie  zu  erwarten  war. 

Es  kann  daher  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  algebraischen  Coefficienten  nicht  durch  eigentliche  hypergeometrische 
Integrale  dritter  Ordnung  genügt  werden.  Denn  die  hier  in  Frage  kom- 
menden Integrale  sind  wohl  der  Form  nach  von  der  dritten  Ordnung; 
sie  lassen  sich  aber  durch  gebrochene  Substitutionen  auf  die  zweite  Ord- 
herabdrücken.  —  Obschon  man  bei  wirklicher  Durchführung  einer  nume- 
rischen Rechnung  immer  auf  die  letzte  Differentialgleichung  zurückgehen 
wird,  so  bleibt  doch  das  Integral  2)  der  Gleichung  1)  formell  interessant 
and  verdient  bei  allgemeiner  Darstellung  wegen  der  Symmetrie  den  Vor- 
zug, weil  in  demselben  keiner  der  singulären  Punkte  a^^  a^i  ^3  ^^^' 
gezeichnet  ist. 

Da  sich  die  beiden  particulAren  Integrale  der  gewöhnlichen  hyper- 
geometrischen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  den  Grenzen  nicht 
unterscheiden,  so  muss  es  möglich  sein,  auch  für  die  Differentialgleichung 
1)  ein  zweites  particuläres  Integral  herzuleiten,  welches  dieselben  Gren- 
xen  besitzt,  als  das  Integral  2).  Hierzu  dient  folgende  Transformation.* 
Man  substituire  in  die  Gleichung  1) 

y  =  o?!**  arg*»  x^^*  w, 
dann  kommt 


*  Es  giebt  noch  andere  derartige  Transformationen ,  insbesondere  wenn  eine 
^r  swei  der  Grössen  v  gleich  Null  genommen  werden,  und  man  könnte  leicht 
^^^  vollständige  Analyse  der  Gleichung  1)  geben,  wobei  die  Untersuchungen  über 
die  Differentialgleichung  der  gewöhnlichen  hypergeometrischen  Reihe  massgebend 
wftreo  und  auch  vollständig  ausreichten.  Wir  haben  die  obige  Umformimg  des- 
wegen hertosgegriffen ,  weil  sie  sehr  allgemein  ist  und  noch  zu  anderen  Zwecken 
äak   Vergl.  8.  1O6  ügg. 
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5) 


dw 
dx 


(a5ja?jÄ?j) 


Wählt  man  die  v  derartig,  dass 

and  beachtet  hierbei  die  Bedingung 

^-l  +  6,  +  ft,  +  63  =  0V 
80  vereinfacht  sich  die  Differentialgleich ang  5)  zn' 


m=o: 


rf*ip 


''^''^''^d^^'^ 


^{2^b^^b^)x^x,\  -+{fi+l) 


+  (l-^t)^2 
+  (1-V^,J 


w  =  0. 


an  Stelle  von 
die  Verbindungen 


[  +  {2-b^^b^)x^x^ 

Eine   Gleichung    mit    denselben    CoefEcienten    erhält    man    jt^leeh  aaeh,^ 
wenn  man  in 

-  f*  l^^i  +  *»*2  +  ^f  «sj  y = 0 

*1  ^  *3  ^ 

1_Ä,        l^f,,       l-«3       -(fi+t) 

setzt.     Bezeichnet  man  sonach  das  frühere' (ntegral  2)  oder  4)  der  Gleich- 

80  ist  ein  zweites  Integral  dieser  Gleichung 

y,  =  x/i  a-g*»  arg*»  /"(l  —  A^ ,  .r*). 
Das  allgemeine  Integral  lautet  daher  in  extenso 

h 

(7, /m,*«-^  Mg*.- 1 1/3*»-«  («  — x)*-*«-*«-*«  dt/ 

+  Cg  Xi*-*.*»  ;r,^-*»-*.  Xji*«-*. /t/j-*i  t/g-*»  t/j-*»  (t/- x)*»+*«+*»-»  rft/, 

wobei    die    b   positive   echte   Brüche   sein   müssen   oder  solche  complexe 
Zahlen,  deren  reeller  Theil  positiv  und  echt  gebrochen  ist. 
In  dem  speciellen  Falle,  wo 

^=*2  =  ^  =  ii 
sind   die   beiden    particulären  Integrale   von   einander   nicht  verschieden. 

Nimmt  man  zunächst 

61  =  62  =  63  =  6, 

so  haben  diesejben  folgende  Gestalt: 
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y=y(fi,u,ti,)»-«(«-a:)t-»*rfii, 


'    H 


9 
Nun  genügt  der  Gleichung  1)  offenbar  anch 

h 

1-26 


oder  für  6  =  ^  , 

/* du ar,  ajg  ^n  "i  «j  «s 

Mithin  laatet  in  diesem  Specialfalle  das  vollständige  Integral 

h 

Vertauscht  man  in  der  angezeigten  Weise  die  Buchstaben  auch  in  dem 
Ausdrucke 

•o  erhSlt  man 

welcher  Werth  ein  Integral  der  Gleichung  1)  ist,  so  lange  fi  eine  ganze 
positive  Zahl  incl.  Null  bedeutet.  Ist  sonach  fi,  also  auch  ^i  +  ^2~i~^s 
überhaupt  eine  ganze  Zahl,  so  genügt  stets  einer  der  oben  angegebenen 
höheren  Differendalquotienten. 

Es  mögen  nun  zwei  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
Erwähnung  finden,  welche  Specialfälle  der  Gleichung  5)  sind  und  daher 
durch  hypergeometrische  Functionen  integrirt  werden  können. 

Die  Gleichung  5)  hat  die  Form 

Vergleicht  man  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  mit  den  entsprechen- 
den der  Gleichung  5),  so  erhält  man  ein  Gleichungssystem  zur  Bestim- 
moog  der  neun  Grössen  n^,  hif  und  vk.  Da  aber  elf  Gleichungen  zu 
befriedigen  sind,  so  bleiben  zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichung  7) 
swei  Bedingungen  Übrig. 
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Werden  die  Coefficienten  Öq  and  c^  entwickelt,  so  findet  man 

f     (2v  +  l -,»  +  *,- 2v,)«i| 

l  +  (2v  +  l-,.  +  6,-2i.j)a,) 
e,:i  =  (v— (t)(v+l  — n), 
wobei  zur  Abkürzung  ^^  +  v^  +  v^  =  v 

gesetzt    Würde.     Mau    etkennt,    dass   beide  CoefiGcienten   verschwinden, 
wenn  v  =  fi ,  and  dass  ausserdem  in  diesem  Falle 

yi:*=2(v  +  6i  +  6,+  6,)  =  2(»+l-^)  =  2. 

Hitbin  ist  die  Differentialgleichnng 

7a)  (a  +  /5a:  +  yx«  +  ax»)«^  +  (a  +  j5a:  +  yx«+6a:»)(a,+fta:  +  y,x«)^ 

mit  Hilfe  der  Substitution 

w  =  (x  —  ö,)-»«  (x  —  ag)-  "t  {x  -  flj)-*^  y ' 

auf  die  Gleichung  1)  zurück fübrbar,  wenn  nur  die  eiqe  Bedingung 

y,  =  2a 
besteht,  V|,  v^i  v^  gewisse  zu  bestimmende  Zahlen  sind  und  ii|,  o,,  a^ 
die  Wurzeln  der  Gleichung 

a  + /3  a?  +  ya?*  +  6a^  =  0 
bedeuten.  —  Im  zweiten  Theile  dieser  Arbeit  wird  sich  zeigen,  dass  auf 
die  letzte  Differentialgleichung  7a)  eine  bemerkenswerthe  Gleichung  erster 
Ordnung  zurückgeführt  werden  kann.* 

Der  Coefficient  (q  verschwindet  auch,  falls  v  =  fi — 1,    und  dann  ist 

{2v,  +  b,  +  b^)aA 

+  (2v2  +  ^3  +  ^)«2   • 
+  {2v,  +  b,  +  b^)a^^ 

Wählt  man,  um  Sq  zum  Verschwinden  zu  bringen, 

SO  annulliren  sich  gleichzeitig  die  Coefficienten  o,,  ß^  und  Yh  ^^^  ^^ 
bleibt  die  Gleichung 

in  welcher  die  Coefficienten  keiner  Bedingung  mehr  unterliegen.*^  um 
aus  diesen  Coefficienten  die  Parameter  ai^  und  bi^  des  Integrals  zu  finden, 
hat  man   znnHchst 


^0^«  =  - 


*  Vergl.  S.  155. 

**  Hierbei  wurden  die  v  unabhängig  von  den  drei  Wurzelwerthen  a  be- 
stimmt. Verfährt  man  weniger  speciell,  so  kann  man  die  v  auch  so  wählen,  dass 
folgeDde  Gleichung  erscheint: 

(a  -f-  |J X  +  y  a:*  4-  d  a:«)*  ^-^  H-  a,  (a  +  ^  X  -f  y  X«  +  d  x')  ~  +  (ao  +  Po ^  +  Vo ^)  «^  =  <^. 
deren  Integration  wir  aber  bereits  bei  anderer  Gelegenheit  erörtert  haben. 
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Die  Zahlen  Oq,  j^g,  y^  bestimmt  man  so,  dass  man  der  Reihe  nach  x  =  a^j 
#ij,  «3  setst  und  den  Coefficienten  von  w  in  Gleichnng  5)  ins  Auge  fasst. 
Mao  erhalt  auf  diese  Weise 

^1  (»'i  -  1  +  ^2  +  ^s)  («1  —  «2)*  («1  -  «3)*  =  («0  +  /^ü  «'i  +  Yo  «1*) '  ^*  etc. 
oder,  weil 

i'i  =  —  ^ (62  +  63)  etc., 

-4(^2+*5)H(^+^3)-n[K-«2)K-''3)?=(«o  +  i^o«i  +  yo«i')--^'  etc. 

Es  ergeben  sich  also  die  b  aus  drei  gleichartig  gebauten  quadratischen 
Gleichungen,  von  denen  die  erste  folgendermassen  lautet: 

Nach  diesen  Rechnungen  hat  man  wegen  rv  =  x^—^ix^^^xf^'y  und  mit 
Hinzuziehung  der  früher  gewonnenen  Integralform  6)  für  die  Differential- 
gleichung 

folgendes  vollständige  Integral: 

CiX,    *     j-g    »     a'3    2      /t/j*i^»w,*i-»M3*.-«(M-a:)^-**-*»-*«(/M 

l_*Lt^      l.^!*«      |«*1±*?  /• 

die  6  ab  positive  echte  Brüche  oder  als  compleze  Zahlen  gedacht,  deren 
reeller  Theil  positiv  echt  gebrochen  ist. 

Sollte  ^|  +  ^2'l~^8  eine  ganze  Zahl  sein,  so  genügt  der  letzten  Diffe- 
rentialgleichung auch  stets  einer  der  Ausdrücke 

**-*'^         ^»+*'         *L±*?       (f*i+*i+A«— 2 
i^b±h     i^h±h     i_*i±*?  rft-6,-Ä,-*,   . 


Im  zweiten  Abschnitte  dieser  Arbeit  mögen  einige  Differentialgleich- 
ungen erster  Ordnung  Erwähnung  finden,  welche  auf  die  früher  betrach- 
teten Gleichungen  zurückgeführt  werden  können  und  denen  sonach  hyper- 
geometrische Integrale  genügen. 

Vorgelegt  sei  die  dem  Connex  (1,2)  entsprechende  Differential- 
gleiehnng 
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K^  dx  +  K^dy  +  K^ (x  dy  ^ydx)^0, 
wo 

ITi  =  AiX^+  Biy^  +  Qa?y  +  Z>,  a?  +  fi<y  +  F| . 

Verlangt  man,  dass  dieser  Oleichnng  drei  dnrch  einen  Pnnkt  gehende 
Gerade  particnlär  genügen,  und  verlegt  der  Einfachheit  halber  diesen 
Pnnkt  in  den  Coordinatenanfang,  so  mass  die  Gleichung  für 

identisch  erfüllt  sein;  das  heisst,  es  moss 

+  {J^x^  +  R^y?x*  +  CjfiX*  +  D^x  +  Äjfi«  +  F,fi 
oder 

2  .1  /    identisch  0. 

Annnllirt  man  den  Factor  ron  (X^  so,  dass  man  für  fi  jede  der  drei  Wur- 
zeln der  betreffenden  cubischen  Gleichung  snl&sst,  so  gehört  zur  Iden- 
tität, dass 

/>j  =  /)g  +  Äj=£i=F,=  F,  =  0, 

und  lässt  man  noch  die  überflüssigen  Grössen  D^  und  E^  fort,  dann 
resultirt  als  Normalform  der  rorgelegten  Differentialgleichung 


I" 


{A^o^+B,y^+C,xy)dx  +  {A^x^+B^y^  +  C^xy)dy\ 
'  +i,A^x^+B^y^+C^Xy+F^){xdy^ydx)  ( 


Setzt  man  hierin 

1  u 

V  V 


<r>— -F3P«-y:»p-Ä=o, 


so  entsteht  eine  Riccati'sche  Gleichung 

du 

m  welcher 

und  F3  seinen  Werth  beibehalten  hat. 

Der  Uebergang  zu  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ord 
nung  wird  nun  durch  die  Substitution 

dw 
O    du 

▼ermittelt;  man  erhftit 


*  Wenii  JPs=0,  so  ist  diese  Substitution  unbranohbar,  aber  auch  fiberflässig, 
wmi  OMidiaag  B)  in  dietem  Falle  homogene  GoeffielQftte&  hat 


Von  W.  Hbtmann.  155 


und  diese  Oleichang  ist  von  der  Form 

(•  U  »  (iti 

wobei  insbesondere  +K  +  ft«  +  yo«'»)«'  =  0, 

sonach 

Unter  dieser  Bedingung  kann  aber  die  obige  Gleichung  durch  hyper* 
geometrische  Functionen  integrirt  werden ,  wie  im  ersten  Abschnitt  gezeigt 
worden  ist.  Mit  Gleichung  7a)  ist  auch  Gleichung  8)  integrirt,  ohne 
dass  dabei  eine  particulftre  Lösung  dieser  Gleichung  ausgezeichnet  wor* 
den  wfire.  Denn  die  Richtungscoefficienten  der  drei  Geraden,  welche 
der  Gleichung  8)  particulftr  genügen,  sind  die  singulftren  Punkte  der 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  auf  welche  man  durch  die  Trans* 
Formation  schliesslich  geführt  wird.^ 

Man  kann  noch  einen  andern  Specialfall  der  Gleichung 

A'j  (ix  +ir^dy+  K^  (xdyy  dx)  =  0, 

Kt  =  JiiC^+  Biy*+Ci  xy  +  DiX+Ety  +  Fi 

mittelst  hypergeometrischer  Functionen  integriren,  der  vielleicht  an  dieser 
Stelle  erwähnt  werden  darf. 

Die  vorliegende  Differentialgleichung  sei  geometrisch  dadurch  ana- 
gezeichnet, dass  derselben  eine  Hyperbel  sammt  ihren  Asymptoten  par- 
ticulftr genüge,  und  man  wähle,  um  die  Rechnung  einfacher  zu  gestalten, 
die  Asymptoten  als  Coordinatenaxen.  Die  Gleichung  der  Hyperbel  lautet 
dann  xy  =  k  und  die  der  Asymptoten  X'=0^  resp.  y  =  0.  Soll  der  ge- 
gebenen Gleichung  x  =  0  und  jf  =  0* genügen,  so  müssen  A^|  und  A^, 
nachstehende  Form  haben: 

iTj  =  (flja:  +  b^y  +  cjy ,     K^  =  (a,«  +  b^y  +  c^)x, 

während  K^  stets  in  folgender  Gestalt  vorausgesetzt  werden  darf: 

^8  =  «8^*  +  ^y*  +  ^8^y» 

da  alle  anderen  Glieder  in  K^  und  ÜT^  eingehen. 

Soll  nun  noch  die  Hyperbel  xy  =  k  genügen,  so  muss  wegen 

X  dy  -{- y  dxrrzO 

(a^ x  +  hiy  +  q)  —  (a^x  +  b^y  +  c,)  —  2{a^x*  +  b^y*  +  Cj xy)  identisch  0 
oder 

{a^  —  a^)x+{b^-'b^)y  +  {c^--c^)--2{a^x*  +  b^y*  +  c^k)  identisch  0. 
Hieraus  folgt 


*  Eine  andere  Behandlangsweise  der  Differentialgleichaug  %\  ^udftt  tqasq^  \t&. 
XXVni.  Bande  äieeer  ZeitBchrift,  S.  64. 
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^«  =  «n     ^8  =  ^>     «3  =  0,     ^3  =  0,     Cj— Cj  — 2cjAr  =  0, 
80  dass  die  Differentialgleichnng  einfach  lautet 
9)  Ky  +  ^y  +  Ci)y  dx  +  («^x  +  h^y  +  rg)a:  rfy  +  Cj  ory  (x  dy  —  ydx)  =  0. 

Aus  geometrischeD  Gründen  liegt  die  Substitution  xy^^u  sehr  nahe; 
denn  der  Hyperbel  xy  =  k  entspricht  dann  tf  =  Ar,  und  den  Asymptoten 
xy  =  0  —  als  Linienpaar  aufgefasst  —  entspricht  t/ =  0.  Die  neue  Dif- 
ferentialgleichung mit  den  Variabein  u  und  y  wird  daher  dadurch  aus- 
gezeichnet sein,  dass  ihr  zwei  parallele  Gerade  particulftr  genügen «  näm- 

c  "  c 
lieh  die  y-Axe  und  eine  im  Abstände  k==-^ — -  von  dieser  Axe  gezo- 

gene  Parallele.  Thatsächlich  geht  die  Gleichung  9),  welche  auch 
folgendermassen  geschrieben  werden  kann: 

(rij x  +  b^y){xdy  +  y  dx)  +  c^y  dx+ c^x  dy  +  c^xy  {x  dy --y  dx)  =  Oy 

für  xy=^u  über  in 

2^311(11  — Ar)  ^  +  b^y*  -  r,  iiy  +  a^u  +  c^y  =  0, 

und  da  dieses  ein  Specialfall  von 

(a  +  bu  +  cu*)^+Au^+  By*+Cuy+  Du+  Ey  +  F==0 

ist,    so    kann    die    vorletzte   Gleichung   in   die   Differentialgleichung  der 
Gau  SS 'sehen  hypergeometrischen  Reihe  übergeführt  werden.* 
Genügt  also  der  Differentialgleichung 

A\  dx  +  A j  dy  +  K^i^x  dy  —  y  dx) 

eine  Hyperbel  mit  ihren  Asymptoten ,  so  kann  man  sie  durch  lineare 
Substitutionen,  d.  h.  durch  eine  Verlegung  des  Coordinatensystems  stets 
auf  die  Form 

9)     (flfj x  +  b^y)(xdy  +  y  dx)  +  c^ydx  +  c^x  dy  +  c^  xy(xdy  —  y  dx)  =  0 

bringen  und  dann  durch  hypergeometrische  Functionen  integriren. 

Am  Schlüsse  dieser  Untersuchungen  soll  noch  gezeigt  werden,  (fass 
auch  die  Differentialgleichung 

in  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  transformirt 
werden  kann. 

Ausgehend  von  der  anfangs  betrachteten  Gleichung 

1)    x^x^x^j^^+^{b^  +  h^)x^x^  +  {h^+b^)x^x^  +  {b^  +  b^)x^jr^\  ^ 

-  fi  l'^i  ^1  +  '>2-^2  +  ^^'sj  y  =  o> 

in  welcher 


•  Vergl.  hierüber  die  Aufsätze  des  Verfassers  im  1.  und  6.  Heft  iles  XX VII. 
Jahrganges  dieaer  Zeitschrift 
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««  ^ +*(«'- y)  ^  +  F,  ß  w  =  0 
nad  diese  Gltiobang  ist  van  der  Form 

■»bei  insbesondere  +  ("0  +  ^0"  + ro"')- =  0, 

■P  a  =  *,.     }■,  =  3ff»-*,, 

Unter  dieser  Bedingang  kfton  aber  die  obige  Gleichung  durcb  byper- 
geo metrische  Fnoctionen  integrirt  werden,  wie  im  ersten  Abschnitt  gezeigt 
worden  ist.  Mit  Gleichnng  7k)  ist  saub  Gleichang  8)  integrirt,  ohne 
dasa  dabei  eioe  particuläre  Lösung  dieser  Gleichnng  aasgezeichnet  wor> 
den  wSre.  Denn  die  Kichlnngscoefficienten  der  drei  Geraden,  weluhe 
der  Gleichnng  8)  particaUr  geniigen,  sind  die  singnlfiren  Pnnkte  der 
DifFereotialgleichung  zweiter  Ordnung,  auf  welche  man  durch  di«  Trans - 

fnnation  schliesslich  geführt  wird.* 
Man  kann  noch  einen  andern  SpeciBlfall  der  Gleichnng 
Ä",  'Ix  +  &\  dy  +  Ä  j  (xily^y  dx)  =  0, 
k'i  =  Aix''-^  ßiy*  +  Citcy+  D(X+  Eiy+  Fi 
miltslst  hf  pergeometrischer  Functionen  inlegriren,  der  TJelleicfat  an  dieser 
Stelle  erwähnt  werden  darf. 

Die  vorliegende  Differentialgleichnng  sei  geometrisch  dadurch  aus- 
gtielcbnel,  dass  derselben  eine  Hyperbel  sammt  ihren  Asymptoten  par- 
ticnlKr  genüge,  und  mau  wähle,  um  die  Rechnung  einfacher  zu  gestalten, 
ilis  Aiymptolen  als  Coordinatonaxen.  Die  Gleichung  der  Hyperbel  lautet 
lUnnxy^*:  und  die  der  Asymptoten  x-=ti,  resp,  y^O.  Soll  der  ge- 
gelienen  Gleichnng  x  =  Q  und  y  =  0  genUgen,  so  müssen  A*,  und  A*, 
Dscbsteheode  Form  haben: 

vlüirend  h\  stets  in  Tolgender  Gestalt  Toransgesetzt  werden  darf: 

<!■  alle  anderen  Glieder  in  A',  und  A',  eingehen. 

Soll  nau  ooch  die  Hyperbel  xy  =  k  geniigen,  so  mnss  wegen 
■'•'  ''tf  +  y  rf*  '^=  0 
l'',i+ft,y  +  c,)-(a,i  +  fc,y  +  f,)-2(0j,a'  +  Agj/'+<r3a;y)  identisch  0 
«itt 

["i-n,)j-  +  (Ä,— 6,)y  +  (c,  — f,)-2(a3X»  +  i,y»+ejÄ|  identisch  0. 
H'Maui  folgt 

*  iCiue  andere  Behau dlangsweise   der  Differentialgleichung  «)  lindet  mun  im 


i 
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Man   sieht,   dass  darch  paBsende  Wahl  der  Grössen  l  und  %  diese  Fac- 
toren   annnilirt   werden   können,   so  dass  eine  Gleichung  von  der  Form 

du 

zarückbleibt,   die,    wie  hereits  anf  S.  156   erwähnt,   durch   hypergeome- 
trische  Functionen  integrirt  werden  kann. 

Die  Gleichung  10)  bleibt  der  Gestalt  nach  unrerfindert,  d.  h.,  es 
tritt  in  derselben  nur  eine  gewisse  Vertauschung  der  Coefficienten  unter 

«ich  ein,   wenn   man  an  Stelle  von  |  oder  i}  die  reciproken  Werthe   -j 

oder  —  setzt.     Man   kann  daher  bei  der  Transformation  auch  die  Sub- 
stitutionen 

^         l+iw'       ^  1  +  KV 

benutzen,  und  das  ist  besonders  dann  angezeigt,  wenn  in  der  Gleichung 

(«,+/J,i)«»  +  («,+/J,i)«  +  («,  +  /J,i)  =  0 

die   Coefficienten    der  Unbekannten  verschwinden,    so  dass   fQr  %  kein 
endlicher  Werth  gefunden  wird. 
Liegt  die  einfachere  Gleichung 

K+^ol)^  +  («i+AI)n*  +  («»+ftl)»j  +  («s+ftl)=o 

vor,   auf  welche   übrigens   auch   der   Specialfall   von    Gleichung   10),    in 

wfilchem 

«  +  |J|  +  y  I»  +  ö  I»  =  K  +  l»o  I )  ("'+ /»'^)*. 

führt,  80  Iftsst  man  zweckmässig  eine  Modification  in  der  Transformation 
eintreten.     Man  substituire,  wie  früher, 

l  +  %v 
'  V 

so  dass  entsteht 

-(«o+/Jol)^+(«.+^ilMi+»c«')*+(««+AI)(H-««')«'  +  (''»+ft«)«'»  =  o, 

und  hier  ist  der  Factor  von  v^ 

Um  die  letzte  Differentialgleichung  direct  in  eine  lineare  zweiter 
Ordnung  zu  verwandeln,  bestimme  man  x  und  einen  constanten  Propor- 
tionalitätsfactor  so,  dass 

K  +  /J,  I) «»  +  («,  +  /J,l) «  +  («3  +  ftl)  =  e  («0 + ßoV- 

Diese  Gleichung  zerfällt  in 
mitbin  nach  Eliwiaation  von  q 
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-_jr»    o*    ^    .^    /»  *-.•*-  ■-•».  ■-^--  --_■*•    -•     *•      • 


(oi/^o  —  «o/^i)«*  +  («s/^o  -  «oft)«  +  («sft  -  «oft)  =  ^• 
Hieraus  ergiebt  sich  %  und  ans  einer  der  vorigen  Gleichungen  q. 
Nnnmehr  lautet  die  Differentialgleichung 

K+ftö(-^j  +  p«'')  +  |K  +  ftl)2'c  +  K+ftS)!i^ 

+  («i  +  ftO  =  0 
und  geht  für 

dw 


p       fV 

fiber  in 

K  +  ftS)^-j{2«iH  +  «,)  +  (2ft*  +  ft)l(^ 

+  ^(«i+ftS)«'  =  0. 

Aas  dem  Integral  dieser  sehr  bekannten  Gleichung^  kann  man  das  der 
▼orgelegten  Gleichung  construiren;  man  findet  für  dasselbe  unter  Berück- 
sichtigung der  verwendeten  Substitutionen  folgenden  Ausdruck: 

w 
1?  =  — -, 

Auf  weitere  SpecialfSlle  der  Gleichung  10)  gehen  wir  nicht  ein,  denn 
dieselben  decken  sich  mit  den  Sonderfällen  der  linearen  Gleichungen 
sweiter  Ordnung,  auf  welche  man  zurückkommt  und  welche  schon  oft 
ausführlich  discutirt  worden  sind. 


•  Vergl.  0.  Schlömilch,  Zeitachr.  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd  V,  und  S.  Spitzer, 
Studien  über  die  Integration  linearer  Differentialgl.  (Wien  1860). 


IX. 
Einige  Sätze  über  Kegelschnitte. 

Von 

H.    SCHROETER 
in  Brwlan. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  2  —  5. 


Ist  ein  Dreieck  999€  und  ein  Punkt  9R  gegeben,  so  giebt  ea  be- 
kanntlich drei  Kegelschnitte,  welche  9R  zum  Mittelpunkt  haben  und  von 
denen  der  erste  dem  Dreieck  9[99(S  umbeschrieben,  der  zweite  demselben 
einbeschrieben  ist  und  der  dritte  das  Dreieck  zu  einem  selbstconjugirten 
hat;  nennen  wir  diese  drei  Kegelschnitte  Su^  St^  Stc  und  bectimmen  fär 
jeden  das  Product  der  Potenzen  der  Involutionen  auf  den  beiden  Haupt- 
axen  (das  Product  der  Quadrate  der  Hauptaxen),  welche  entsprechend 
^ui  At  Pc  heissen  mögen,  so  ist  bekauntlich,   wie  Steiner  angegeben 

Pi  =  4  jr,  TTj  jTg  r, 
p   _Pi^P2^Pb\ 


TTj  Wj  »3 

WO  PiP^p^  die  Perpendikel  aus  3Jl  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  *M33(5, 
r  der  Radius  des  demselben  Dreieck  umschriebenen  Kreises  und  tcj 71^:13 
die  Perpendikel  aus  Wl  auf  die  Seiten  desjenigen  Dreiecks  abc  bedeuten, 
dessen  Ecken  die  Mitten  der  Seiten  iB6,  S^,  ^93  sind,  woraus  bei- 
läufig folgt:  P2_p     p. 

Es  lässt  aber  das  Verhjlltniss 

P\  Pi  Ps 

TTj  Jt^  TTj 

verschiedene  geometrische  Deutungen  zu,  wenn  man  zu  dem  Mitten- 
dreieck   abc   die   Polarfiguren    aufsucht   in  Bezug   auf  die   Kegelschnitte 


*  J.  Steiner,  Teoremi  relativi  alle  coniche  inscritte  e  circonacritte ,  in 
Grelle 's  Journal  f.  Math.,  Bd.  XXX  S.  97.  —  Die  Beweise  dieser  Sätze  habe  ich 
in  dem  Anhange  der  ersten  Auflage  meiner  „Theorie  der  Kegelschnitte  *  (Leipzig 
J8ß7)  gegeben. 
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fttt«  Sti^  ftei  welche  drei  nene  Dreiecke  bilden.  Zwischen  den  Flächen 
dieser  Dreiecke ,  der  Fläche  des  gegebenen  Dreiecks  und  der  Fläche  des 
von  den  Berührungspunkten  des  einbeschriebenen  Kegelschnitts  gebil- 
deten Dreiecks  bestehen  nämlich  sehr  einfache  Beziehungen,  auf  welche 
Herr  G.  Fazzari^  aufmerksam  gemacht  und  die  er  durch  analytisch- 
geometrische Rechnungen  abgeleitet  hat. 

Diese  und  andere  Beziehungen  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der 
Figur  durch  elementare  synthetische  Betrachtungen,  welche  ich  mir 
erlaube,  im  Folgenden  mitzutheilen. 

1.  Ist  ein  Dreieck  9L99S  und  ein  Punkt  9R  beliebig  gegeben,  so 
wird  der  Kegelschnitt  Ste  eindeutig  bestimmt  sein,  für  welchen  9R  der 
Mittelpunkt  und  9[99€  ein  selbstconjugirtes  Dreieck  ist:  von  dem  Strahle 
|%33|  ist  e  der  Pol,  von  dem  Strahle  \%{i\  ist  IB  der  Pol,  von  dem 
Strahle  |a9R|  ist  der  unendlich  entfernte  Punkt  von  |96|  der  Pol  in 
Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt;  ist  daher  a  die  Mitte  von  93 S,  so  wird, 
weil  von  vier  harmonischen  Punkten  die  Polaren  allemal  vier  harmonische 
Strahlen  sind,  die  Polare  von  a  der  vierte  harmonische  Strahl  zu  |%93|, 
|«(£|  und  \^Wl\  sein. 

Ziehen  wir  daher  {"HWU  \ißiDl\,  ISäRl  und  construiren  zu 
jedem  dieser  Strahlen  den  zugeordneten  vierten  harmoni- 
schen Strahl,  so  bilden  diese  ein  neues  Dreieck  9(i93i@i, 
welches  die  Polarfigur  ist  des  Mittendreiecks  abc  in  Bezug 
anf  den  Kegelschnitt  Sc 

Das  Verhältniss  der  Flächen  der  beiden  Dreiecke  SLiBe  und  ^läSi^i 
za  einander  bestimmt  sich  in  folgender  Weise. 

Seien  die  Schnittpunkte  (Fig.  2): 

(>a  3)1,836)  =  3,    (S3i6i,a36)  =  ®, 

8o  ist  nach  bekannten  harmonischen  Beziehungen 


®%     SS3,  •  ®6i 

and,  wenn  wir  durch  (9193(S)  die  Fläche  des  Dreiecks  91936  bezeichnen, 

2  1^1 


('a»6)     (S,SB6)     ((£,3J6)' 

Dan  verhalten  sich  aber 

(SB, 93g)  ^  SB^,  (6,SB6)^  Sa, 

(5B,6,6)      6,«,*  (6,SBa3i)      ©,91,' 

(93,6,6)^  6 SB,  (6,SBSB,)^  936,  . 

(«,«,6.)      »,91,'  (9l,SB,ej)      6,«,' 

•  Alcani  Teoremi  BuUe  coniche,  pel  Dott.  Oaetano  Fazzati  (^wßoVv  V%%<^. 

ZitIMhiUI  t  MMtUmtUk  a.  Pbjtlk  XXIX,  3.  ^^ 
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(SB, 836)  ^  gg,.(£8,        (6,996)  ^  (£«,.86, 
(«,«i6,)     33,  «,.6,«,'    («,S,6,)     93,«,.6,«,' 
2(a,SB.6.)^«,93,.a,6,      g,g,.«,6, 
(«SB6)         «,©.©,6  ■*■  a,6.6,»  ■ 

Ans  dem  Dreieck  9,93,939  welches  von  der  Transrersale  |69R6,| 
geschnitten  wird,  folgt 

9li6,.SBaR.93,6  =  «,6.93,ÜR.936, 

nnd   ans  dem  Dreieck  91, 93, 6 1   welches  von  der  Transversale  |339)'liB,  | 
geschnitten  wird,  folgt 

a,  93,.63Jl .  936,  =  93,6.6,  SR  .«,93 , 

folglich 

^  «i93,.9l,6,  ^9W93,.gR6, 

%,93.%i6       aR93.a)l6 

2(ai93,6,)^g»93,.iro6,  («,6     g,93{ 
(«936)         ÜR93.ÜR6    |93, 6 "*" 6, 93J * 

Bezeichnen   wir  nnn   für  den  Augenblick  die  AbstXnde  der  Punkte 
«,93,6,«  von  |S6|  dnrch  a^b^c^a,  so  haben  wir 

«,93^0,       «,6  ^a, 

6,93      c^'     93,6      6,' 
«,93 
6, 

bemerken   wir  aber,    dass  9R   und   %^   die  Punkte  91   and   d   harmonisch 
trennen  und  ans  bekannten  harmonischen  Beziehungen  folgt 


und  hieraus 


2  ^3^?L^i 

•  K.    •  u       Av  ^.  '«»~3R«' 

80  ergiebt  sieb  endlich 

2(jl.»,g,)_^jl,./M»,./Mg. 

d.  h.: 

Die  Producte  aus  den  Abständen  der  Ecken  des  Dreiecks 
9(j33i6i  und  des  mit  ihm  perspectiv  liegenden  Dreiecks  91956 
von  dem  Perspectivitätscentrum  )Dl  stehen  in  demselben  Ver- 
bal tniss  zu  einander,  wie  die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks 
3li93i6i  zu  der  Fläche  von  91S6. 

Dies  Verhältniss  gestattet  nach  bekannten  harmonischen  Beziehungen 
noch  eine  andere  Ausdrucksweise: 

Bezeichnen  wir,  da  31  und  d  durch  iDt  und  ^Ij  harmonisch  getrennt 
werden,  für  den  Augenblick  mit  m  die  Mitte  zwischen  den  zugeordneten 
Punkten   31  und  d,  so  ist 

d.  h.,  wenn  wir  das  Mittendreieck  ahc  herstellen: 
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wo  P|  und  n^  die  Abstände  des  Punktes  972  von  den  Dreiecksseiten  |89€| 
and  |bc|  bedeuten.     Hieraus  folgt: 


oder  nacb  dem  Obigen 


(aS6)  />,         Pe' 


2.  Ist  ein  Dreieck  S9(S  und  ein  Punkt  972  beliebig  gegeben,  so 
wird  der  Kegelschnitt  Stu  eindeutig  bestimmt  sein,  welcher  dem  Dreieck 
91  SS  umschrieben  ist  und  3)2  zum  Mittelpunkt  hat.  Sind  a,  b,  c  die 
Mitten  der  Seiten  936,  @9l,  %93  und  man  zieht  SRa,  so  ist  3Ra  ein 
Durchmesser  des  Kegelschnitts  und  zu  der  Richtung  der  Sehne  93  S  con- 
jngirt.     Bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte  (Fig.  3)  mit 

(ü)la,«6)=t>,     (®^.ej)-5D,  • 

so  wird  in  dem  vollständigen  Viereck  SSS^J  das  Dreieck  ^Sa  das  Dia- 
gonaldreieck sein,  folglich  muss  %!£)  durch  den  zu  a  zugeordneten  vier- 
ten harmonischen  Punkt  gehen,  und  da  a  die  Mitte  von  93 @i  ist,  so  muss 
%^  parallel  zu  93S  sein,  und  ÜJta  muss  auch  %'!)  halbiren,  folglich 
muss  der  Kegelschnitt  ftu  durch  den  vierten  Punkt  ^  gehen,  und  da  er 
dem  Viereck  %33(S^  umschrieben  ist,  so  ist  das  Diagonaldreieck  dieses 
Vierecks  ein  selbstconjugirtes  Dreieck;  folglich  sind  ^  und  }  ein  Paar  con- 
JQgirter  Punkte  auf  dem  Durchmesser  3)2 a,  also  3)29.3)2}  die  Potenz  der 
Punktinvolution  auf  diesem  Durchmesser.  Zu  der  Sehne  936  ist  auch 
die  Gerade  6c  parallel;  der  Pol  von  bc  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
Stu  li^gt  also  auf  dem  Durchmesser  3)2  a  und  zwar  in  demjenigen  Punkte 
91^,  für  welchen  das  Rechteck 

3)2  a«. 3)2  a,  =  3)2^.3)2} 

wird ,  wo  0,  =  (b  c ,  3)2  a)  bedeutet. 

Nun  ergiebt  aber  die  Figur  unmittelbar  die  Verhältnisse  aus  der 
ähnlichen  Lage 

3)2a      n^'    3J2a      ttj  '     ma^      n^ 
folglich 

3)29.3)2§       p^p^Pr,     3)2^:«, 

3)2a.ü)2a2     '^x'^i'^^      3Ra 

Sind  daher  Xj,  93^,  @s  die  Pole  der  Seiten  bc,  ca,  ab  des  Mittendrei- 
eeks  abCy  ao  liegen  dieselben  auf  den  Strahlen  3)2 a,  3)2 b,  3)2 c  in  solchen 
AbstlndeD,  dass 


9 
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ü«a       3Rb  ""  mc      ^i^jTTj 

ist;  das  Polardreieck  9I2 932^9  des  Mittendreiecks  abc  in  Bezug  anf  den 
Kegelschnitt  Su  ist  also  ähnlich  und  ähnlich -liegend  mit  abc,  folglich, 
wie  nnroittelbar  einleuchtet,  auch  mit  dem  ursprünglichen  Dreieck  %39St 
und  es  verhalten  sich  die  Flächen  dieser  Dreiecke,  wie  die  Quadrate 
ähnlich -liegender  Strecken.     Hieraus  folgt 

also  in  Worten: 

Wird  einem  Dreieck  ^93S  ein  Kegelschnitt  Stu  umschrie- 
ben und  bestimmt  man  zu  den  Mitten  der  Seiten  die  Polaren, 
80  bilden  diese  ein  neues  Dreieck  912^2^«  welches  mit  dem 
Mittendreieck  abc  ähnlich  ist  und  rücksichtlich  des  Kegel- 
schnittmittelpnnktes  3R  als  Aehnlichkeitscentrum  ähnlich 
liegt.  Das  constan te  Verhältniss  analoger  Strecken  der  bei- 
den ähnlichen  Dreiecke  wird  ausgedrückt  durch  das  Ver- 
hältniss  der  Producte  aus  den  drei  Abständen  des  Mittel- 
punktes 3R  von  den  Seiten  des  ursprünglichen  Dreiecks  und 
denen  des  Mittendreiecks. 

Vergleichen  wir  dieses  Resultat  mit  dem  vorigen  in   1),  so  folgt: 

(^,?,«,)»=(^?«).(^,f,«,), 

d.  h.: 

Ist  ein  Dreieck  %S36  und  ein  Punkt  9J2  gegeben,  so  giebt 
es  einen  Kegelschnitt  Sa  für  welchen  3R  der  Mittelpunkt  und 
^93€  ein  selbstconjugirtes  Dreieck  ist,  und  einen  zweiten 
Kegelschnitt  Su^  für  welchen  9)1  der  Mittelpunkt  und  ^S(S 
ein  einbeschriebenes  Dreieck  ist;  sind  a,  b,  C  die  Mitten  der 
Dreiecksseiten  £€,  €^,  %'S  und  bestimmt  man  die  Polaren 
von  a,  b,  c  in  Bezug  auf  die  beiden  Kegelschnitte  Sc  und  9u* 
so  erhält  man  zwei  neue  Dreiecke  9li©i6,  und  ^2  3?2ß2;  die 
Fläche  des  Dreiecks  3liS|6|  ist  das  geometrische  Mittel  aus 
den  Flächen  der  beiden  Dreiecke  518  6  und  212^262. 

3.  Ist  ein  Dreieck  31356  und  ein  Punkt  9K  gegeben,  so  wird  der 
Kegelschnitt  Si  eindeutig  bestimmt  sein,  welcher  'HR  zum  Mittelpunkt  bat 
und  die  Seiten  des  Dreiecks  3193  6  berührt.  Die  Berührungspunkte  dieses 
Kegelschnitts  mit  den  Dreiecksseiten  lassen  sich  auf  folgende  Weise 
finden. 

Seien  a,  b,  c  die  Mitten  der  Dreiecksseiten  936,  631,  3193;  zieht 
man  9Ra  und  nennt  die  Schnittpunkte 

(aRa.  bc)  =  m,    (3lm,956)  =  3l', 
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80  ist  9L'  der  gesuchte  BerübruDgspuDkt  anf  der  Seite  IBS  und  analog 
findet  man  die  Übrigen. 

Denn  bekanntlich  durchschneiden  alle  Paare  paralleler  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  irgend  eine  feste  Tangente  93  S  desselben  in  Punkte- 
paaren einer  Involution,  deren  Mittelpunkt  der  Berührungspunkt  von  S€ 
mit  dem  Kegelschnitt  ist.  Projicirt  man  diese  Involution  von  91  aus  auf 
die  Gerade  bc,  welche  mit  93 S  parallel  läuft,  so  erh&lt  man  auf  bc  eine 
Involution ,  deren  Mittelpunkt  die  Projection  des  Mittelpunktes  der  vorigen 
Involution  ist.  (Fig.  4.)  Die  Tangente  91 S  des  Kegelschnitts  und  die 
SU  ihr  parallele  treffen  936  in  Punkten,  welche  von  %  aus  auf  bc  pro- 
jicirt die  Punkte  b  und  b'  liefern,  und  es  ist  wegen  der  Parallelität: 

mc  __  mtt 
mb'^mTO' 

die  Tangente  9(  93  des  Kegelschiytts  und  die  mit  ihr  parallele  treffen  93  S  in 

Punkten,  welche,  von  91  aus  auf  bc  projicirt,  die  Punkte  c  und  c'  liefern, 

und  es  ist  wegen  der  Parallelität: 

mb  _  mg 

mc'~"m3R 
folglich 

mcmbj  /        tt' 

— 77  =  — ■'  oder  ntc.mc  =Tnu.mo, 
mb      mc 

also  m  der  Mittelpunkt  einer  Involution,  von  welcher  bb'  und  cc' zwei 
Paare  conjugirter  Punkte  sind;  mithin  wird  die  Projection  von  m  auf 
9369  d  h.  der  Punkt  91'  der  Mittelpunkt  der  Involution  auf  93 (S,  also 
der  gesuchte  Berührungspunkt  sein. 

Da  m  die  Mitte  von  9191'  ist,  so  können  wir,  sobald  ein  Kegelschnitt, 
ein  ihm  umschriebenes  Dreiseit  und  die  Berührungspunkte  desselben  ge- 
geben  sind,   den  Mittelpunkt   des  Kegelschnitts  folgendermassen  finden: 

Wird  einem  Dreieck  9193S  ein  Kegelschnitt  einbeschrie- 
ben, welcher  die  Seiten  996,  €91,  %99  in  den  Punkten  9l'93'e' 
berührt,  und  sind  die  Punkte: 

a  die  Mitte  von  93(S9         a'  clie  Mitte  von  9l9l\ 
b    „         „         „    691,         b'    „         „         „    9393, 
c     „         ,j         „9(939         c'    „         „         „    66', 
so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien 

aa',  bb',  cc' 

in  dem  Mittelpunkte  9R  des  Kegelschnitts. 
Das«  auch  die  drei  Verbindungslinien 

9191',     9393^9     er 
•ich   in  einem  Punkte  O  schneiden,   ist  zwar  bekannt,   folgt  aber  auch 
hier  unmittelbar;    denn   die  Verbindungslinien   der   Ecken   des   Dreiecks 
abc  mit  dem  Punkte  9)1  treffen  die  Gegenseiten  in  ah\'%  fol^UcVi  \%1 
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a  c   b'a  c'b""       ' 
mithin  wegen  der  Parallelitlit 

woraus   folgt,   dass  %3[',  993',  S^'  sich   in   einem  Punkte  O  schneiden 
müssen. 

Bemerken  wir  nun  (Fig.  5)  die  Beziehung,  welche  das  von  der 
Transversale  |0999'|  geschnittene  Dreieck  €%%'  liefert: 

gs'.rs.ao    ■*■  • 

woraus  folgt 

und  die  Beziehung,  welche  das  von  der  Transversale  |9Rbb  |  geschnittene 

Dreieck  caa   liefert: 

ttb'.cb.tt^a)t_^ 

ob'-ab-aäR"^ 
oder 

^  aJla'""cb'*ab' 

Aus  1)  und  2)  folgt  aber  durch  Division 

Qg    SPea'^      cb^cb^tt'b^cb^bc^ 
021'    ÜJia  ab'.ab'.a'c     ab'.ac' 

also  durch  Fortsetzung  und  Mnltiplication 

Og.08.06    TOtt^aRb^aRc^^cb^bc^ac^ca^ba.ab'^ 
Or.O«'.0(r'  ÜÄa.3Kb.üRc      ab'.ac'.bc'.ba'.cV.cb' 

e<a'.  ©^'.  e«' ""  ^«'.  /Hb',  ^mc' " 

Bemerken  wir  aber,  dass,  wenn  P1P2P9  die  Abstände  des  Punktes 
9R  von  den  Seiten  des  Dreiecks  giBS  und  n^n2n^  die  Abstände  des 
Punktes  3)1  von  den  Seiten  des  Mittendreiecks  abc  bedeuten, 

ÜRa      ^/     ÜRb'""^/     3Rc'~"^3 
ist,  so  folgt 

Oa.093.06  ^  p, p^ P.S 

oä'.os'.oe'    ^,«,^3' 

und  da  nach  1.  das  Verhältniss 

0^.033. 06      2(gSBg) 

ör.os'.oe'   (91' «'6') 

ist ,  d.  i.  gleich  dem  Verhältniss  der  doppelten  Fläche  des  Dreiecks  %  S  6 
zur  Fläche  des  Dreiecks  %'SB'e',  so  folgt 


Wird  einem  Dreieck  %£€  ein  Kegelachnitt  ftt  einbe- 
pebrieben,  welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  in  den  Punkten 
rührt,  so  verhält  sich  die  doppelte  FUche  dea  Drei- 
ecks ase  anr  Fläche  des  Dreiechfi  91' iß' 6'  wie  das  Prodnct 
ftOE  den  Abständen  dee  Mittelpunktes  desKegelschuittG  von 
den  Dreiecksseiten  936,  G^,  91»  zn  dem  Product  ans  den 
AbslAndea  des  Mittelpunktes  von  den  Seiten  desjenigen 
Dreiecks,  welches  die  Mitten  der  Seiten  de»  Dreiecks  ^^d 
zn  Ecken  hat. 

Nach  der  frttheren  Bezeichnung  fulgt 

d  der  Vergleich  dieses  Resnltata  mit  dem  in  1,  orgieht 

d.  Ii.:* 

let  ein  Dreieck  SlSg  and  ein  PunktIDl  gegeben,  so  giebt 
«e  einen  Kegelschnitt  ffc.  für  welchen  3)t  der  Mittelpunkt  and 
9(S8(S  ein  selbstconjngirteH  Dreieck  ist,  und  einen  aweiten 
Kegelschnitt  S,,  der  <Dt  zum  Mittelpunkt  hat  und  die  Seiten 
des  Dreiecks  3(3)6  berührt.  Sind  ^39'^'  die  Berührungs- 
punkte, abc  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  ^^6,  and 
oimmt  man  die  Polaren  von  atc  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
■  cbnitt  ft,.  so  erhält  man  ein  neues  Dreieck  ^I,!8,@,;  die 
Plüebe  des  Dreieck»  %'&<&  ist  das  geometrische  Mittet  ans 
den  Flachen  der  beiden   Dreiecke  91, 33,6,   und  ^'^Ö'C- 

r    Ebenso   leichl    lässl    sich    die  aus    den    vorigen    beiden  Beziehungen 
vorgehende ; 
(«sei  ^|91,S8A) 


I  Worte  kleiden. 


(a'2}'(5')     {9l,!ö,6,) 


4.  In  Bezug  anT  den  dem  Dreieck  ^$<I  einheschriebenen  Kegelschnitt 
'  9i,  der  den  Mitlelpankt  3)1  hat  und  die  Dreiecks  Seiten  in  den  Punkten 
9t'  9' 6*  berührt,  kaun  man  leicht  die  Pole  von  den  Seilen  des  Mittendrei- 
ecks abc  finden;  denn  äR^'  ist  ein  Darchmcsser  dieses  Kegelschnitts  und 
2)  6  die  Tangente  in  einem  Endpunkte  91'  dieses  Ünrchmessers;  ferner  läuft 
bc  dieser  Tangente  9)6  parallel;  folglich  liegt  der  Pol  %  der  Geraden 
bc  auf  dem  Dutchmesser  ält^Jt'  in  einem  solchen  Abstände  von  >l}t,  dass 
(3)191')*  gleich  ist  dem  Kechteck  aus  a)l*Hj  und  dem  Stück,  welches  bc 
aaf  3)14  von  Ü)i  ans  abschneidet.  Bezeichnen  wir  also  für  den  Augen- 
blick diesen  Schnittpunkt  mit 
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80  wird 

nun  yerh&lt  sich  aber 

folglich  wird 

und  wir  erhalten 


^?^=  — =  ^ 


c 


^.■' 


Wir  erkennen   aber  noch   eine  zweite  Eigenschaft  des  Punktes  9I3, 

^'^h  des  Poles  von  bc  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ft,-;  denken  wir 

>ch  durch  %  eine  Parallele  zu  SS  gezogen,  so  mnss  der  Pol  der- 

anf  dem  Durchmesser  3R9C  liegen,  und  weil  S'S'  die  Polare  von 

so  muss  derselbe  Pol  auch  auf  S'S'  liegen;  er  ist  also  der  Schnitt- 

m%\  8' 6'). 

Ir  haben   nunmehr  drei  Gerade  durch   91,  a\  %'  parallel   zu  SS 

itf^  nehmen  die  unendlich  entfernte  Gerade  g^  als  vierte  hinzu;  weil  a' 

i^  Mitte  zwischen  91%'  ist,   so  bilden  diese  vier  Geraden  ein  harmoni- 

*.  -^lehes  Parallelst rahlenbiischel,   folglich   die   vier   Pole   dieser   Geraden   in 

\-    Bezug  auf  Stt  vier  harmonische  Punkte  auf  dem  Durchmesser  9R91;  diese 

Pole  sind: 

(gR«',  8'6'),     %\     3I3,     ÜR, 

und  zwar  die  beiden  ersten  einander  zugeordnet,  wie  die  beiden  letzten ; 
wir  können  demnach  den  Punkt  Slj  auch  so  construiren,  dass  wir  auf 
dem  Strahle  9R%'  den  vierten  harmonischen,  zu  'SR  zugeordneten  Punkt 
3I3  aufsuchen,  während  %'  und  der  Schnittpunkt  mit  33' ST  das  andere 
Paar  zugeordneter  Punkte  ist.  Bei  dieser  Construction  ergiebt  sich  in- 
folge des  Resultates  von   1.  das  Verhältniss: 

üRriüKs'.sRß'     (rs'e')  ' 

und  wenn  wir  dieses  oben  substituiren : 

Der  Vergleich  dieses  mit  dem  in  3.  erlangten  Resultat  zeigt 

d.  h.: 

Wird  einem  Dreieck  5186  ein  Kegelschnitt  einbeschrie- 
ben   und    nimmt    man    von    den    iMitten    der    Dreiecksseiten 
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die  Polaren  in  Bezug  anf  denselben,  so  bilden  diese  ein 
neues  Dreieck  ^IsSsiSs,  welches  mit  dem  ursprünglichen  in- 
haltsgleich ist. 

Anmerkung.  Verlegt  man  den  Punkt  3Jl  in  die  Unendlichkeit, 
so  werden  die  drei  Kegelschnitte  ftu,  ft^,  ftc  Parabeln  und  das  Verhält- 

niss   — ^ — ^—^    reducirt  sich    auf  die   Einheit,    folglich   wird   das    Dreieck 

^l  ^2  ^i 

1C^'&  doppelt  so  gross  als  das  Dreieck  91S3(S,  das  Dreieck  3l]93]Si 
halb  so  gross  als  das  Dreieck  91S96,  das  Dreieck  9l2  992@2  ^'°  Viertel 
YOD  der  Fläche  des  Dreiecks  SSS  und  das  Dreieck  31393363  bleibt,  wie 
im  Allgemeinen,  mit  dem  Dreieck  9193(S  inhaltsgleich. 

Nimmt  man  die  vier  Punkte  91,  93,  @i,  912  gleichberechtigt  als  die 
Eickeu  eines  vollständigen  Vierecks  an,  so  treten  sämmtliche  oben  an- 
gestellten Betrachtungen  viermal  auf  und  es  ergeben  sich  je  vier  Kegel- 
schnitte RcStuRii  zwischen  denen  mannigfache  Beziehungen  obwalten; 
z.  B.  ergiebt  sich  folgende  Eigenschaft  eines  vollständigen  Vierecks,  die 
auch  a  posteriori  auf  elementarem  Wege  leicht  verificirt  werden  kann: 

Sind  die  drei  Diagonalpunkte  eines  vollständigen  Vier- 
ecks ase^): 

(©6,«5))  =  r,   '(6a,935))=^,    l«©,6S))  =  a» 

so  gilt  die  metrische  Relation: 

(r93.yg-ya.rD)iyg.va--ySB.rS))(ra.r93-r6.rg)) 

^(^g.^6~^g.^'B)(y6.^^~^93.vg))(pa.^a-t?6.p':D) 

^91. ^33.^6.^5) 

In  den  speciellen  Fällen  eines  Kreisvierecks  oder  eines  aus  einem 
Dreieck  und  seinem  Höhenpnnkte  bestehenden  Vierecks  zeigt  diese  Rela- 
tion bekannte  Resultate. 

Breslau,  den  6.  April  1884. 
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VnL   Lineare  Constmction  einer  Fläche  sweiten  Grades  aus  neun 

gegebenen  Punkten. 

(ffierza  Taf.  VI  Fig.  1—4.) 

1. 

Eine  Fläche  zweiten  Grades  sei  durch  neun  Punkte  —  1,  2,  ...  9  — 
gegeben.  Durch  acht  dieser  Ponkte  wird  bekanntlich  ein  Büschel  von 
Flächen  zweiten  Grades  bestimmt,  dessen  Grundcurre  —  C^  —  von  der 
vierten  Ordnung  ist  Wir  erhalten  die  Tangente  in  einem  Punkte  P 
dieser  Curve,  indem  wir  in  P  an  zwei  Flächen  des  Büschels  die  Tan- 
gentialebenen construiren  und  ihre  Schnittlinie  zeichnen.  t)iese,  als  Tan- 
gente an  C^  im  Punkte  P,  muss  auf  allen  Tangentialebenen  liegen, 
welche  wir  in  P  an  die  Flächen  des  Büschels  construiren  können,  also 
auch  auf  der  Tangentialebene  an  die  Fläche,  welche  durch  die  gegebe- 
nen neun  Punkte  geht. 

Gehen  wir  nun  ans  von  den  Flächenbüschelo  durch  die  Punkte  1 
bis  8  und  2  bis  9  und  seien  ihre  Grundcurven  Cjg^  und  C^^^.  Zeichnen 
wir  an  letztere  in  den  Punkten  2  und  3  die  resp.  Tangenten,  so  bestim- 
men diese  die  Tangentialebenen  an  unsere  Flache  in  diesen  Punkten. 
Damit  kennen  wir  in  jeder  Ebene  durch  2,  3  und  einen  weiteren  Punkt 
der  Fläche  einen  Kegelschnitt  derselben  und  zwar  durch  drei  Punkte  und 
die  Tangenten  in  zweien.  Letztere  sind  die  Schnittlinien  der  Ebene 
mit  den  erwähnten  Tangentialebenen. 

Die  Durchführung  dieser  Gedanken  erledigt  die  Constmction  der 
Fläche. 

2. 

Zur  Constmction  der  Tangenten  in  Punkten  der  Durchdringifngs- 
curve  zweier  Flächen  zweiten  Grades  —  Fy  F*  —  bemerken  wir  Fol- 
gendes : 

Liegen  auf  der  Sehne  g  zwei  solche  Punkte  —  P  und  Q  —  und 
construiren  wir  zu  g  die  conjugirten  Geraden  ä,  h*  in  Bezug  auf  F,  F*y 
so  sind  diese  die  Schnittlinien  der  Tangentialebenen  in  F  und  Q  an  F 
resp.  F*.  Nun  haben  wir  oben  erwähnt,  dass  diese  Tangentialebenen 
sich    in    den   Tangenten    von   Punkten   der   Durchdringungscurve   beider 


iJFlfiehen  ■cfaneiden.    Folglich  aind  diese  TaDgenteo  die  Transversali 
'  />  nod  C  zu  A  nnd  />•.     Wir  drilckea  dies  dabin  aas: 

Die  Tangenten  in  Kwei  Pankten  der  Dnrclidri  ngungE- 
enrve    sweier    FlScIieo    zweiten    Grade«    §iDd    die   Tranaver- 

I aalen  dnruh  diese  Punkie  zn  den  Linien,  weiche  derVerbin- 
dungolinie  beider  Funkle  in  Bezug  auf  die  zwei  Flächen 
eonjngirt  aind. 
■  Die  Linien  A,  A'  werden  im  Allgemeinen  zu  einander  windschief 
■eio.  Wie  leicht  zn  sehen,  Ireifen  sie  sich  nur  dann,  wenn  g  durch  eine 
Bcke  des  gemeiuEamen  Quadrnpels  von  Pol  nnd  Pularebeneu  der  beiden 
piXchen  geht. 
I  "• 

b  Obige  Erörterungen  führen  zn  folgender  rein  linearer  Constrnctiun 
<äer  FlSche  eweilen  Grades  aae  neun  Punkten: 

Wir  gehen  huh  von  dem  Flücheabtiscbel  durch  die  Punkte  1  bis  8 
und  bestimmen  zwei  Uyperbolüide  —  H.  H'  —  desselben.  Anf // liege 
die  Gernde,  welche  die  Punkte  ti7  verbindet,  auf  H'  die  Gerade  durch 
die  Punkte  7  und  S,  Damit  sind  beide  Hyperboloide  gegeben.  Suchen 
wir  nun  in  den  Punkten  2,  3  —  deren  Verbindungslinie  g  sei  —  die 
Tangentialebenen  an  die  durch  nenn  Punkte  gegebene  Fläche  zweiten 
Grades,  so  hnben  wir  snnXchst  za  g  die  conjugirten  h,  h'  \n  B«zng  anf 
//,  H'  DU  construiren. 

Zu    diesem  Zwecke    ziehen_wir    durch  1   die  Transverealo  zu  g  und 

67.  Sie  (reffe  q  in  A,  nnd  67  in  li^.  Bestimmen  wir  sudnnn  zu  ^, 
den  vierten  harmonischen  C^  in  Bezug  auf  2,  3  und  den  vierten  harmo- 
nischen l\  in  Bezng  nur  ß,  und  1.  so  ist  die  Linie  C^D^  —  sagen  wir 
l^    —   die  conjugirte  zu  A^  B^   in  Bezug  auf  H  [Fig.  2). 

[ndem  wir  auf  analoge  Weise  die  Transversalen  durch  4,  5,  8  zu  jr 
nnd  67  construiren  und  ihre  unnjugirten  in  Bezug  auf  /7,  also  die  Linien 
'<■  's'  's  hestimmen ,  erhalten  wir  drei  weitere  Gerade  von  der  Beschaffen' 
heit,  daaa  durch  eine  jede  derselben  eine  Polarebpne  eines  Punktes  von 
g  in  Bezug  auf  //  geht-  Da  alle  diese  Polarebenea  ein  Büschel  bilden, 
d«8Ben  Scheitelkante  die  zn  g  cimjugirte  Gorade  h  ist,  so  muss  letztere 
die  vier  Geraden  (,,  ^^■,  i^,  ',,  scbneideo.  Diese  werden  vou  y  getroffen. 
B»  giebt  zu  ihnen  eine  zweite  Transversale,  welche  bekanntlich  auf 
lineare  Weise  constmirt  werden   kann.     Diese  Transversale  ist  A. 

Eine  analoge  Construction  müssen  wir  ausführen,  nm  A*  zu  erhalten. 
Wir  benutzen  da^n  das  Hyperboloid  ä'  und  ziehen  durch  1,  4,  .^,  6 
die  Transversalen  zu  g  und  7  8.  Dann  bestimmen  wir  ihre  conjugirten 
(,',  '/,  1^',  'u*  in  Bezug  auf  A'.  Letztere  Geraden  werden  —  ausser  von 
tf  —  noch  von  einer  zweiten  Linie  geschnitten.  Diese  ist  /i*.  Nun  gehen 
wir  über  zum  Flächen bUschel  durch  2  bis  U  und  wiederholen  für  das 
darchgaffilirtfi  Constrsetion.     Wir  laUen  ein  U'^^iVioXtvA 
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—  R  —  des  Büschels  so  fest,  dass  anf  ihm  67  liege.    An f  einem  zweiten 

—  R*  —  befinde  sich  78. 

Dann  haben  wir  durch  4,  5,  8,  9  die  Transversalen  zn  g  und  67 
zu  ^ehen  und  ihre  conjugirten  In  Bezug  auf  B  zu  bestimmen.  Von  letz- 
teren kennen  wir  bereits  Z^,  Z^,  Z^;  es  bleibt  uns  also  nur  noch  i^  zu 
constmiren.  Die  Gerade,  welche  —  ausser  g  —  die  vier  Linien  t^^  /j, 
/g,  /g  schneidet,  ist  r,  die  conjugirte  zu  g  in  Bezug  auf  R. 

Wenden  wir  uns  zum  Hyperboloid  R*^  so  müssen  wir  die  Transver- 
salen durch  4,  5,  6,  9  zn  g  und  7  8  und  ihre  conjugirten  in  Bezug  auf 

«  

R*  construiren.  Zu  letzteren  gehören  die  bereits  bekannten  Geraden  t^*^ 
t^*y  Iq*.  Indem  wir  noch  i^*  bestimmen,  so  ist  r*  die  Transversale  zu 
t^*^  ^5*,  tg*,  welche  nicht  mit  g  zusammenfällt. 

Ziehen  wir  endlich  durch  2,  resp.  3  zu  hh*  und  rr*  die  Transver- 
salen e^^,  /g**  und  ^3^  /"g**,  so  bestimmen  diese  die  gesuchten  Tangential- 
ebenen in  2  und  3  an  unsere  Fläche. 

In  Fig.  1  ist  diese  Construction  für  Grand-  und  Aufriss  durch- 
geführt. Dabei  ist  die  Ebene  durch  1,  2,  3  als  Aufrissebene  angenommen 
und  die  Grundrissebene  geht  durch  7  und  steht  senkrecht  zu  23.  Es 
hat  dies  den  Vortheil,  dass  die  Grundrisse  der  Geraden  t  in  den  Linien 
aus   2'  nach  1',  4',  ...  liegen.     Nachdem   wir  sodann  die  Aufrisse  der  t 

—  nach  der  in  Fig.  2  gegebenen  Skizze  —  constmirt,  zeichnen  wir  die 
Geraden  A,  r.  Wie  dies  geschieht,  ist  in  Fig.  4  dargestellt,  wo  die  vier 
Geraden  Z^,  i^^  Z^,  ^g  gegeben  und  h  gesucht  wird.  Wir  nehmen  zu  diesem 
Zwecke  auf  t^  zwei  Punkte  A^  B  nn  und  ziehen  darch  sie  die  Trans- 
versalen zu  Zj/j,  welche  t^  in  A^  resp.  B^  schneiden  sollen.  Dann  con- 
struiren wir  die  Transversalen  durch  A  und  B  zu  /g,  i^,  sowie  ihre 
Schnittpunkte  A^^  B^  mit  i^.  Damit  sind  auf  ^5  zwei  projectiviscbe  Reihen 
bestimmt,  für  welche  G,  der  Schnittpunkt  von  g  mit  /g,  ein  Doppelele- 
ment ist.  Entsprechende  Paare  der  Reiben  sind  A^  A^  und  B^  By  Con- 
struiren wir  ihren  zweiten  Doppelpunkt-//,  so  geht  durch  ihn  h.  Ana- 
loge Reihen  ergeben  auf  l^  die  Punkte  Ä,  H*^  ß*,  durch  welche  die 
resp.  Geraden  r,  ä*,  r*  gehen.  Die  Tangentialebenen  Tg,  T^  endlich  in 
2  und  3  an  unsere  Fläche  schneiden  die  Aufrissebene  in  t^j  t^.  Diese 
Linien  sind  Tangenten  in  2  und  3  an  den  Kegelschnitt  A^  unserer  Fläche, 
der  in  der  Aufrissebene  liegt.  Somit  ist  dieser  Kegelschnitt  bestimmt 
und  seine  weiteren  Punkte  können  auf  bekannte  Weise  gefunden  werden. 

4. 

Veranschaulichen  wir  uns  nun  die  gegenseitige  Lage  der  Construc- 
tionslinien. 

Wir  haben  zehn  Transversalen  /  zu  g.  Unter  ihnen  liegen  /, ,  /j* 
in    einer  Ebene  durch  I  und  g.     Weiter  befinden  sich  in   Ebenen  durch 


t  die  Qeraden   1^,  f,* 
ind  endlich  /g*,  6. 

h  ist  eine  Transversale  zd  ', '4'5'g,  r  eine  aolche  an  'i'g'g'a.  Dip 
Linien  /('^'g,  wekhe  im  Allgemeinen  zn  einander  windechipf  find,  ha- 
■timtnen  ein  Hyperboloid,  aaf  dem  </  Hegt.  ',  resp.  Ig  HthoeideD  dieses 
Hyperboloid  —  »usspr  in  3  —  noch  in  je  einem  Punkte.  Die  Traus- 
versalen  darch  diese  Punkte  zu  l^i^l^  sind  die  Geraden  A  and  r.  Folglich 
sind  dies  ebenfalls  Erzeugende  des  erwähnten  Uyperboloids.  Daraus 
vchliessen  wir,  dass  h  und  r  zu  einander  windschief  sind  und  dase  bei 
jeder  beliebigen  Projectionsmethode  die  Projectionen  von  g,  1^,  'j,  (g,  h,  r 
einen  Kegelecbnitt  umhüllen. 

Ein  analoger  Gedankengang  ergiebt,  dass  ff,  //,  (5*,  1^,  A*,  r*  auT 
einem  Hyperboloid  liegen.  Älsn  sind  auch  h' r*  zu  einande.r  windschief 
und  die  Projectionen  obiger  aechs  Linien  sind  Tangenten  eines  Kegel- 
schoittes. 

Tritt  bei  Dnrchfübrnng  der  Constructiou  der  Fall  ein,  daas  AA*  oder 
rr*  sich  schneiden,  sr>  befinden  sich  nach  der  Schlussbemerknng  von  2. 
die  Hyperboloide  Nir  oder  RR'  in  Bezug  anf  g  in  epecieller  Lage,  ohne 
daas  dies  auf  die  allgemeine  Lage  der  Punkte  der  gegebenen  Flache 
Einflnss  bStte. 

Anders  ist  dies,  wenn  h  und  r  sich  schneiden.  Dann  mflssen  durch 
ihren  Schnittpunkt  S  zirei  der  Geraden  t^,  1^,  1^  gehen.  Daraus  schlieasen 
wir,  dass  diese  avei  Geraden  mit  g  in  einer  Ebene  liegen,  in  der  sich 
■ach  die  dem  Index  der  I  correspondirenden  Punkte  der  FlKche  Eweit«n 
Grades  befinden 

Sind  speciell  t^,  l„  die  Geraden,  welche  sich  in  S  treffen,  so  wissen 
wir,  dass  diese  mit  g  und  ',*  resp.  r^*  in  einer  Ebene  liegen.  Also  wer- 
den letztere  Geraden  sich  ebenfalls  in  der  Ebene  Sg  befinden  und  durch 
ihren  Schnittpunkt  S*  mdsaen  h'  und  r*  gehen. 

Treflen  aich  in  S  die  drei  Geraden  I,,  t^,  fg,  so  folgt,  dass  diese 
und  also  auch  die  Punkte  4,  5,  8  mit  23  in  einer  Ehnne  liegen. 

Finden  wir,  dass  A,  r  und  A*,  r*  sich  in  einem  Punkte  5  schneiden, 
so  gehen  durch  ihn  und  2  resp.  3  die  Geraden  e/,  c/  und  r^*,  Cj'. 
Ilaraus  schliessen  wir,  daee  aich  aämmtliche  I  und  ('  in  S  tretfen  mlisaen. 
Es  liegen  daher  die  Punkte  4,  b,  6,  8  mit  23  in  einer  Ebene.  Aus 
der  ersteren  —  sagen  wir  4,  5,  6  —  kfSnnen  wir  S  bestimmen.  Soll 
dann  auch  I^  durch  S  gehen,  so  muas  sich  8  mit  2,  3,  4,  5,  6  auf  einem 
Kegelschnitt  befinden.  Für  denselben  ist  .*•  Pol  und  g  die  sngehörige 
PoUre. 

Wir  fassen  das  Erörterte  dahin  Kusammeu : 

Schneidet  h  diuGerade  roder/i'  r*.  aoUenletdiesdarauf 
bin,  dass  die  gegebeneu  neun  Punkte  der  FUche  sich  nicht 
in  allgemeiner  Lage  befinden. 
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5. 

Wir  wollen  nun  herrorheben,  wie  die  allgemeine  Constrnciion  sich 
in  einigen  speciellen  Fällen  gestaltet. 

a)  Nehmen  wir  an,  dass  von  den  neun  gegebenen  Punkten 
vier  in  einer  Ebene  P  liegen.  Indem  wir  die  oben  eingeführte 
Bezeichnnngsweise  beibehalten,  benennen  wir  die  erwähnten  vier  Punkte 
mit  2,  3,  4,  5  und  bestimmen  die  Tangentialebene  in  2.  Dabei  erg^ebt 
sich,  dass  t^t^^  U*h*f  ''^^^  auch  ihre  resp.  Schnittpunkte  5,  S*  in  P liegen. 
Kennen  wir  dieselben,  so  haben  wir  aus  S  die  Transversalen  zu  /^/g 
und  zu  5g5g  zu  ziehen.  Dies  sind  die  Linien  h  und  r.  h*  und  r*  aber 
erhalten  wir  als  Transversalen  aus  S*  zu  t^*  t^*  und  zu  fa*^^*-  Ziehen 
wir  dann  e^*  e/^  so  schneidet  die  Ebene  dieser  Geraden  p  in  einer  Tan- 
gente des  Kegebchnittes  durch  2345.  Damit  ist  dieser  Kegelschnitt 
bestimmt  und  die  Construction  der  Fläche  ist  auf  Bekanntes  zurück- 
geführt. 

b)  Sei  insbesondere  die  gegebene  Fläche  ein  Hyperboloid  und 
kennen  wir  von  demselben  eine  Gerade  /  und  sechs  Punkte,  so  führen 
wir  die  Construction  auf  die  vorhergehende  zurück.  Wir  legen  durch  / 
und  einen  der  sechs  Punkte  —  sagen  wir  2  —  eine  Ebene  P  und  be- 
stimmen in  2  die  Tangentialebene  an  die  Fläche.  Sie  schneidet  P  in 
einer  zweiten  Geraden  derselben.  Wir  wählen  also  auf  /  die  Punkte  3, 
4,  5  und  bestimmen  S,  S*.  Wir  können  nun  über  diese  Wahl  so  be- 
stimmen, dass  SS*  ein  harmonisches  Paar  in  Bezug  auf  23  iat.  Wir 
erreichen  dies  auf  folgende  Weise.     Seien   iPß,   B^  die  Schnittpunkte  von 

67  und  78  mit  der  Ebene  P,  Wir  ziehen  2  ß^  und  2 //J^,  welche  Linien 
/   in  L^  und  L^   treffen  sollen.     Der  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien 

LgP^  und  L^^Bq  sei  E.     Dann   nehmen    wir  E2  als  die  Verbindungslinie 

von  2  und  3  an,  so  dass  3  im  Schnittpunkt  von  E2  mit  /  liegt.  Setzen 
wir  dann  S'  auf  23  beliebig  fest,  bestimmen  wir  daraus  4,  5  in  /,  so 
finden  wir  weiter,  dass  S*  der  vierte  harmonische  zu  S  in  Bezug  auf  2  3 
ist  (Fig.  3).     Nun  construiren  wir  weiter,  wie  im   Falle  a), 

c)  Geben  wir  von  der  Fläche  zweiten  Grades  die  Tan- 
gentialebene T  in  einem  ihrer  Funkte  —  etwa  in  3  —  und 
ausserdem  noch  sieben  Punkte,  so  construiren  wir  nach  der  all- 
gemeinen Methode  die  Tangentialebene  in  einem  der  letzteren  Punkte. 
Eine  Vereinfachung  der  Construction  ergiebt  sich  dabei  durch  folgende 
Bemerkung:  Haben  wir  h  bestimmt,  so  wissen  wir,  dass  e^^  von  h  und  ä* 
geschnitten  wird.  Nun  liegt  e^  in  7",  geht  durch  Punkt  3  und  den 
Schnittpunkt  von  h  mit  T,  Wir  können  e^  also  leicht  construiren  und 
finden  dann  ä*  als  eine  Transversale  zu  e^  und  zu  dreien  der  /*  — 
sagen  wir  zu  t*^  Z^*,  t*. 


Scbliesslicb  wollen  wir  dea  Kall  beepredien,  in  dem  zwei  der 
gegobenen  aenn  Punkte  der  FUcbe  —  etw«  2,  3  —  imaginär 

tHnd  nnd  dnrch  eine  elliptificbe  Involution  {x!/x^y^)  auf  g  bestimmt 
kerden. 
'  Wir  coDstrnireD  die  Tangentialebenen  in  2  nnd  3.  Dabei  dThalten 
wir  die  (,  h,  r,  h'  nnd  r*  reell.  Denn  die  bei  Bestinimnng  der  (  nuf- 
trelendeo  Punkte  ,*,  C,  ...  sind  barmoniRcbe  Paare  in  Bezog  anf  23,  ako 
Paare  der  Invoiutioa,  dnrch  welche  una  23  gegeben  ist. 

Es  bandelt  sich  mitbin  nnr  darnm,    die  TransverEalen  r'/f/,  ^/ '';,' 
Echltg  zu  interpretiren.     Bleiben  wir  KanächBt  bei  der  Couetraclion  von 
^)T   legen   dazu  dnrch  k  nnd  h'  Ebenen  nach  2  und  3.     Diese 
■elineiden  sich  in  den  erwähnten  Transversalen.     Da  aber  2  und  3  ima- 
ginär Bind,  so  werden  aach  die  Ebenen  ans  h  und  k'  nach  2  und  3  ima- 
ginär sein.     Wir  beHtimmen  sie  durch  die  elliptiecben  Ebeneniuvolntionen 
atiB  A  und  h*  über  der  Involntinn  {xylr,l/^).    Die  dnrch  2  und  3  gebenden 
[  Sehnittlinien  dieser  Ebenen   siod  rein  iroaginSre  Gerade  und  wir  suchen 
'  von   ihnen  weitere  Punklepnare  auf  reellen  Geraden  anzugeben. 

Die  Ebeneninvulutianen  aus  li  und  fi*  schneiden  letztere  Geraden 
in  je  vier  Punkten,  deren  Uoppelverhültnias  gleich  dem  von  (.xgTfij^) 
ist.  Also  bestimmt  jede  dieser  Pnoktgrnppen  eine  elliplieche  Involution 
und  die  Doppelpunkte  dieser  Involutionen  liegen  auf  ^j*''/.  d.  b.  es  sind 
die  Schnittpunkte  letzterer  Geraden  mit  A  und  h*.  Wh  können  dies 
auch  so  auedrücken:  Die  Transversalen  '(i-y...j  aus  xyijy^  zn  /i  und  h' 
treffen  h  und  h'  in  je  zwei  Paaren  von  elliptischen  Involutionen,  durch 
deren  Doppelpunkte   e/p/  gehen  müssen.     Nun  bestimuieu  y,  h,  h'  die 


i  Doppelpnnkti 


s  Scliaar  eines  Hyperboloid' 
Tersalen  '(^5,,..)  gehören.  Letzt« 
der  ersten  Schaar  eine  Gruppe 
hültniM  gleich  dem  von  (fyj-,; 
eiae  elliptische  Involution,  deri 
Auf  analoge  Weise  finden 
eines  Hyperboloids  H'  sind,  dec 
(ijj-,  jr,)  zu  <■/■•  enthält.  Es  werden  auf 
Geraden  der  ersten  Scbaar  durch  diese  v 
einer  elliptischen  Involution  ausgeschnitten, 
bestimmt. 

Nnn   können    wir  von 
pure  bestimmen. 


Geraden 


I    anderer  Scb. 

.nkten  aus,  deren  Doppelv 
Jede  solche  Grn[: 

Gerade  einer  Scbi 
r.  Schaar  die  Transversalen  i 
if  rr-    nnJ  .af  jede, 


f  J' 

r..leii  «.ei  P«are 
i  PuDkte  auf/;Y/ 


/■/^,'  beliebig 
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Wir  branchen  aber  Paare,  welche  in  derselben  Ebene  liegen.  Daher 
suchen  wir  zwei  sich  schneidende  Gerade  m  und  n,  von  denen  eine  der 
Schaar  g  des  Hyperboloids  H^  und  die  andere  der  Schaar  g  des  Hyper- 
boloids H''  angehört.  Auf  der  einen  liegt  ein  imaginfires  Punktepaar  der 
Geraden  ^j*^s*,  auf  der  andern  ein  solches  der  Geraden  f{f{*  Verbin- 
den wir  die  imaginären  Punkte  auf  ^^  ({  und  auf  ^^  f{  mit  einander, 
so  werden  diese  Verbindungslinien  durch  eine  elliptische  StrahleninTo- 
lution  mit  reellem  Scheitel  S  bestimmt.  Zugleich  sind  sie  die  Schnitt- 
linien der  Ebene  mn  mit  den  Tangentialebenen  in  2  und  3.  Mithin  ist 
S  ein  Punkt  der  Schnittlinie  dieser  Tangentialebenen. 

Indem  wir  ein  zweites  sich  schneidendes  Paar  von  Geraden  der 
Schaar  g  der  Hyperboloide  B^  resp.  B^  construiren,  erhalten  wir  einen 
zweiten  Punkt  S.  Die  Verbindungslinie  s  der  zwei  Punkte  S  ist  die 
Schnittlinie  der  beiden  imaginären  Tangentialebenen.  Sie  ist  eine  gemein- 
same Transversale  zu  den  vier  rein  imaginären  Geraden  e,^  e^^  f%ft  ^^^ 
die  conjug^rtc  zu  g  in  Bezug  auf  unsere  gegebene  Fläche  zweiten  Grades. 

Jede  Ebene  P  durch  g  und  einen  Punkt  der  Fläche  schneidet  letz- 
tere in  einem  Kegelschnitte,  für  den  der  Schnittpunkt  von  P  mit  $  der 
Pol  zu  g  ist.  Da  wir  überdies  die  Involution  harmonischer  Pole  (^y^i^i) 
auf  g  kennen,  so  ist  dieser  Kegelschnitt  bestimmt  und  die  Constfuction 
der  Fläche  erledigt. 

Zürich,  den  15.  Nov.  1883.  Dr.  C.  Betel. 


IX.   Ueber  das  gemischte  Kegeischnittbüschel. 

Die  erste  Andeutung  über  dasjenige  Gebilde,  welches  im  Folgenden 
gemischtes  Büschel  genannt  wird  und  aus  solchen  Kegelschnitten 
besteht,  welche  durch  drei  Punkte  gehen  und  eine  Gerade  berühren, 
findet  man  bei  Steiner  in  der  „Systematischen  Entwickelung 
§59:  Ueber  Abhängigkeit  einiger  Systeme  verschiedenarti- 
ger Figuren  von  einander/* 

Doch  geht  Steiner  nicht  näher  auf  diesen  Gegenstand  ein,  welcher 
sodann  von  Schröter  wieder  aufgenommen  wurde  in  seiner  „Theorie 
der  Kegelschnitte**. 

Das  P^olgende  ist  eine  Zussmmenstellung  der  wenigen  bisher  über 
das  gemischte  Büschel  bekannt  gewordenen  Sätze  mit  Hinzufügung  einer 
Anzahl  neuer. 

I. 

Um  ein  gemischtes  Büschel  zu  construiren,  dessen  Grundgerade  ri 
und  dessen  Grundpnnkte  ^j ,  31^,  ^3  sind,  kann  man  zwei  Netze  an- 
nehmen, welche  diese  drei  Punkte,  von  denen  zwei  nicht  reell  zu  sein 
brauchen,  zu  Tripelpunkten  haben. 


w 

^^P  Ktrit 


Dia  conjngirtea  zn  den  Punkton  }j  der  Reraden  g  bilden  einen  Kegel- 
lehnitt  ft',  der  daruti  die  Tripelpunkle  gehl.  GiiiG  TnngeDte  von  St'  sei  t'. 
Die  za  ihren  Funkten  conjugirlen  bilden  einen  Kegelschnitt  S,  welcher 
dnrch  die  Tri[ielpnnkte  gebt  nod  g  berührt.     Lassen  wir  t'  auf  ff'  rollen, 

I«o  durcbläatt  S  das  gemischte  Büschel. 
I 
Anscbaalicher  ale  jene  Ereeugungsart  ist  diese:  Man  wähle  die 
Seitün  des  Grunddreiecks  ^l,?!,?!,,  von  denen  zwei  imaginär  sein  kön- 
nen, nnd  die  Gerade  y  zum  Grnndvierseit  einer  gewöhnlichen  Kegel- 
acbnitlBchaar.  Von  einem  Punkte  ))  der  Geraden  g  ziehe  man  die  zweiten 
Tangenten  an  alle  Individuen  der  Scba».  Die  BerUbrpniikte  dieser 
genten  bilden  einen  Kegelscbnilt  fi,  welcher  durch  die  Pnokte  ^, , 
9,,  %  geht  und  ;/  in  p  berUbrt.  Bewegt  sich  p  auf  g,  so  durchläuft  S 
gemiacbte  Büschel.     Mithin: 

111. 
Die  Individuen  eines  gemiscbteiu  Büschels  erruilen  dieselben  be- 
kannten Felder  der  Ebene,  welche  von  derjenigen  KegeUchnittschaar  be- 
Ktriclien  werden,  welche  die  Grundgerade  g  und  die  Seiten  des  Grund- 
dreiecks berührt.  Diese  vier  Geraden  sollen  zusnmmen  das  Grund- 
Tierseit  des  gemischten  BUschels  beissen. 

lY. 

Je    nachdem   man   eine  Seile  eines  Vierseils  zur  Grundgeraden  und 
ßcken  des  übrig  bleibenden  Dreiaeits  zu  Grundpunkten  wählt,  erhält 
■man    vier  verschiedene   gemischte  Büechel,    welche    dieselben   Felder  der 


»Bekanntlich  giebl  es  in  einem  gemischten  Büschel  zwei  Individuen, 
welche  dnrch  einen  beliebigen  funkt  |>  gehen.  Die  Reellität  der  beiden 
Individuen  hängt  nach  111  davon  ab,  ob  der  Punkt  p  in  einem  Felde 
der  Ebene  liegt,    welches    von    dem    gemischten  Büschel  hestrichen  wird, 

Die  Entscheidung  Über  die  Re«llität  der  vier  Individuen  des  ge- 
mischten Büschels,  welche  bekanntlich  von  einer  beliebigen  Geraden 
berllbrt   werden,    lässt  üich  hier  nicht  bequem  geben,    denn  diese  Frage 

I gehört  naturgeniÄss  in  die  Betrachtung  derjenigen  Kegelschnitte,  welche 
■wei  Gerade  berühren  und  durch  zwei   Punkte  gehen. 
VI. 
i        In  Bezng  auf  die  Gattung  der  Kegelschnitte  des  gemischten  Büschels 
bt    bereits  von  Schröter  a.  a,  0.  das  Wichtigste  gesagt  worden.    nBm- 
Eoh:    Es    kommen    im    Allgemeinen    2W«i   Gmppfeli  CA\\V'^«&    >^u^    i.-««». 
I      Xrlttelui»  f.UMiliiiBMilk  a.FhTilk  SSlX,t,^    *       _•      -  •  V 


Gruppen  Uypnrbeln  vor,  deren  Debei^änge  dnrch  vier  Parabeln  vermit- 
telt  werden.     ÄnsBerdcm   sind    drei  LtnienpHare   vorbanden,    nämlich  je 
3  Diagonale  des  Grnndvierieits  nod  diejenige  Seite  des  Gmndilreieck?, 
welcbe  mit  der  Di&gonale  nicht  dorcb  denseltien  Grandpnnkt  geht.    Fer- 
zwei  gleichseitige  Hyperbeln  vor. 
Indessen  ISsat  siuh  noch  Folgendes  liinznfügsn: 

1.  Liegen    die    Grnndpunkte    auf   verschiedenen    Seiten    der  Grün 
geraden,  so  besteht  das  gemischte  BüBchel  nnr  aus  Hyperbeln. 

2.  Liegen  alle  Gruudpankte  auf  derselben  Seite  der  Gmudgeradi 
nnd  ist  diese  einer  Seite  des  Grnnddreiecka  parallel,  so  fallen  von  den 
erwähnten  vier  Parabeln  zwei  zusammen;  es  miissten  also  im  Ganzen 
eigentlich  drei  Parabeln  vorhanden  eein.  Aber,  indem  jene  beiden  Pa- 
rabeln coincidiren,  arten  cie  sogleich  in  ein  Paar  paralleler  Geraden  aus, 
80  dase  im  Ganzen  nur  zwei  wirkliche  Parabeln  übrig  bleiben.  Gleich- 
zeitig verschwindet  die  eine  Grnppe  Ellipsen,  während  die  beiden  Grup- 
pen Hyperbeln  erhalten  bleiben.  Auch  fallen  zwei  von  den  Feldern  der 
Ebene  znsaromen,  welche  von  dem  gemischten  Büschel  frei  gelassen  werden. 

3.  Die  beiden  gleichseitigen  Hyperbeln  decken  einander,  wenn  die 
Grandgerade  dnrch  den  Uöbeopnnkt  des  Grunddreiecks  gelil.  Ist  dieses 
nicht  der  Fall,  so  ist  über  die  Keellität  der  beiden  gleichseitigen  Hypei 
beln  nach  V 

4.  Ist  die  Grundgerade  uueudlich  entfernt,  so  besteht  das  gemischte 
Büschel  nur  aus  Parabeln. 

TU. 
Die  Individuen  des  gemischten  BUschels  lassen  sich  in  Paare  ordnen 
welche  entweder 

].  einander  in  einem  Gmndpnnkte  %^  borüLreo,  oder 

I  vierler  Schnittpunkt  entweder  auf  einem  beliebigen  fectei 
durch  die  drei  Grundpunkle  gehenden  Kegelechnitle.  oder 
.  auf  einer   beliebigen    festen    durch    einen  Grnndpnnkt  gehendei 
en   liegt. 


Die  Paare  jeder  dieser  drei  Anordnungen  1 
injugirten    Punkten  einer  Involution. 


irUhvi 


i  die  Orundgentäft 


vni. 

S  des   gemischten    ßlibcheln 
igen  Nummer  genAnoten  Annrdntl^ri 
deren  Verbindungslinie  durch  einen  feat«»  I 


Dnrchlänfl    der  Kegelschnitt  Ä  der   vmigi 
Büschel   und  nimmt  man  fUr  die  erste  Atioidc 
in  Bezug  auf  jedes  ä  die  Polare  den  entspi 
lUlllt  diese  einen  Kegehclinitt,  weldiar  die 


jfieiseits  berUhrt,  nnd  zwar  die  nicht  durch  ^,  geheoden  io  ihren  Schnitt- 
nnkten  mit  der  Gmodgeraden. 

X. 
)  Envelnppe    der  Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Pnnkto,    in 
Irelchen  ein  Individnnm  des  gemischtcD  üüschels  zwei  feste  Gerade  /, ,  1^ 
l,  die  durch  zwei  Rrnndpunkte  91,,  H^  gehen,  ist  ein  Kegelschnitt  A'. 
Wir    wollen    die   Seiten    des    Grunddreieck«    nach    den    Gegenecken 
ch  ll^,  (ij,  lg  bezeichnen,  wahrend  die  Diagenalen  des  Grundvierseits 
I  je    nach    dem  Grundpnnkt,    durch  welchen  «le  gehen,    (', ,  d,,  d^  heissen 
tsollen.     Dann  gehört  der  Grundpunkt  31^  dem  RegeUcbnitt  K  an  and  rf^ 
!  Tangente.     Ferner  sind 

■  Punkte  von    K.     Die    Tangenten    des    ersten    dieser  beiden  Pnnkte- 
rch   («,/j,),   {"i'i).     Hierdurch   iüt  ff  mehr  als  bestimmt. 

XI. 

Ein  dnrch  zwei  Grnndpnnkte  91,,  91,  gehender  fester  Kegelschnitt  fi 
iRt  gegeben.     Die  Enveloppe  der  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  ver- 
ludet,   die  ein  Individuum  des  gemischten  BUschels  anf  ß  markirt.   ist 
I  Kegelschnilt  K,  welcher  ''g  in  91,  berührt.     Ferner  geht  A'  durch  die 


SclinittpDnkte   von  S   mit 
(Inrcb    diejenigen  Punkte,    in 
.neserdem    gebt    A    durch    die 
als  bestimmt. 


Zwei  I 


I 

^^^^etroffen .  deren  Vi 

nung  umhüllt.     Dii 

'  ",  zur  Kückkebrtan 

Uiflganalen   des   Gr 

^ä  Um  die  Cuive 

^H  Schnittpunkte   l    vo 

^B  nnd  1',     (Bier  nnd 

^^B  Dfinu  constniire  mi 

^B  beiden  Geraden  nn 

i 


igenten  dieser  Punkte  geben 
welchen  Ä  bez  von  rf,.  rf,  getroflen  wird. 
Schnittpunkte    von   ij   nnd  S.     Hierdurch 

XII. 

nkte  ^,  ausgebende  feste  Gerade  i,  /'  wer- 
gemischlen  BüBchels  in  je  zwei  Punkten 
Inie  eiue  Curve  vierter  Olasse  fünfter  Ord- 
Geraden  l,  l'  bu  Dnppeltangenten  und 
ite.  AuBseidem  berührt  die  Curve  diejenigen  beiden 
Ivierseits,  welche  nicht  durch  91,  geben. 
Ibei'  EU  eliarakterisiren ,  verbinde  man  91^  mit  dem 
g  und  J,  und  lüg  mit  dem  Scbnitl (tunkte  ['  vun  g 
I  Folgenden  kftnn  man  aucli  /  und  i'  vertauschen.) 
denjenigen  Kegelsclinitt  h',  welcher  die  erhaltenen 
ansHerdem  », ,  l  und  /'  berUhrt.  Die  Verbindnugs- 
Scbnittpni 


iudp. 


rbindungslii 
selbe  bat  d' 


ie  Doppeltangenten  '',  '  in  ihren  Berührpunkten.  Der  Wi-ndepunkt  der 
;ackkehrtangente  31,  l^t  Ihr  Schnittpunkt  mit  der  Gmndgeraden.  Die 
dpnnkte  %^,  SIj  gehören  der  Curve  an,  und  ihre  Tangenten  geben 
bea.  durch  die  Punkte,  in  welchen  /.  ('  von  K  berührt  werden.  Die 
Uoppeltangenten  /,  /'  worden  in  den  Punkten  von  der  Curve  geschnitten, 
■0a  Kit  bei.  Ton  Kl,f  and  W,  I  getrofl^^refdcn. 
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xin. 

Die  Polaren  eines  festen  Punktes  $  in  Bezng  anf  die  Individuen 
des  gemischten  Büschels  umhüllen  einen  Kegelschnitt  AT.  Die  beiden 
Tangenten,  welche  sich  von  $  an  JüT  ziehen  lassen,  berühren  in  $  die- 
jenigen beiden  Individuen  des  gemischten  Büschels,  welche  durch  $  gehen. 
Drei  weitere  Tangenten  von  K  ergeben  sich  mit  Hilfe  der  Linienpaare 
des  gemischten  Büschels. 

Befindet  sich  $  auf  der  Grundgeraden,  so  ist  das  Grunddreieck  in 
Bezug  auf  K  ein  Tripeldreieck. 

Liegt  $  auf  einer  Seite  a^  des  Grunddreiecks,  so  gehen  die  Polaren 
von  $  durch  den  vierten  harmonischen  Punkt,  welcher  in  Bezug  auf  ^^, 
%3  dem  $  zugeordnet  ist. 

XIY. 

Der  Ort  der  Pole  einer  festen  Geraden  /  in  Bezug  auf  die  Indivi- 
duen des  gemischten  Büschels  ist  im  Allgemeinen  eine  Curve  vierter 
Ordnung  sechster  Classe,  welche  also  drei  Doppelpunkte  hat.  Construirt 
man  auf  einer  Seite  des  Grunddreiecks  zu  dem  Schnittpunkt  derselben 
mit  /  und  zu  den  beiden  Grundpunkten  als  conjugirten  den  vierten  har- 
monischen, so  ist  das  ein  Doppelpunkt  der  Curve.  Es  ist  leicht,  noch 
sieben  Punkte  derselben  anzugeben.  Nämlich  die  Curve  geht  durch  die- 
jenigen vier  Punkte,  in  welchen  /  von  Individuen  des  gemischten  Bü- 
schels berührt  wird,  und  durch  die  drei  Schnittpunkte  der  Grundgeraden 
mit  den  Seiten  des  Grunddreiecks. 

Geht  die  Gerade  /  durch  einen  Grundpuukt  21^,  so  bleibt  die  Curve 
von  der  vierten  Ordnung  und  berührt  /  in  ^j  von  beiden  Seiten.  Ausser- 
dem ist  der  zu  dem  Schnittpunkt  von  /  und  «,  in  Bezug  auf  Sl^»  9I3  zu- 
geordnete vierte  harmonische  Punkt  ein  Doppelpunkt  der  Curve  mit  stets 
reellen  Tangenten.  Die  Curve  geht  noch  durch  die  Schnittpunkte  der 
Grundgeraden  und  der  Seiten  des  Grunddreiecks. 

Ist  die  Gerade  /  eine  Diagonale  des  Grundvierseits,  welche  z.  B. 
durch  den  Grundpunkt  9lj  geht,  so  ist  der  Ort  ihrer  Pole  eine  Curve 
dritter  Ordnung  vierter  Classe,  welche  /  in  ^j  berührt  und  durch  den 
Schnittpunkt  von  /  und  a^  geht.  Der  vierte  harmonische  zu  diesem 
Schnittpunkt  in  Bezug  auf  die  Grundpnnkte  ^(gy  ^3  ^^^  ^^^  Doppelpunkt 
der  Curve  und  hat  stets  zwei  reelle  Tangenten.  Die  Curve  geht  noch 
durch  die  Schnittpunkte  von  g  mit  a^,  a^. 

Fällt  die  Gerade  /  mit  einer  Seite  0,  des  Grunddreiecks  zusammen, 
so  ist  der  Ort  ihrer  Pole  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  Seiten  des  Grund- 
dreiecks berührt  und  zwar  a^,  ctg  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Grund- 
geraden  g.* 


*  Vergl.  llearn,  Hesearches  on  curves  of  tbe  second  order,  London  1846,  S. 39. 


Von  eioem  festen  Pankte  ^  aas  ziehe  tana  einen  beliebigen  Strahl 
der  die  Grundgerade  g  des  geroiüchten  Büschels  in  einem  Pnokte  ^ 
treffen  loogi.'.  In  g  wird  die  Grnndgerade  vun  einem  Kegelschnitt  des 
geniiachton  Büschels  berührt,  welcher  von  p  in  einem  zweiten  Pnnkte  p 
geGchnitteD  wird.  Witbiend  sich  yi  nm  $  dreht,  beschreibt  p  eine  (Jarve 
dritter  Ordnung  vierter  Classe,  welche  ^  zum  Doppelpunkt  bat  und 
durch  die  aecha  Ecken  des  GrnridvierBeits  geht  Mithin  ist  die  Cnrve 
dieselbe  für  die  vier  coujugirten  gemischten  BüiicheJ.  Die  Tangenten  des 
Doppelpunktes  gehen  dnrch  die  Asymptotenpunkte  desjenigen  Punkt- 
systems, welches  auf  g  von  demjeuigpn  K ege lach nittb tisch el  fixirt  wird, 
dessea  Grundpunkte  %,  %.  %  und  ^  sind. 

»XYI. 
Von  dem  polar  gegeaüberstehcuden  Satze  beben  wir  folgenden  be- 
Kondern  Fall  heraus,  welchen  Sohläfli  fand  und  Steiner*  verSfient- 
liebte.  Man  denke  sich  die  Kegelachnille,  welche  die  Seiten  eines 
Dreiecks  berühren  und  durch  den  Höbenpunkt  desselben  geben,  und 
Bonatruire  fiir  jeden  Kegelachnitt  zu  der  Tangente  des  Höbeopunktes  die 
parallele.  Letztere  umhüllt  diejenige  dreispilzige  Uypocycloide,  welche 
die  Seileu  und  Hoben  des  Dreiecks  berttbrt. 


^^Rni 


XTIL 

Nr.  XV  erwähnte  Pnnkt 
f  a^,  so  beschreibt  p  eini 


■gt  dl 
liecks,  z,  i 

$  berührt  und  durth  die  Ecbi 
lite  geht.     Bewegt  aich  iß  auf  «, , 


auf  einer  Seile  des  Grund- 
Kegelschnitt  S,  welcher  n, 
,,  a^  und  g  gebildeten  Drei- 
durchläuft  S  dasjenige  conjogirte 


ichte  BÜBcbel,  welcbes  a,  berührt.    Nimmt  man  statt  i,  die  Geraden 
«f,  "3,    so   erhält  man  die  (ihrigen    beiden    der  vier  conjngirten  Büschel. 

XTin. 

b  Für   ein  Individnum  S  des  gemischten  Büschels  denke  man  sieb  in 

^4ta  Grundpunkten  die  Tangeulen  coDSlrnirt,  Die  Verbindungslinien  je 
■  «Ines  Grundpnnktes  mit  dem  Scbniitijnukt  der  Tangenten  der  beiden 
übrigen  Gruodpunkte  rnJigen  sich  in  p  treffen  Wührend  S  das  gemischte 
Bttscbel  durcblänfr,  bescbreibl  p  einen  Kegntschnitt  S',  welcher  dem  Grund- 
dreieck  einbeschrieben  ist.  Der  Berfibrpuukt  einer  Seite  des  letztern  ist 
der  vierte  harmonische  zu  ihrem  Schnittpunkt  mit  g  in  Bezug  auf  die 
beiden  auf  ihr  liegenden  Grandpunkte. 


*  Uebn  eine  besondere  Curve  dritter  CtiuBe  und  vierten  Orudes,    Crelle, 
LU  S.  aillBgg,     Vergl.  Cremoua,  äur  l'hypocjcloTde  etc.  a.  s.  0.  Bd.  04  S.  101 
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Besteht  das  gemischte  Büschel  aus  lauter  Parabeln,  so  ist  ft'  die 
grösste  Ellipse  (Si  welche  dem  Grunddreieck  eiDbeschrieben  werden  kann. 
Ein  beliebiger  dem  Gmnddreieck  nmbeschriebener  Kegelschnitt  ist  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  für  ihn  der  Pnnkt  p  innerhalb,  auf 
oder  ausserhalb  (S  liegt.* 

XIX. 

Ein  Individuum  des  gemischten  Büschels  sei  ft.  Seine  Tangenten 
in  den  Ecken  des  Grunddreiecks  treffen  die  bez.  Gegenseiten  in  drei 
Punkten ,  welche  bekanntlich  in  einer  Geraden  /  liegen.  Wfihrend  ft  das 
gemischte  Büschel  durchUnft,  umhüllt  /  eine  Curve  dritter  Ordnung  vierter 
Classe,  welche  die  Seiten  des  Grunddreiecks  in  den  Punkten,  wo  sie 
von  der  Grundgeraden  g  getroffen  werden,  berührt  und  schneidet.  Die 
Curve  hat  einen  Einsiedlerpunkt,  welcher  also  der  harmonische  Pol  der 
Grundgeraden  in  Bezug  auf  das  Grunddreieck  ist. 

Wenn  die  Grundgerade  einer  Seite  des  Grunddreiecks  parallel  ist, 
so  wird  diese  eine  osculirende  Asymptote  der  Curve,  wo  nicht,  so  nähert 
sich  die  Curve  der  reellen  Asymptote  auf  verschiedenen  Seiten. 


Für  das  aus  Parabeln  bestehende  gemischte  Büschel  hat  die  Curve 
die  Seiten  des  Gmnddreiecks  zu  osculirenden  Asymptoten  und  seinen 
Schwerpunkt  zum  Einsiedlerpunkt.  Die  drei  Zweige  der  Curve  befinden 
sich  in  den  Scheitelräumen  der  Dreieckswinkel;  die  den  Asymptoten 
parallelen  drei  Tangenten  haben  ihre  Berührpunkte  auf  den  Mittellinien 
des  Grunddreiecks  und  umschliessen  ein  Dreieck  von  neunmal  so  grossem 
Inhalt.  Das  von  je  zwei  Asymptoten  und  der  zur  dritten  parallelen 
Tangente   gebildete  Dreieck   ist  neunmal  so  klein  als  das  Grunddreieck. 

XXI. 

In  dem  Falle,  welcher  zu  Nr.  XIX  das  polare  Pendant  bildet,  treten 
Centralprojectionen  der  dreispitzigen  Hypocycloide  auf  und  als  Besonder- 
heit erhalten  wir  folgenden  Satz:  Man  construire  für  eine  Ellipse,  welche 
einem  gleichseitigen  Dreieck  einbeschrieben  ist  und  durch  den  Schwer- 
punkt desselben  geht,  denjenigen  Punkt  p,  in  welchem  sich  die  Verbin- 
dungslinien je  «iner  Ecke  des  Dreiecks  und  des  Berührpunktes  der 
Gegenseite  schneiden.  Wiederholt  man  diese  Constrnctiou  bei  allen 
Ellipsen  der  angegebenen  Art,  so  bilden  die  erhaltenen  Punkte  p  die- 
jenige dreispitzige  Hypocycloide,  welche  die  Ecken  des  gleichseitigen 
Dreiecks  zu  Rückkehrpunkten  hat.  — 


♦  Für  die  Gattung  der  einem  Dreieck  ein-  oder  umbeschriebenen  Kegelschnitte 
gab  mit  Berücksichtiguug  der  Lage  des  Mittelpunktes  ein  Kriterium  Steiner, 
Teoremi  relativi  alle  coniche  inscritte  e  circoscritte.    Ges.  Werke  Bd.  II  S  327. 


Wm  die  gemiBchte  Schasr  der  Kegelscbnitte  anbetrifft,  welche  drei 
Gerade  berübreo  nnd  dnrcb  einea  Fankt  gebea,  an  findet  man  das,  wm 
nicht  eine  polare  Uebertragung  des  Obigen  ist,  in  dem  bekannten  Werke 
von  ScbrSter. 

GreifBwald.  H.  E.  M.  0.  Zimuerhahn,  Stud  pliiL 


I 


Z.  Das  ZweieokEDhuitteverhältniBi. 
Neben  dem  DoppelscbniltB  verhalt  nixs  führt  MöbioB  im  bar;- 
centriticlieii  Calcnl  8.  300  das  Z  weieckecho  itts  verbältnisa  ein. 
Wülirend  er  ca  hier  nur  gelegpnilicli  (z.  B.  S.  337]  auwendi^t,  uütLigt 
ihn  Grelle  IV  8.  115  das  D.-V.  beim  Uebergang  zum  Dreieck-  und 
Vieleckschnittsverhaltnisfi  zn  einer  Inconsequenz  resp.  zn  einem  Zeichen- 
wechi^el  nud  in  der  Theorie  der  Kreiaverwandtschaften  (Abb.  d.  math.- 
pliys.  Gl.  d.  königl.  Sachs.  Ges.  d.  Wixs..  Bd.  IL  1S55,  S.  530)  geht  er  des-' 
halb  vom  ZweieckschnitlsverhältnisB  aus,  beuntzl  aber  für  dasselbe  den 
Nami-n  l^oppelverhAltniss.  Da  letzterer  jetzt  allgemein  iiir  Doppelschnitts- 
verhäliniss  gebrancht  wird,  ist  es  nöihig,  für  das  dem  Werthe  nach  dem 
U.-V.  allerdings  gleiibe,  der  Form  nnd  znm  Theil  den  EigenBchaften 
nach  aber  verschiedene  ZweieekschnittsverhSltniss  zum  ersten  Namen 
so rilckzuk ehren.  Die  Beobachtungen,  welche  Möbius  dort  am  Kreise 
macht,  lassen  sich  anf  die  Gerade  übertragen  und  nnterscheideu  sich  hier 
von  den  für  das  D.-V.  bekannten  Erscheinungen  durch  cj'klische  Anord- 
nung der  Elemente,  Ueberirsgbarkeit  auf  Dreieck-  nnd  Vieleckscbnitls- 
verhältnifise  und  einige  besondere  Verwendungen  {Grelle  IV  8.  121). 

Sind  J,  B,  C  drei  Fnnkte  einer  Geraden,  su  sind  .*  B  und  BC  die 

Theile  der  Strecke  .4C,  und  AB:BC  beisse  demnach  das  Schnittver- 

ItnisB  von  ^Cin  B,  welches  positiv  bei  innerer,  negativ  bei  äusserer 

'heilong  ist  (vgl.  Joachimsthal,  Anal.  Geora.  S.  121).    Das  Schnitt- 

hältniss  des  Zweiecks  AC,  CA  durch  ff  und  D  ist  das  Prodnct 

ider  ScbnittverhSltnisee 


f 

--=^-f 

DA 

dsMelbe  ist 

seinem  Werthe   nach    gleich 

dem 

D.-V. 

(AB  CD) 

dMsen  Eige 

Schäften 

mit  entsprechenden 

Abänderungeu. 

1.  Unr 
=  t)CBA. 

h  Dmk 

hrung  wird  da.s 

Z.-V 

Dich 

geände 

1           11.  Dur 

ch  eine 

cyklische  Vertan 

schu 

OK" 

.alt  das 

fcaciiirokon 

Wnrth 

ABCÜ  =  — ^ 

■ 

■ 
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III.  Vertaascht  man  das  zweite  and  dritte  oder  vierte  und 


erste  Element,  so  ergänzen  sich  dieZ.V.  zn  1  A BCD  +  AC ß D 
=  1,    ABCD  +  DBCA=1. 

m 

IV.  Vertaascht  man  das  erste  und  zweite  oder  dritte  und 
vierte  Element,  so  ergänzen  sich  die  reciproken  Werthe  der 

Z.V.  zu  1.     li ABCD+  \\BACb=^\. 

Während  I  and  II  aas  der  Definition  folgen,  liegt  der  Beweis  für 
III  und  IV  in  der  bekannten  Identität  AB.CD  + AC.DB  +  AD.FC=^0. 
Die  24  Permatationen  liefern  demnach  die  6  bekannten  Werthe 

1        ^                    1           x-1           X 
X,     —I     1  — x;      ■- »     »     T- 

X  1  —  X  X  X  —  1 

Soll  eine  cyklische  Vertanschnng  den  Werth  des  Z.-V.  nicht  ändern, 
so  erhält  man  x'  =  ],  d.  h.  D  fällt  auf  B  oder  es  ist  ABiBC^—ADiDC 

und  A BCD  =^  —  1  stellt  auch  hier  die  harmonische  Theilnng  dar. 
Es  ist  dann  ACD B=^2^  ABDC=^.  Verlangt  man,  dass  nur  zwei  ver- 
schiedene Werthe  auftreten  sollen,  so  muss  ABCD=AÜBC=^ACDB 
sein,  woraus  die  Werthe 

|(-H-tT3).    4(-i-.y3) 

folgen,  d.  h.  nicht  alle  Punkte  kf>nnen  dann  reell  sein.  Vergl.  Cremona, 
Curve  piane,  27.     (Aequianharmonisches  Verhältniss.) 

V.  Das  Z.-V.  von  vier  Punkten  einer  Geraden  wird  aus 
den  Z.-V.  zu  drei  Grundpunkten  dieser  Geraden  durch  ent- 
sprechende cyklische  Anordnung  der  Differenzen  gefunden 


DEFG  = 


ABCD—ABCE   ARCF-^  ABCG 


ABCE^ABCF  ABCG—ABCD 
Denn  es  ist  zunächst 


ABCE.ABCD.ADCE^l 


oder,  da  AEQB.ABCE=1: 


ADCE=  ABCE:  ABCD, 
ebenso 


AFCE=  ABCEiABCF 
und  endlich 


ADEF=z  ACED:  ACEF  = 


ABCE—ABCF 


ABCE—ABCD 

Die  drei  Grundpunkte  bilden  demnach  für  die  Gerade  ein  Coordinaten- 
System,  welches  in  das  übliche  übergeht,  wenn  C  der  Nullpunkt,  A  un- 
endlich fern  und   B  der  negative  Einheitspunkt,  da  dann 
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7bCD  =  CD:BC:=0D. 

Sind  p,  </,  r,  s  die  gemeinen  Coordinaten  von  /*,  Qy  /?,  S  oder  ihre 
Z.-V.  mit  ABC,  so  ist 

PORS=z^ — ^ 

q  —  r  s  —  p 

VI.    Pas  Z.-V.  wird'durch  Projection  nicht  geändert. 


ABCD=^A'B'C'D\ 

wenn  A  A\  B B\  CC\  DD'  Geraden  eines  Büschels. 

Denn  sind  0  und  Q  die  Schnittpunkte  von  A A'\B B*  xxTkdi  AB\A'B\ 

so  ist 

QA:AB=QA'0:A'BO  und   QA':A'B^=QA'0:A'B'0, 
also 

QA     QJt  _ffO  _BC   ßC 

AB'  A'  ff"  BO^  QQ'  C'Q 
oder 


QABC^QA'B'C  und  ebenso   QBCD :=  QffC'D' . 

Vier  Strahlen  eines  Büschels  theilen  demnach  jede  bttschelfremde  Gerade 
nach  demselben  Z.-V.  nnd  dies  heisst  Z.-V.  des  Büschels.  So  ist 
ferner 


^ABCD^ABCD^^ABCD, 

wenn  Jy  B,  C,  D  Punkte  einer  Geraden,  0  und  0'  beliebige  Punkte  der 
Ebene.  Weitere  Betrachtungen  sind  streng  analog  denen  beim  D.-V.,  so 
wenn  0,  P,  Q,  B,  S  Punkte  einer  Ebene,  aber  je  verschiedener  Geraden, 
so  ist 


^PQRS=OP,00,OR,OS==OP,OQ,B,S=... 

. . .  c=  P^OQ^R.OS  =  />,  Ö,  OB,  OS, 

wenn  man  unter  dem  letzten  das  Z.-V.  versteht,  welches  Oi?  und  OS  auf 
der  Geraden  PQ  bilden. 

Wendet  man  diese  Sätze  auf  das  Dreieck  an,  so  findet  man: 
In  jedem  Dreieck  theilen  die  Seiten,  ein  Transversalen- 
büschel  und  die  Fusslinien  dieses  Büschels  einander  harmo- 
nisch. 

Im  Dreieck  ABC  seien  durch  0  die  Transversalen  AAt,  B ff ,  CC 
gezogen;  die  Fusslinien  ffC\  C Ä,  A'ff  mögen  die  Seiten  in  Z>,  Ä,  F 
schneiden  und  von  den  Transversalen  in  A'\  ff\  C*'  geschnitten  werden. 
Dann  ist  nach  VI  « 


^BA'CD  =  C'A^'ffD  ^^CA'BD\ 


da  nun   B  J'CD .  CA' BD=  l  nach  II,  so  ist 


ba'cd^ca'bd^-^i, 
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d.  h.  die  Seiten  sind  harmonisch  getheilt.  Dnrch  Projection  von  den 
Eckpunkten  findet  man  die  Fasslinien,  dnrch  Projection  von  den  Fuss- 
pnnkten  die  Transversalen  harmonisch  getheilt. 

Die  Schnittpunkte  der  Fnsslinien  and  Seiten  liegen  anf 
ei ner  Geraden. 


Denn  BA'CD==C£f'AE=lJ  B'CE;  da  BA  und  A'ß"  durch  F  gehen, 
muss  auch  DE  durch  F  gehen. 

Versteht  man  jetst  unter  dem  Dreieckschnittsverhältniss  das 
Product  aus  den  Schnittverhältnissen  der  Seiten  eines  Drei- 
ecks (Möbius  a.  a.  O.),  d.  h. 


— ; T-T?      aC    BA'  CB 

ACBACl/^-^.-^.^j^. 

so   ergeben  sich    die   unter  den  Namen  Ceva  und  Menelaus  in  etwas 
anderer  Form  bekannten  Sätze: 

Das   Dreieckschnittsverhältniss    durch    ein    Transversa 
lenbüschel  ist  1. 

Das  Dreieckschnittsverhältniss  durch  eineGerade  ist  »1. 

Nach  vorigem  Satze  ist 

AC'BF.BA'CD.CBTAE^r^-X, 


d.  i. 


Nun   ist 


AC'   :^.£^____^^   ^^   ££ 
FJ'Tc'WÄ  "'"  FB   'Dc'Ta' 

AC'      ACQ       BA'      BAO       CBf      GBO 


CB      CBO       A'C      ACO'      tf  A      B  aO 

also  die  linke  Seite  und  damit  die  rechte  Seite  der  Gleichung  gleich  1. 
Andere  Beweise  Joachimsthal,  Anal.  Geometrie  Cap.  IX;  Grelle  IV 
(1829)  S.  120. 

Für  das  Dreieckschnittsverhältniss  überhaupt  gelten  die  ent- 
sprechenden Regeln  wie  für  Z.-V. ,  insbesondere  erhält  man  durch 
Eine  cyklische  Vertanschnng  den  reciproken  Werth,  durch 
Umkehr nng  denselben: 

/'OBSTU=  IiORStVp^  RSTüPQ,     PQRSTÜ=  üTSRQP. 

Wie  auf  der  Geraden,  kann  man  auch  auf  anderen  Linien  von  Z -V. 
und  Dr.-V.  sprechen.  Für  den  Kreis  insbesondere  ist  diese  Arbeit  auch 
mit  derselben  Bezeichnung  von  Möbius  a.  a.  O.  geleistet.  Für  Kegel- 
schnitte findet  sich  Entsprechendes  Salmon,  Conics,  Art.  260.    Erwähnt 

sei  die  Relation  ^  _«^    ^ 

PQRSTU^PQRS.PSTü, 

welche  das  Dr.-V.  auf  das  Z.-V.  zurückführt. 

Berlin,  November  1883.  A.  Tuaer. 


SU.  Erzengang  von  Complexen  ersten  nnd  iweiten  Qradea  ans 
linearen  Congrnenzen. 
1  Taf.  VlKig,  S-7.) 
Diese  Mittlieüang  bildet  eine  Ergänzung  meiner  frülieren  Abband- 
bog  üb«  diespn  Cpgenstnnd  (diese  Zeitsthrift  Bd.  XVII  S.  257).  Ich 
babe  nacliträglicti  gefunden,  dnss  für  einEelne  jener  Comijlcxe  aich  noch 
andere  ErzengnngPwpjtiPD  aas  apeciellon  Congraeuzen  angebeo  lassen. 
Fernfir  erreicht  man   in  einigen  weiteren  Fällen  dnrth  metrische  Speciali- 

Iflirnngen,  dass  der  bezügliche  Complpx  durch  Botatton  oder  Patallelver- 
BCliiebuDg  einer  Congruenz  cntstüht. 
Wenn  die  SingnlHrilätenflÜcbe  ans  einer  doppelt  zählenden  Fläche 
sweitea  Grades  besteht,  so  ergeben  im  Allgemeinen  din  Erzeugenden  der 
isinen  Schaar  in  [2,  2|-deiitiger  Zuordnung  die  Directricenpaare  der  linearen 
.OoBgraeiiEen  des  Comple.teB.  Hie  Erzengenden  der  transversalen  Schaar, 
die  Doppelgeraden  des  Oomplexes ,  sind  hierbei  die  Brenncnrven  von  be- 
sonderen CoDgTuenzen  zweiten  Grades  des  Complexes:  In  jedem  Punkte 
A  einer  solchen  Transversalen  (  gieht  es  zwei  Ebenen  Ä,,  Aj  durch  (, 
ao  dass  die  Büschel  .4A,,  AK^  aus  Complexgnraden  bestehen.  Die  hieraas 
abgeleitete  Zuordnung  der  Punkte  A  und  Ebenen  Ä  von  l  ist  offenbar 
[2,  2J- deutig  (SO  dass  n  A.  für  vier  Punkte  auf  I  ein  Doppelhüschel  auf- 
tritl).  Diese  Linien  (  sind  also  Direciricen  von  „specielleu"  Congrnen- 
zen  xweilen  Grades.  Diese  speciellen  Congruenzeo  zerfallen  jtidoch  bei 
^^  [(1II)(I1)I]  etc.,  d.h.  wenn  die  [2,2]-  resp.  [1.2]  deutige  Zuordnung 
^^^kder  Erzeugenden  der  ersten  Schaar  in  projectivische  Zuordnung  übergebt. 

H  1. 1 


,  Nr. 


r  Complex  [(IDCUjll], 
:  allgemeiuen  Congruenz,  wi. 
Die  zwei  Flachen  zweiten  Grades  f,,  . 
S'ingungBweise)  seien  hier  einschaligo  Rulatioi 
Axe  11,  so  berühren  sie  sich  in  den  imaginsi 
senkrechten  Ebene  A.  Jede  der  Flächen 
Punkten  und  wenn  man  für  beide  Flächen  d 


entsteht  durch  Kota- 
folgende  Betrachtung  zeigt. 
■,  (vergl.  die  gegebene  Ei- 
sbyperboloide  mit  derselben 
>n  KreiBpnnkten  einer  zu  a 
rifft  "  in  zwei  imagioären 
IS  nämliche  Paar  erhält,  so 


findet  in  diesen  Punkten  ebenfalls  Berührung  beider  Flächen  statt.  Die 
FUcbea  berühren  sich  nunmehr  iu  vier  Punkten  nnd  haben  ein  (imagi- 
nHres)  windscbiefes  Vierseit  gemeinsam.  Sind  m.  n  zwei  (reelle)  Erzeu- 
gende dieser  Flächen,  '/  und  c  ihre  kürzesten  Abstände  von  n,  |3  und  y 
ihre  Neigungswinkel  gegen  a,  so  müssen  b,  c  in  derselben  zu  a  suuk- 
rnchtea  Ebene  liegen  nnd  es  musa  h.tgys^c.lgß  ae\a,  damit  der  genannte 
m«trische  Specialfall  vorliegt.  Sind  dann  endlich  "i,  n  mit  Bezug  auf  u 
ilemiielben  Sinne  geneigt,  so  beschreibt  die  Congruenz  m,  n  bei  der 
t  um  a  den  Compla». 
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2.  um  den  Complex  [(111)(11)1],  Nr.  4,  za  erhalten,  bringt  man 
die  Strahlen  einer  Regelschaar  zweiten  Grades  in  allgemeine  projectivische 
Zuordnung.  Jeder  Strahl  hat  alsdann  einen  vor-  und  einen  rückwärts 
entsprechenden.  Für  die  Strahlen  a,  6,  c  der  Schaar  seien  dieselben 
bezüglich  a\  b\  c  und  a\  b'\  c'\  so  dass  der  Complex  ans  den  Con- 
gruenzen  a*a^  ...,  aa\  ...  zusammengesetzt  ist.  Eine  beliebige  Erzeu- 
gende i  der  transversalen  Schaar  werde  von  a,  6,  c,  ...  bezüglich  in  den 
Funkten  A^  B^  C^  ..,  geschnitten.  Dann  sind  einerseits  die  Büschel  Aa\ 
Bb'\  Cc\  ...,  andererseits  ebenso  die  Büschel  wtfa',  Bb\  Cc\  ...  in  ihrer 
Gesammtheit  je  eine  specielle  lineare  Congruenz  des  Complexes  von  der 
gemeinsamen  Directrix  /. 

Der  Complex  [(111)(1])1]  kann  auf  eine  Art  aus  allgemei- 
nen und  auf  zwei  Arten  aus  speciellen  Congruenzen  erzeugt 
werden. 

Auf  die  Erzengende  durch  Rotation  einer  allgemeinen  Congruenz  ist 
bereits  hingewiesen  worden.  Es  giebt  auch  zwei  Erzeugungs- 
weisen durch  Rotation  einer  speciellen  Congruenz.  Es  seien  cf 
eine  Erzeugende  eines  Rotationshjperboloids  H\  a^  b^  c  drei  Erzeugende 
der  andern  Schaar  auf  B^  welche  d  in  den  Punkten  A^  B^  C  schneiden. 
Dreht  man  a,  6,  c  um  die  Axe  von  H  um  einen  Winkel  O,  so  mögen 
sie  übergehen  in  a\  b\  c.  Alsdann  bestimmen  die  Büschel  Aa\  Bb\  Cc^ 
eine  specielle  Congruenz,  welche  durch  Rotation  um  die  Axe  von  H  den 
Complex  liefert.  Und  man  erhält  denselben  Complex,  wenn  man  bei  der 
ConstructioD   der  Congruenz  um  den  Winkel  9  rückwärts  dreht. 

Für  0=  180^  erhält  man  die  Erzeugung  eines  linearen  Com- 
plexes  aus  speciellen  Congruenzen,  deren  Directricen  eine  Regel- 
schaar  zweiten  Grades  bilden.  Jeder  lineare  Complex  besitzt  eine  „Axe" 
und  man  erkennt,  dass  jeder  lineare  Complex  ohne  Weiteres  auf  oo* 
Arten  in  genannter  Weise  durch  Rotation  erzeugt  werden  kann. 

3.  Der  Complex  [(211)  (11)],  Nr.  14,  besteht  aus  Congruenzen, 
deren  Directricen  zwei  projectivische  Büschel  AA^  ^B  bilden,  wobei  A 
und   ^  in  AB  liegen. 

Den  Strahlen  d,  e,  f  von  AA  mögen  d\  e\  f'  von  ^B  entsprechen 
(Fig.  5).  Man  wähle  in  A  einen  durch  B  gehenden  Strahl  x  und  be- 
zeichne dessen  Schnittpunkte  mit  d^  e^  f  durch  />,  E^  F,  Alle  Strahlen, 
welche  </,  d'  und  x  schneiden,  bilden  nebst  ^A  den  Büschel  Dd\  dessen 
Ebene  x  enthält.  So  liefern  die  Congruenzen  dd\  ee\  ...  die  Büschel 
Dd\  Ee\  ...  von  Complexstrahlen ,  welche  x  schneiden.  Ihre  Gesammt- 
heit ist  eine  lineare  Congruenz  und  weil  x  in  einer  Ausnahmeebene  des 
Complexes  durch  einen  Ausnahmepunkt  desselben  geht,  so  kann  x  nur 
die  Directrix  jener  einen  Congruenz  sein.  —  Lässt  man  x  den  Büschel 
BA    beschreiben,   so    ist  damit   eine  Erzeugung   des  Complexes  aus  spe- 


ilteo  CoDgrn^Dzen    gegeben   nnd    es  lAest  sich    diese  Erzeugung  leiclit 
lit  Hilfe  von  drei  allgemeinen  Congruensen  ansnihren. 

Die  Strahlen  des  BUecbeU  AB  sind  die  Directricen  einer  sweiten 
Schaar  solclier  CongruenzOD:  der  Complex  ist  im  Ganzen  anf  drei 
Arten  aus  lioearen  Cougraenzen  erzengbar. 

Wird  die  Ausnahmeebeue,  z.  B.  B.  als  die  uneudlicli  ferne  Ebene 
des  Raumes  gewühlt,  so  sind  auch  -4,  B  unendlich  fern,  Die  Drehung 
von  j;  in  Ä  um  B  bedeutet  jetzt  eine  Paralltiverschiebung  und  weil  hierbei 
die  zugehörige  Congrnenz  unveründeil  bleibt,  so  folgt:  Der  Complex 
eotsteht  durch  Parallel verschiebuug  einer  Bpecielleu  Con- 
grnenz.  —  Geschieht  jedoch  die  farallelverscbiehnng  in  der  asympto- 
ttcchen  Ebene  der  Cougmeuz,  so  entsteht  der  allgemeine  lineare 
Complex.  Denn  es  ist  in  diesem  Falle  die  unendlich  ferne  Gerade  jt  H 
iMu  selbstentsprechendor  Strahl  der  Bilschel  JA,  SB. 
I  4.  Der  Complex  |(2l)(lll)],  Nr.  15,  ist  ein  directer  Speciairall  von 
|HI1)(]1I)],  Man  bringt  hier  die  Strahlen  einer  RegeUchaar  zweiten 
Grades  so  in  prejcctivische  Zuordnung,  dass  die  beiden  sich  selbst  ent- 
sprechenden vereinigt  sind.  Hierbei  seien  aa,  hb',  cc  drei  der  Paare 
von  Directricen.  Sie  mögen  von  einer  Geraden  x  der  transversalen 
Regelschaar  in  AA\  B  8" ,  CV'  geschnitten  werden,  so  bestimmen  die 
Büschel  Aa,  Bb',  Cc  und  ftnciprerseits  A'u,  B'b.  C'c  je  eine  specielle 
Congmenz  des  ComplexeB;  Der  Complex  kann  iu  zweifacher  Weise 
anfgefasst  werden  als  eine  Schaar  vonspeciellen  Congrueii- 
aeo,    deren   Directricen  dieselbe  Regelschaar  zweiten  Grades  bilden. 

5.  Eh  ist  [(12)(12)),  Nr.  28,  ebenfalls  ein  Rutationscnmplex, 
aber  es  können  dann  die  Directricen  der  (allgemeinen)  Congruenzen  nicht 
mehr  reell  sein.  Man  wählt  zwei  Kegelschnitte,  welche  sich  in  einem 
(reellen  oder  imaginären)  Scheitel  oscnlireu,  und  rotirt  sie  um  die  ge- 
6o  eulatehen  die  früher  genannten  FUchen  ^,,  F^. 
ählt  man  auf  jeder  Fläche  eiue  Erzeugende  der  zur  Axe  io  gleichem 
Binne  geneigten  Schaar,  so  bilden  diese  die  Directricen  einer  Congruenz, 
die  durch  Rotation  um  jene  Ase  den  Complex  beschreiht. 

6  Für  I(ll)(22)],  Nr.  29,  sind  bereits  drei  Erzeugungen  aus  all- 
imeinen  Congruenzen  bekannt.  Er  enthält  aber  such  eine  Schaar 
en  Congruenzen,  wie  sich  ans  jeder  der  gegebenen 
leBuilionen  gleich  einfach  crgiebt. 

Als  Directricen  habe  man  die  projecti vischen  Büschel  d,  e,  f,  ... 
d',  e,  f,  .  .,  resp.  AG  und  6'B  (Fig.  6).  Ein  Strahl  x  des  BU- 
ihels  rC  ist  Directrix  einer  zerfallenden  Congruenz  (bestehend  ans  C. 
id  C)  und  einer  speciellen,  nicht  zerfallenden.  Sind  nHinlich  fi,  E.  F 
Schuiltpunkte  von  x  mit  rf,  f,  /,  so  ist  jene  Congruenz  bestimmt 
ifch  di«  Büschel  ^rf',   AV,  Ff,     Dreht  man  x  in  C  ixm  C  ^u4,  ^oa- 
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stmirt  man  je  mit  Hilfe  von  dreien  der  Congmenzen  ee  (z.  B.  dd\  ee\ 
ff)  die  zogehorige  Congmenz,  8o  hat  man  die  vierte  Erzen gnngs- 
weise. 

Ist  speciell  C  senkrecht  zn  der  Schnittlinie  AB  nnd  sind  A^  B  die 
unendlich  fernen  Kreispnnkte  in  C,  so  hleiht  der  Complex  dnrch  Rota- 
tion nm  AB  unverändert.  Beachtet  man,  dass  hei  dieser  Specialisimog 
AB  unendlich  fem  ist  nnd  dass  dem  Schnittpunkt  F  von  x  mit  AB  die 
Ehene  xf^C  entspricht,  so  erkennt  man,  dass  x  sich  in  der  asympto- 
tischen Ehene  der  Congmenz  dreht.  Fem  er  gehört  zum  Schnittpunkt 
von  X  mit  AB  die  durch  ehendiese  Geraden  gelegte  Ehene:  Der  Com- 
plex entsteht  durch  Rotation  einer  speciellen  Congrnenz, 
wohei  die  Rotationsaxe  die  Directrix  schneidet  und  senk- 
recht steht  zu  der  asymptotischen  Ehene  der  Congrnenz  und 
dem  Schnittpunkt  der  Axe  mit  der  Directrix  innerhalb  der 
Congrnenz  die  Ebene  dieser  beiden  Geraden  entspricht.  (Die 
Directricen  der  allgemeinen  Congmenzen  sind  hier  imaginär.) 

Auf  die  Erzeugung  des  nämlichen  Complexes  durch  Pa* 
rallelverschiebung  einer  allgemeinen  Congrnenz  ist  bereits 
hingewiesen  worden  Bei  der  Erklärung  geht  man  aus  von  den  projec 
tivischen  Büscheln  AA^  BB.  Ist  C  unendlich  fern,  so  haben  die  in  A  B 
auftretenden  projectivischen  Reihen  die  Doppelpunkte  im  unendlich  fernen 
Punkte  dieser  Geraden  vereinigt,  so  dass  entsprechende  Punkte  stets 
denselben  Abstand  zwischen  sich  haben  müssen.  —  Liegt  die  Verschie- 
bungsrichtang  insbesondere  in  einer  zu  den  Directricen  parallelen  Ebene, 
so  entsteht  der  allgemeine  lineare  Complex  durch  eine  der- 
artige Verschiebung  einer  allgemeinen  Congrnenz,  bei  wel- 
cher die  Directricen  zwei  parallele  Ebenen  durchlaufen 
(vergl.  3,   SchlussbemerkuDg). 

7.  Zwei  projectivische  Büschel  liefern  stets  die  Directricenpaare  von 
Qo^  Congmenzen  eines  Complexes  zweiten  Grades.  Liegen  beide  Büschel 
in  einer  Ebene  und  ist  die  Zuordnung  eine  allgemeine,  so  treffen  sich 
die  Directricenpaare  in  Punkten  eines  Kegelschnittes  und  es  entsteht 
[(222)],  (A).  Haben  dagegen  die  Büschel  denselben  Scheitel,  so  ergeben 
die  Directricenpaare  die  Tangentialebenen  eines  Kegels  und  es  entsteht 
[(222)],  (B). 

Beide  Complexe  entstehen  auch  auf  andere  Weise  aus  linearen  (zer- 
fallenden) Congmenzen.  Für  (A)  z.  B.  wKhlt  man  einen  Kegelschnitt  Ä', 
darauf  einen  festen  Punkt  f,  der  mit  den  Punkten  A^  By  C\  ...  von  A' 
verbunden  einen  Büschel  a,  />,  r,  .  .  bestimmt.  Alsdann  sind  «,  A,  c,  ... 
und  die  in  A^  B^  C,  ...  an  A'  gezogenen  Tangenten  a,  f>\  e\  ...  in  der 
Zuordnung  a(i\  bb\  cc\  ...  die  Directricenpaare.  Diese  Erzeugung  ist 
Je  aaf  co^  Arten  ausführbar,  die  vorhergenannte  oo^-mal. 


8.  Mach  der  früher  mitget heilten  Erzengnngs weise  bilden  bei  |(33)], 
:  Directricen  der  nllgemeiiiea  Congrnenzen  swei  projectiviBche 
BUscliel  MBid,f,f,  ...)  und    //A (rf', /,/',,..} ,  8.  Fig.  7. 

Ein  Strfthl  x  des  Biiaehels  ^Ä  treffe  d',  e\  f  in  D',  £',  F',  so  i>it 
jedeemRl  dnreli  die  diei  BüBcliel  D'd,  E'f,  F'f  eine  Bpecielle  Congrnenz 
des  Complexcs  von  der  üirectrix  x  bestimmt.  Daraus  geht  unmi[t<.>lbar 
die   ErSECUgnng   des    Comptexes    ans   speciellen  Congraenzen 


th 

■r 
«e 


voTstebenden  Ergänzaogen  fallen  die  in  der  ersten  Mit- 
tbeilung  gegtibenen  ZasammonstellungeD  als  nicht  ganz  vollständig  ausser 
letracht. 

Angabe  der  singnISren  Linien  bei  diesen  ans  linearen  C'ongrnen- 
Üwn  bestebenden  Compluxen  ist  hier  nicht  überall  darchgerührt.  Dagegen 
Sind  in  einzelnen  Fällen  (z.B.  bei  [[11)1111],  erste  MiltbeiJnng  S.  261) 
hierltber  Andentungen  gegeben,  welche  man  auf  die  übrigeD  Fälle  an- 
wenden mag.  ~~  Bei  [(111)111]  bestehen  n.  A.  die  singnlüren  Linien  aus 
vier  von  den  linearen  Cengrnenzen  des  Complexea  und  die  Cunstmction 
des  Udinptexee  aus  linearen  Congruenzen  zeigt,  wie  je  die  eine  Directrix 
swei  znsammenfallende  entsprechende  Directricen  hal,  wenn  ihre  Linien 
singaUre  sind.  Jene  eine  Directrix  der  Congruenz  liefert  alsdann  eben- 
sowohl die  singulären  Punkte,  als  die  singnlären  Ebenen;  das  Verhalten 
Ider  beiden  Directricen  ist  kein  daaliBtiacbes.* 
I        Uotting«n-ZUricb,  im  September  I8S2.  Dr.  A.  Weiler. 

I  Xn.   Bemerkungen  bber  einige  Complexe. 

Die  Complexe  zweiten  Grades,  deren  Strahlen  Paare  von  FIScben 
sweiten  tirades  in  conjugirt- harmonischen  Punkten  treffen,  sind  vor  Kur- 
zem Gegenstand  eingehender  Untersuchung  geworden.**  Diese  Cumplexe 
treten  auch  dann  noch  auf,  wenn  die  eine  FUche  in  einen  Kegelschnitt 
oder  einen  Kegel  ausartet. 

Ist    der  Kegelschnitt    der   imaginfire  Kngelkreis,    so    gehen    aus  den 

KOomplexgeraden  an  die  verbleibende  Fläche  lenkrechte  Tangentialebenen 
ptd  die  singulären  Linien  sind  sndem  „Axeu"  der  FlHche  (welche  ihre 
•olaron   rechtwinklig  kreuzen). 

I  dagegen  die  eine  FISche  zu  der  Pnnktkugel  vom  Mittelpunkt 
O  wird,  wobei  0  gegen  die  andere  Fläche  F  erst  in  allgemeiner  Lage 
sein    soll,   so  gehen  nlleoial  ans  0  nach  den  Schnittpiiultten  einer  Cum- 

*  Uierauf  hat  neulicli  Herr  Segre  anfnierksam  gemacht;  vergl.  ..Note  Hiir 
Im  complesea  i|uadratiques  etc.",  Mathem.  Annalea  XXIII,  S.  23G, 

ml  Herr»n  Begre  and  Loria.  Mathem.  Annalea  ßd.^'SUV. 
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plexgeraden   mit   F  die  Schenkel   eines   rechten  Winkels;   die  Singnlari- 
tätenfläche  ist  in  diesem  Falle  ein  Tetraedroid. 

Ist  0  der  Mittelpunkt  von  F,  so  ist  die  Singalaritätenfläche  eine 
Wellenfläche.  (Von  den  Complexkegelschnitten  in  Ehenen,  welche  F  in 
Kreisen  schneiden,  lassen  sich  zwei  Brennpunkte  sofort  angeben:  der 
eine  ist  der  Mittelpunkt  jenes  Kreises,  der  zweite  fällt  in  den  Fuss- 
punkt  der  ans  0  auf  die  Ebene  gefällten  Senkrechten.  Eine  singulare 
Complexgerade  S  ist  so  gelegen,  dass  ihre  Polare  für  f  die  in  0  auf  der 
Ebene  Os  errichtete  Senkrechte  schneidet.  —  Für  eine  Rotationsfläche 
entsteht  der  Complex  [(11)  (11)  11],    für  eine  Kugel  der  Flächencomplex 

[(iii)(iii)]. 

Liegt  0  auf  F  selbst,  so  entsteht  im  Allgemeinen  [222]  (B),  dessen 
Singularitätenfläche  die  Stein er^sche  Fläche  ist.  —  Die  specielleren  Fälle 
sind  aus  den  Resultaten  der  Herren  Segre  und  Loria  abzulesen. 

Der  Complex  [(111)(11)1]  hat  ähnliche  Eigenschaften  wie  der  tetrae- 
drale.  Die  Directricen  seiner  linearen  Congruenzen  sind  die  Erzeugen- 
den einer  Regelschaar  zweiten  Grades,  welche  man  in  projectivische  Zu- 
ordnung gebracht  hat.  Es  seien  a  =  n  und  b  =  b'  die  sich  selbst  ent- 
sprechenden Erzeugenden.  Eine  beliebige  Erzeugende  /  der  transversa- 
len Schaar  (bestehend  aus  Complexdoppelgeraden)  treffe  a^  b  in  ^,  B  und 
bilde  mit  ihnen  die  Ebenen  A,  B.  Endlich  sei  F  die  Fläche  der  zwei 
Regeischaaren.  Dann  gelten  folgende  Sätze:  Die  Complexgeraden 
schneiden  F  und  jedes  Ebenenpaar  A,  B  unter  constantem 
Doppelverhältnis s.  Die  Ebenen  aus  jeder  Complexgeraden 
nach  F  und  nach  den  Punkte  paaren  Jy  B  haben  ebenfalls  ein 
constantes  Doppelverhältniss.  Dieses  Doppelverhältniss  stimmt 
Uberein  mit  dem  der  projectivischen  Zuordnung  bei  den  Directricen. 

Wie  das  Beispiel  von  zwei  concentrischen  Kugeln  zeigt,  entstehen 
auch  Complexe  zweiten  Grades,  wenn  man  zwei  Flächen  zweiten  Grades, 
die  sich  längs  eines  Kegelschnittes  berühren,  unter  constantem  Doppel- 
verhältniss schneidet. 

Hottingen-Zürich,  im  März   1884.  Dr.  A.  Weiler. 


Xin.  Erklärung. 

Der  Unterzeichnete  fühlt  sich  zu  der  Erklärung  verpflichtet,  dass  die 
von  ihm  als  neu  bezeichnete  Erzeugungsweise  der  rationalen  Curven  vier- 
ter Ordnung  (Heft  5  des  Jahrgangs  1883  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.) 
schon  1879  durch  Herrn  Ameseder  in  Wien  geleistet  und  im  LXXIX. 
Bande  der  Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  ver- 
öffentlicht worden  ist  —  wie  Unterzeichnetem  erst  nach  Erscheinen  seiner 
Arbeit  bekannt  wurde. 

Der  auf  S.  296  mitgetheilte  Satz  dürfte  indessen   neu  sein. 

Jena,  den   10.  December  1883.  Dr.  Carl  Hossfeld. 


Einffihrung  unvollständiger  Beobachtungen  in  die 

Wahrscheinlichkeitsreolinung. 

Von 

W.  KÜTTNER 

in  Bargk  bei  Dresden. 


Nicht  immer  ist  es  möglich,  die  BeohachtuDgen  auf  alle  Ereignisse, 
die  zur  Ableitung  eines  Wahrscheinlichkeitswerthes  a  posleriori  zu  dienen 
haben,  zu  erstrecken,  weil  der  Eintritt  eines  andern  Ereignisses  die  Be- 
obachtung unmöglich  macht.  Ist  aber  die  Wahrscheinlichkeit  bekannt, 
daas  ein  solches  die  Beobachtung  verhinderndes  Ereigniss  eintritt,  so  ge- 
statten diese  Fälle  eine  besondere  mathematische  Behandlung,  die  den 
Gegenstand  vorliegender  Abhandlung  bildet. 


I. 

Ein  Ereigniss,  dessen  Eintritt  mit  der  Wahrscheinlichkeit  p  beobachtet 
werden  kann,  ist  a-mal  beobachtet  worden.  Man  verlangt  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  es  nicht  weniger  als  ^Q-mal  und  nicht  mehr  als 
^i-mal  stattgefunden  hat. 

Ueber  die  Anzahl  von  Malen,  die  das  Ereigniss  stattgefunden  hat, 
können  wir  unendlich  viele  Hypothesen  aufstellen.  Nehmen  wir  an,  sie 
sei  X  gewesen,  so  verleiht  diese  specielle  Hypothese  dem  beobachteten 
Ereignisse  a  priori  eine  Wahrscheinlichkeit  von 

x\      ' 

wenn  1— p  =  ^  gesetzt  wird.  Nach  dem  Satze  von  Bayes  ist  aber  die 
Wahrscheinlichkeit  co«,  dass  das  beobachtete  Ereigniss  in  der  That  der 
soeben  aufgestellten  Hypothese  zuzuschreiben  ist,  gleich 

x\ 


lanx  —  a 
I 


1)  (Ox  = 


pü  qx-^a 


Die  Entwickelung  des  Nenners  giebt 

ZellMbfifl  t  Mftihem*tilc  o.  PbjrBik  XXTX,  4.  "V^ 
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P 
a 


womit 

2)  w,=  —^i— ««+i^— 

'  a!(a:  — a)! 

folgt. 

Ffir  irgend  einen  Werth  von  x  wird  oo«  ein  Maximum  werden.  Um 
letzteres  zn  finden,  setzen  wir  in  2)  für  x  einmal  x — 1  und  das  andere 
Mal  x  +  1.     Dadurch  erhalten  wir 

'  a!(a:  — a— 1)1  qx 

und 

4.)-   „.+,=    (^+ili^^p.+v-.+.  =  „,(^4. 

'  ^        a\{x^a  +  l)r  x  —  a  +  1 

Soll  nun  (Ojr  ein  Maximum  werden,  so  mnss 

x  — a  (a:+l)y  ^ 

Wx  <  W«     and      Ol« r-r  <  W«, 

gx  ar  — a  +  l 

4b)  a:<-      „  a:>--l 

P  P 

oder 

a 

P 
sein ,  wo  c  einen  von  a  und  p  abhängigen  echten  Bruch  bezeichnet.     Ist 
a  sehr  gross,  so  kann,    wo    es  sich  um  Ermittelung  des  Maximalwerthes 

von  tOx  handelt,  für  obigen  Ausdruck 

a 
ar  =  — 

P 
gesetzt  werden.     Im  Uebrigen  ist  aber  für  .r  die  zwischen 

1    und    — 

P  P 

liegende  ganze  Zahl  zu  nehmen. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  a  sehr  gross  ist,  können  wir  nun 
zur  Lösung  unserer  Aufgabe  ein  Verfahren  einschlagen,  welches  in  der 
Regel  bei  Ableitung  des  Bernonlli^schen  Theorems  Anwendung  findet. 
Bei  einem  sehr  grossen  a  dürfen  nämlich  in  2)  für  a:!,  a\  und  (x  — a)! 
die  Werthe  der  Stir Ungesehen  Näherungsformel  für  Factorielle  ein- 
geführt werden,  in  welchem   Falle  wir  nach  entsprechender  Reduction 

5)  •  ^^^({^-a)p\-'+'-'^(p^)'+'^       P 


]/2nag 
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finden.     Wird  hierin  für  x  der  Werth   —  substituirt,   so  folgt  als  Maxi- 
malwerth  ^on  oo« 

6)  ß)a  =  -7===- 

p       Y2naq 
Setzen  wir  weiter  in  5)  für  x  den  Werth  — J-Xj,  so  folgt 

H 


'  7+'.      V^a?/  \    ^    a  J  y^^ 

Nnn  ist  aber  a» 

'•(■+'^)-:5(-''i('^)' 
'•(■+'-?)=-i(-'^T('-f)' 

folglich  anch 


+ 


und 


aq         2  0*7* 


(^'.+i)'-(>+'-?)-+ '.  -^+^-- 


I  Q       4  I       •   •  • 

■^  2a  4fl«    "^    6a» 

Ist  nun  a^  so  gross,  dass  in  vorstehenden  Entwickelnngen  Glieder  von 

der  Ordnung  -^-^  selbst  für  die  Grenzwerthe  von  x  vernachlässigt  wer- 
den können,  so  wird  man 

^^  ay/  V    ^    fi    ;  2ay       2a7 

setzen  dürfen,  womit  sofort  ans  7) 

t>         —  ^»  -  ^'* 
8)  Q)a         =     ,  e    ^«»      ^«^ 

7+'»       y2naq 

folgt,  was  anch  mit  Vernachlässigung  der  Glieder,  die  im  Nenner  a^  in 
einer  höheren  als  der  ersten  Potenz  enthalten, 

7+'»       y^naq  L        Sa^rJ 
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Sei  nun  allgemein 

n=zt 


„_  V t'(''  +  ^^  ■■(i'±"  +  ^) .1+- 

*      j:Lj  v{v+l)...(,v  +  n  +  l)' 

n=:l  —  — 


60    erhftlt  man,    wenn  mit  x^^'^^-*-^   maltiplicirt  und  sodann  differentiirt 
wird, 

rfx  ~^  •'(v±l)...(i'  +  n  +  2)  ^'^ 

Wird  jetzt  weiter  mit  x^~*  maltiplicirt  und  sodann  integrirt,  so  folgt 


/ 


n=f 


^  '      -iSij  v(v+l)...(v  +  «+2)  ^      ^ 

«=2  —  "" 


Nun  ist  aber  offenbar 


-"  I» 


^v(v+  l)...(v  +  n  +  2}  \^      v(v±l)...(v±/Tl)  / 

mithin  auch,  wenn 

v(v+  1)  ...  IV +  /+  1) 
gesetzt  wird, 

und,  wenn  nochmals  differentiirt  wird, 

(-A+ V  hF  1)0:-^+/*  +  '-^  +  x-^+Z'+i  — 


Hieraus  folgt 


«X 


u  «17 

^y      (-A  +  y  4^  l)y^^  +  A-fi    _|ux^-*-(fi4:0/»x^±'-^ 
dx'^  (j:+1  — l)x  '~^"'  x+»  — 1 

und  daraus  endlich 

X 


+  '-1 
_. i 


'  -1 


r(-i-l-»+»>-r4-'+^-/<^^ 


Mit   Hilfe    der  soeben    gefundenen    Formel   suromiren    wir   zunächst 
die  Reihe 
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aq 
a?j  =  -^ 

folgt.  P 

Ist  a  nur  klein  oder  q  nahezu  Null,  so  ist  überhaupt  die  Formel 
11)  unbrauchbar.  In  diesem  Falle  ist  es  nöthig,  eine  andere  Formel 
zur  Berechnung  von  ca  zu  entwickeln. 

Nach  dem  Princip  der  totalen  Wahrscheinlichkeit  lässt  sich  zufolge 
der  Formel  1)  co  durch 

7+-. 


^  a\{x  —  a)V^ 


»o 


5 


— p«^-« 


a\  (a:  — a)I 


darstellen,   wenn   die  gesuchte  Anzahl  x  innerhalb  der  Grenzen n^ 

a 
und l-rtj  liegen  soll.     Hieraus  folgt  leicht 

a 

üo—  1 

-+«1  +  1 
(0=  »» 


-^        x\ 


(.r-a) 
Woraus  man  mit  _ 

x\  1 

: n"  ö'  *  *  = 

/i!(a:-o)!'^   ^  p 

weiter 


2 


flo—  1 

P 


12a)    a>  =  l-    V    5J pa+i^*-«_     5^  ^] p«+i^- 


findet.     Setzt  man  jetzt 
12b)  a?  =  — |-3:j  =  a+a?i,     a?  — a  =  — —  a  +  op^  = /3+a?j, 

80  erhält  man  zunächst 

woraus  nach  leichter  Umformung 


folgt.  «!(^+''.)!'' 


•^  (a  +  n,+l)(a+«,  +  2)...(a+»,+x,)  ^+.,+,. 
^(/J+«,  +  l)  (/?+«,  + 2)...  (jS+nj+X,)* 
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0 
Da  für  g  =  0  auch  yi  =  0,  so  ist  C  =  0  und  mithin  auch 

17)  Vi  =  {«  +  «1+  l)p-<«+*>  /a:/»+"'  (I  -  a)«-/»  dx. 

0 
Snbstitairen  wir  jetzt  die  Ausdrücke  16)  nnd  17)  in  13),  so  folgt 

0 
0 

In  der  Theorie  der  Oammafanctionen  wird  aber  die  Gleichung 


n 

bewiesen,  so  dass  auch 


gif  =/--"  <'-')-•" 


(«—««)!  J 


0 
nnd 

1 

gesetzt   werden   kann.      Damit   erhält  man   aber   die   bemerkens 
werthe  Relation 


«  +  «1+1)1  J  ^ 


?  ? 

19)    0)  =  ^-^ ?-^^ =/^i-/^,. 

0  0 

Man  bemerkt  leicht,  dass  unsere  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  die 
Differenz  der  Wahrscheinlichkeiten  zweier  Hypothesen  ist ,  und  zwar  ist 
P|  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Hypothese,  dass  die  Wahrscheinlichkeit 
des  Ereignisses,  das  bei  (a  —  n^ — 1)  Beobachtungen  (ß  —  Wq— l)-mal  ein- 
getroffen ist,  innerhalb  der  Grenzen  0  und  q  liegt,  während  P^  die 
Wahrscheinlichkeit   für   die   Hypothese   ist,   dass   die  Wahrscheinlichkeit 
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des  Ereigo  18868,  da8  bei  (a  +  ;t|)  Beobachtangen  {ß-\-n^)-m9\  eiDgetroffen 
ist,  ebenfalls  innerbalb  dieser  Grenzen  liegt. 

Die  Gleichung  19)  stellt  übrigens  o  in  aller  Strenge  dar  nnd  gilt 
für  jedes  a  nnd  $.  Die  nnmerische  Berechnung  der  im  Zähler  stehenden 
bestimmten  Integrale  kann  allerdings,  wenn  die  Exponenten  von  x  nnd 
(1 —a:)  beides  grosse  Zahlen  sind,  nur  durch  eine  Näherungsformel  ge- 
schehen, da  die  directe  Integration  auf  eine  Reihe  führt,  die  mindestens 
ein  Glied  mehr  besitzt,  als  der  kleinste  der  beiden  Exponenten  von  x 
und  (1— x)  Einheiten  enthält. 

Ist  jedoch  q  sehr  klein  —  nnd  diesem  Umstände  gelten  ja  vorzugs- 
weise die  soeben  angestellten  Untersuchungen  — ,  so  kann  auch 

nur  sehr  klein   sein,   und   deshalb   wird   sich  P|  in   diesem  Falle  immer 
direct  ermitteln  lassen.     Für  »q  =  ß  ist 

p.=i 

zu  setzen. 

Schwieriger  ist  die  numerische  Bestimmung  von  P^.  Da  indess  bei 
Aufgaben  der  vorliegenden  Art  selten  eine  sehr  grosse  Genauigkeit  ge- 
fordert wird,  so  kann  man  sich  hierzu  bei  dem  der  Voraussetzung  nach 
sehr  kleinen  Integrationswege  der  Formeln  für  die  mechanische  Qua- 
dratur bedienen.     In  den  meisten  Fällen  dürfte  schon  die  Formel 

1 

20)  f<p{x)dx^^q>{0)  +  iq>{i)  +  \ip{l) 

0 

genügen. 

q 

Setzt  man  in   j xfi-^^»  (1  —  x)*'-fi dx  fürx  den  Werth  3  — gt,  so  folgt 

0 

/a^+"«(l-x)«-/»rfx  =  3^+"»+*p«-/^/(l--0''+"'  (l  +  ^zX     dz. 

0  0 

Wird  jetzt  auf  das  rechter  Hand  stehende  Integral  die  Formel  20)  an- 
gewandt, 80  erhält  man 

0 

und,  wenn  dieser  Werth  in  die  Gleichung  für  Pj  eingeführt  und  gleich- 
1 

zeitig  für  /x^+"'(l  -xy-ßdx  sein  Werth  (fLZ.MlM_!l»l-  gesetzt  wird, 
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oder,    nach   Anwendnng   der   Stirl Inguschen  Näherungsformel   für   Fac- 
torielle, 

Es  ist  nicht  schwer,  den  Genauigkeitsgrad  der  soeben  abgeleiteten 
Formel  durch  eine  grössere  Anzahl  von  Zwischenwerthen  zu  erhöhen. 
In  diesem  Falle  wird  man  sich  aber,  weil  der  Voraussetzung  nach  (o — ß) 
sehr  gross  ist,  auch  nicht  mit  siebenstelligen  Logarithmen  begnügen 
dürfen. 

n. 

Zwei  Ereignisse  E  und  F,  von  denen  das  eine  das  entgegengesetzte 
des  andern  ist,  können  nur  unvollkommen  beobachtet  werden ,  und  zwar 
l&sst  sich  E  nur  mit  der  Wahrscheinlichkeit  p  und  F  nur  mit  der  Wahr- 
scheinlichkeit p^  beobachten.  Es  wird  nach  der  Wahrscheinlichkeit  ge- 
fragt, dass,  wenn  E  a-mal  und  F  6 -mal  beobachtet  worden  sind,  die 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  von  E  innerhalb  der  Grenzen  Qq 
und  Qi  liegt. 

Wenn  p  die  Wahrscheinlichkeit  ist,  dass  ^  hat  beobachtet  werden 
können,  so  ist  1— /'  =  9  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  es  nicht  hat 
beobachtet  werden  können,  und  nach  I,  Formel  2) 

n\{u  —  a)\^        ^ 

die   Wahrscheinlichkeit,   dass   es    —    wenn   a-mal   beobachtet   —   t^-mal 
stattgefunden  hat. 

In  gleicher  Weise  findet  man  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  6 -mal 
beobachtete  Ereigniss  F  i;-mal  stattgefunden  hat,  gleich 

wenn   1 — Pi  =  ^i  gesetzt  wird. 

Stellt  man  jetzt  die  Hypothese  auf,    dass  das  Eintreffen  des   Ereig- 
nisses  E  von    der   Wahrscheinlichkeit   x  abhängt,    so  würde  diese  Uypo 
these  dem  beobachteten  Ereignisse  E  eine  Wahrscheinlichkeit  gleich 

<^.-(i— )" 

u\  VI  ^  ^ 

verleihen,  wenn  es  in  der  That  ti-mal  eingetroff^en  und  r-mal  nicht  ein- 
getroffen wäre,  wofür  aber  nach  dem  Obigen  die  Wahrscheinlichkeit 

u\v\ 


a\ö\{u-a)\(v-'b)l 


p'»+»Pj*  +  »g«-«g^«'-* 
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ist.  Da  nun  aber  u  den  Werth  jeder  ganzen  Zahl  von  a  bis  oo  and  v 
den  Werth  jeder  ganzen  Zahl  von  h  bis  oo  annehmen  kann  nnd  diese 
Annahmen  sich  gegenseitig  ansschliessen ,  so  verleiht  die  aufgestellte 
Hypothese  dem  beobachteten  Ereignisse  E  offenbar  eine  Wahrscheinlich- 
keit gleich 

'  (t/4-rV 

o\b\{u-a)\(v-b)\'^       /»,        9        3,        •»   U      *)  . 

Die  Wahrscheinlichkeit  a^  der  anfgestellten  Hypothese  ist  daher 


11=00   V=3B 


.9   V^OD 


1) 


(M-a)!(r-6)! 


q"-"  q^^-^  x^O.  —  xY dx 


1=00  r=  X 


'".w"^^  ,.,g"-'g.'-*x"(l-x)'rfg 


Nun  ist  aber 


V=rac 


v^l 


("  +  ")!      .-»(1       ^y 


=  («+«)!  (l-x)»(l-},(l-x))-<-+»+«» 
und  mithin  mach 

(„  +  „)! 


«=3»  r=: 


2) 


11 — a  r,  v—h 


3,'-».t"(l-x)' 


(u-a)\{v-b)\^ 


Femer  ist 
3) 


f=ra 


■is=a 

=*-(i-«.+g,arr<-+»+«.(«+6)!Ji+^±i+l.,^ — if— 

f  1  1— ^1  +  ?! 


(a+6+l)ra+6+2)         g«x*  } 

-(.+  »  +  !) 


2! 


=  («+6)!*-(l-j,  +  g,r)-C+»+"(l-- £^- ) 

=  (a+ft)!  a!-(l- j,  +  :g,  _  ,)x)-(«+»+". 

Sabatitairt  man  die  loeben  unter  2)  nnd  3)  gefnndenen  Anadrfiek«-  in  ! :, 


•o  folgt 

4) 


_    x*{l-^xy(l'-q^  +  !q^--q)xy-^^'^^f<ix 
1 


Setst  aao  bieiin  ^^0  und  9|  =  0,  00  folgt,  wie  es  sein  mnas^ 
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ß 


1 

0 
denn  in  diesem  Falle  sind  keine  die  Beobachtung  störenden  Ereignisae 
vorbanden,  also  alle  Beobacbtnngen   möglich.     Dasselbe  Resultat  erhält 
man«  wenn  9  =  ^^  ist. 

Soll  m^t  ein  Maximum  werden,  so  muss 

«•(1 -»)*  (1  -  g^  +  toi -.g)a?)-<«+*+«)  =  üfox. 
oder 

Die  letatere  Oleiebung  redneirt  sich  auf 

woraus  . '. -. _ 

ßx  gPi  +  ^P  +  gi  —  g  — K— 4apt(g|— g)  +  (ap|  +  6/>  +  g.— g)« 

folgt.     Sind  a  nnd  6  grosse  Zahlen,  so  kann   in  5)  g|— gs=0  gesetst 
werden  f  in  welchem  Falle  man 

7)  x^-^fl- 

ap^+hp 

oder 


8)  a;  = 


a 
P 


«+1 

P      Pi 
erhält 

Die  gesachte  Wahrscheinlichkeit  od,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  für 

das  Eintreffen  des  Ereignisses  E  innerhalb  der  Grenzen  ^^  und  ^^  liegt, 

lässt   sich   nun   mit  Hilfe  des  Ausdruckes  für  o«  leicht  ermitteln.     Nach 

dem  Princip  der  totalen  Wahrscheinlichkeit  ist  nämlich 

und  daher 

9i 


ß 


<r«(l  — x)»(l  — g,+ (3, -g)!r)-<«+»+'>  rf« 
9)  «  =  .*!!-_ 


ß 


aj«(l— a?)*(l— gi  +  (gj  — 3)aj)-<«+*  +  ')da: 

0 
Sind   a   und   b   nur  kleine  Zahlen,   so    führt  die  directe  Integration 
zur  Berechnung   von    od.     Anders   verhält   es   sich,   wenn    a  und  b  gross 
sind;  denn  in  diesem  Falle  muss,  ganz  wie  bei  AuHwerthung  der  bestimm- 
ten Integrale  in  I,  zu  Näherungsformeln  gegriffen  werden. 
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Wir  beachten  zunächst,  dass 


wenn 


10)  ^  =  ^ 

gesetzt  wird,  and  finden  damit  weiter 

a:«(l-j:)*(l-gi  +  (^i-g)a:)-(-+*+'>rfj: 

"  (i-.^j)a+6  +  i  \i+Ux)   \l  +  kx)   i  +  kx 

—  1+^x  ({l  +  k)xy  /   _ (l+A)a?Y        rfar 

Sabstituirt  man   diesen  Aasdruck  in  9),  so  folgt 

J  l'  +  **Jl,  l  +  Ax  /   V        \-\-kx  )  (l  +  Aa:] 


0 


11)    «=?" 


cfo: 


0 
Nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung  ist  aber 

f(x)  <p {x)  dx  =  /"[«  +  e(/3  —  cf)]^9(a;)  dx, 

wo  e  ein  positiver  echter  Bruch   ist.     Wenden   wir  diesen  Satz  auf  11) 
an,  so  erhalten  wir 

r({i  +  k)xy  /  _  ii+k)xy    dx 

J  \l  +  kx)   \        l+kxj  (l  +  kx)* 
l  +  fi^  1 


J    \l  +  kx  /    \         l  +  kxj   (l+ka 


xf 

0 

Wird  nun 

n  +  k)x  .         (l  +  fcx)\ 

=2,     dx  = -dz 

1  +  kx         '  1+Ä 

und 

-"  i+TÄ- — :-^+' 

gesetzt,  in  welchem  Falle 
80  folgt  endlich 
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13)  «  =  (1  +  6 


wenn 

gesetzt  wird. 

Mit  der  Aufstellung  der  Gleichung  13)  ist  unsere  Aufgabe  auf  eine 
bekannte  zurückgeführt  worden.  Behufs  der  numerischen  Berechnung 
von  o  schlagen  wir  aber  jetzt  folgendes  Verfahren  ein. 

1 

a\b\ 

(ö  +  ft+1)! 


Nimmt  man  für    1  t*(l  — 2)*dz  seinen  Werth  - — .  .   .  .—  und  se*z' 


0 

•  a  .  b    ^ 

t  =  --U     l-r  =  -  +  <, 
s  s 

wo  s  für  a-|-6  steht,  so  folgt 

»)    »=<'+';)i^±ai^/(.-^)-(.+f)V 


«.1 


Wir  stellen  jetzt  die  Gleichung 

auf  und  finden,  wenn  beiderseits  die  Logarithmen  goDommen  werden  un<l 
sodann  nach  t  differentiirt  wird, 

+ ^— =  ^,  +  2Aro/  +  3^o/2+    .. 


5-5  •  2 


1 /        1+-/ 

a  0 

Indem   man    die   linke  Seite  dieser  Gleichung  nach  steigenden   Totenzen 
von  i  entwickelt,  folgt 

oder  reducirt 

woraus  sich  die  unbekannten  Coefficienten  k  ergeben,  nämlich 
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*,  =  0, 


*» 


** 2ah 


Damit  folgt  aber 


^      J 

T"^« 


„,  ■=■(■+.■)'•  t,'>',' ;  "/-i?*-T  g-^)  -  ?  o^)  -  ••  „,. 


7    ^' 


Fuhrt  man,  um  abzukürzen,  die  Bezeichnung 


ein   und   entwickelt  den   unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Ausdruck 
in  eine  Reihe,  so  folgt 


Entwickelt  man  die  in   den  Klammern   stehenden  Ausdrücke,  so  erhält 
man  endlich 
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7-^ 
16)«  =  (l  +  .',>+'^'''"^' 


albls* 


]fi-^'^'ä, 


7-^ 


"•'2iV2».3.8.«**»*'''''"2».4.9.a»6«*"'''*'"7 

;:::::;:::::::.:0 


Soll  die  soeben  abgeleitete  Formel  Bur  Bereebnaog  von  m  brancbbar 
sein,  80  mÜBsen  die  auf  der  recbten  Seite  stebenden  Reiben  fttr  die  In- 
tegrationsgrensen  stark  conrergent  sein.  Dies  ist  im  Allgemeinen  aber 
nnr  dann  der  Fall,  wenn  fttr  die  Orenswertbe  von  i 

Setzt  man  ein  sebr  grosses  8  voraus,  so  ist  der  Wertb  dieser  Reiben 
nnr  klein  und  kann  vemacblässigt  werden.  In  diesem  Falle  hat  man 
sodann 

8        *• 


")  "=<'+'-)^^±^/r--... 


8  " 


Wird  jetzt 

genommen,  so  geht  17)  in 


...    ..(5  +  1)!«°^*    W2ah    r 


7o 
über,  wo  


V'i-^y&,'  "-/¥.-'-/£ 


b 
ist.     Nnu  ist  aber  für  ein  grosRes  s  angenähert 


mithin  endlich 


ist  die  AnveniiiiDg  der  Formel  16)  nickt  immer  kusgesc h lassen ;  ftlleio 
MC  fBiirt  sodkon  auf  seht  langwierige  Recbnnngcn,  die  es  vortti eilhafter 
«racbeiiieD  IsMen,  m  mit  Hilfe  der  mecbsotschen  Quadtator  n neb  Formel 
13)  an  bewiiken. 

Am  Scblnsse  Torliegeoden  Abscbaittes  roöcble  icb  oncb  darauf  anr- 
merkaam  macben,  dsas  die  EiogcbräDknog  der  Formel  ]6)  bei.  IS)  ancb 
ffir  das  Bernoalli'scbe  Theorem  gilt,  so  «eit  es  sich  auf  die  Wabr- 
•cbeiD liebkeit  von  Hj'pothesen  beziebt.  Es  genügt  also  oicbt  allein,  wie 
man  bisher  fast  aligemeiu  angenommen  bat,  dass  s  sehr  gross  ist,  son- 
detn  ea  mnss  noch  als  weitere  Bedingung  biniulrelen.  dass 

<i 

welche  H.  Lanreot  in  seinem 
■  die  Walrsi'heinlicljkeit  von  Hypo- 
(  abgeleitete  obere  Grenxwerth  für 
r  Vergleicbnng  mit  den  vorstehen- 
t  genau. 


M~-')' 


m  Auch    ist    die    erweilfrle    Formel , 

„Trailt'  dn  calcul  des  prohabilit^s"  für 
thesen  giebt,  sowie  der  gleichfalls  dort 
diese  Wahfscbeinlicbkeit,  nie  ans  einei 

Uen   Entwickelnngen  sofort  folgt, 


Aufgaben    der 
Statistik  in  grosser  ] 

Eine  Gesammlhi 
steht  uach  Wegrech 
Activen  und  Invalide 

Ikctivcn  Personen.     E: 
r  a)   nach     der    w 


Ige. 


en    Alt   cntbült    die    mathematiscbe 
einfnches  Beispiel. 


deren  Glieder  nnr  durch  Tod  t 

uug  der  im  Lanfe  des  Jahres  neu  aufgetretenen 
am  Scblnsse  des  Jahres  aus  250  invaliden  und  9750 
wird  mit  Uücksicht  snf  diese  Gesammtheit  gefragt: 

hrscbeinlicben    Anzahl    m    der   am    Anfange    des 


I  der  wahren  Ansah) 


der  Wahrscheinlichkeit, 


Jahres  vorhandenen   Activeu, 
l.)  nach  der  Wahrscheinlichkeit  m,  dass 
nicht  mehr  als  1    Ptotent  abweicht, 

c)  nach    dem    wshrscheinlicbfaten   Werthe 
am  Anfange  des  Jahres  invalid  zu  sein,  1 

d)  nach  der  Wshrseheinlichkeit  to',  dass  n  von  di 
ebenfalls  nicht  mehr  als   1   Procent  abweicht. 

Die  Lebenswahrscheinlichkeit  innerhalb  des  in  Betracht  kommenden 
Zeitabscbnitts  sei  für  Active  /  =  0,99301  und  fUr  Invalide  /,  =  0,9487». 
während  die  InvaliditStewahrscheinlichkeit  1  =  0,00124  e 


a  Werthe 
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Auflösnng. 

In  vorliegender  Aufgabe  bilden  das  Sterben  und  das  Invalidwerden 
die  Ereignisse,  welche  sich  der  Beobachtung  der  ursprünglich,  d.  h.  der 
am  Anfange  des  Jahres  vorhanden  gewesenen  Activen  hindernd  in  den 
Weg  stellen.  Die  Wahrscheinlichkeit  p,  dass  jeder  Activitätsfall  beob* 
achtet  werden  kann,  fällt  daher  mit  der  Activitätswahrscheinlichkeit  zu- 
sammen und  ist  nach  Zeuner 

O  =3  / • 

1+/ 

Durch  Einsetzen  der  Werthe  für  /  und  t  in  diese  Formel  erhält  mau  fiir 
die  Berechnung  von  m 

p  =  0,99177,     ^  =  0,00823, 

während  aus  der  Aufgabe  direct 

a  =  9750 

folgt.     Nach  I,  Formel  4  b)  ist  daher 

9750        ,  ^     ^     9750 


0,99177         ^     ^  0.99177 
folglich 

m  =  9830. 

Ferner  hat  man  zur  Bestimmung  von  co 

a  =  9830,     /5  =  80,     Wo  =  80,     /ii  =  98, 
womit 

/>.  =  ! 
und  nach  I,  Formel  22) 

_  1,08  . . . 

^"     10^^ 

gefunden  wird.  Die.  gesuchte  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Anzahl  der 
in  der  That  am  Anfange  des  Jahres  vorbanden  gewesenen  Activen  nicht 
mehr  als  1  Procent  grösser  oder  kleiner  als  m  ist,  ist  somit 

,       1,08... 
«  =  1 1019— 

Für  die  Berechnung  des  wahrscheinlichsten  Werthes  r  der  Wahrschein- 
lichkeit des  Invalidseins  am  Anfange  des  Jahres  hat  man 

0  =  250,     ft  =  9750. 

Die  Wahrscheinlichkeit  p,  dass  jeder  Invaliditätsfall  (Ereiguiss  E)  be- 
obachtet werden  kann,  fällt  hier  mit  der  Lebenswahrscheinlicbkeit  der 
Invaliden  zusammen  und  ist  folglich 

P  =  0,94870,     ^^0,05130, 

während  die  Wahrscheinlichkeit  Pj,  dass  jeder  Activitätsfall  (Ereigniss  F) 
beobachtet  werden  kann,  nach  dem  Vorstehenden 
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Pi  =  0,99177,    g,  =  0,00823 

ist.     Damit  folgt  nach  II,  Formel  7) 

t;  =  0,02611. 

Femer   ist,    da   o  vom  wahren  Werthe  nicht  mehr  als   1   Procent  ab- 
weichen soll, 

Po  =  0.02585 ,     Qi  =  0,02637, 
während  nach  II,  10) 

^  =  -  0,04540 

ist.     Damit  ergiebt  sich  aber 

Ao  =  0,02471 ,     Xi  =  0,02520 , 


sowie 


(^-Aoy=0,01725,     ^^(^-x,y=  0,00821, 


2ab 

womit  fttr  vorliegenden  Fall  die  Anwendbarkeit  der  Formel  16)  bez.  18) 

unter  II  erwiesen  ist. 

Da  nun  ferner 

y^,  =  - 0,09058,    yi«  0,13134 

gefunden  wird,  so  folgt  endlich  aus  II,  18) 

a>'=  ^(1  +  0  [0,14734  +  0,10192] 

oder 

cd'=  0,12463 -0,00015£o, 
wo  €q  <  1   ist. 


■•J» 


1   * 


"      «  ".     I 


XL 
Ueber  die  grAmimiTigHinlttelptnikte  der  VoHbümtitL 

von  -    '  *  ^     iT  *;     * 

Kastin  Qeöbi^b, 

PriTatdooent  In  SEIIrieii. 


Hiena  Taf.  Vn  Fig.  1  n.  S. 


t ' . 


Im  Folgenden  sollen  die  Krfimmnngsradien«  sowie  die  Xagen  der 
Krümmnngsmittelpnnkte  der  Polbabnen  ermittelt  werden,  wenn  die  Be- 
wegnng  des  starren  ebenen  Systems  dardi  die  SnVeloppen  («j)  nnd^  («^) 
sweier  Systemcurven  (c^)  nnd  (e,)  (Taf.  VII  Fig.  1)  gegeben  ist.  Sind 
JTj  nnd  £|  die  Krfimmnngsmittelpnnkte  der  Enveloppen  in  der  gegebenen 
Lage  des  Systems,  C^  nnd  C^  diejenigen  der  Systemcnnren,  dann  liegt 
das  Momentancentmm  (der  Pol)  der  angenblieklicben  Bewegung  bekannt- 
lich im  Schnitt  der  beiden  Berühmngsnormalen  ATi^]  und  K^B^.  Die 
Polbahn  tan  gen  te  MT  erhält  man  mittels  der  B  ob  il  Herrschen  Constmc- 
tion*,  indem  man  LK^MT=  L  K^M N  anträgt;  die  zxi  MT  senkrechte 
Polbabnnormale  M  Kp  bildet  mit  der  Geraden  K^K^  einen  spitzen  Winkel, 
welcher  mit  ß  bezeichnet  werden  mag.  Ertbeilen  wir  dem  System  eine 
unendlich  kleine  Bewegung,  4®rart,  dass  die  Berührungspunkte  ^,  und 
B^  nach  ^j,  beziehungsweise  B^^y  folglich  die  Centren  C^  und  C^  nach 
C\y  beziehungsweise  C\  rücken,  so  wandert  das  Momentaucentrum 
offenbar  auf  der  Polbahntangente  weiter  und  liegt  im  Schnittpunkte  M' 
der  benachbarten  Berührungsnormalen  KiB\  und  K^ff^.  Die  Polbahn - 
tangente  und  -Normale  im  Punkte  M*  findet  sich  wie  vorher  mittels  der 
Bob illie raschen  Construction ;  im  Schnittpunkte  Kp  der  beiden  benach- 
barten Polbahnnormalen  erhält  man  dann  den  gesuchten  Krümmungs- 
mittelpunkt  der  sogenannten  festen  Polbahn,  d.  i.  des  geometrischen  Ortes 
der  Momentancentren  M» 

Um  einen  Ausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser  KpM  =  q^  zu 
erlangen,  gehen  wir  Ton  der  Relation 

da  =  Qp,dT 

*  Vergl.  hierüber:  Are nh cid,  Kinematische  Mittheil nngen.  Verhandlungen 
des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen.    Berlin  1872.    8.  144. 


uiungfim 


.  PolUahn« 
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am,  in  welcher  da  das  Element  M Ai'  der  festen  Palbnhn  lind  rii  den 
Contingenzwinkel  bezeicbtiet.  Weil  aber  während  der  uneudUcb  kleinen 
Lagen iindernng  des  Systems  die  Gerade  ^\ft\  ihre  Lage  beibebält,  an 
ist  dT=dß,  also 


^ß 


'  Unter  Berücksichtigung  der  sofort  aus  Fig.  1  sich  ergebenden  BeziehtiiigeD 
=  9>,  +  P,    aj  =  <i'i+ß,    in    «eichen    v,    und    tp^  die  im  gleichen  Sinne 
I  gemessenen  Winkel  d<>r  Strabli-n  Jll  J^^  und  /H A\  mit  der  Polbabnnomiale 
beseichnon,  erlifllt  man  dnher  weiter 


1 


9p 


da 


dtp^ 


■  Ziehen  wir  uro  A, .  bezw.  h\  die  nnendlich  kleineo  Kreisbögen  MM\ 
Kand  W«',  (Fig.  I),  sü  ist  üffenbar  LM\MM'=<f)^,  LM\JHIH=^^, 
Lfolglicb 

MM'^  =  da.ells<p^,     /tl M'^=:  de.costp^. 

:  ferner  jtfÄ',  =  /-j,  MK^=^r^  und  berticksichtij^en ,  dass 
>  erhalten   wir  die  beider 


»««tzt 


Pnreh    deren  Benutzung  gehen  ans  den  beidei 
Ausdrücken  die  Kelatiooen 

'^Pi  _  rosWj_  _  _l_        ilvi  _  ct. 


0 


^ 


da 


da 


'»Vsi 


1  gefundei 


kaivor.     Die  Grössen  rfip,    und  dip^  sind  unn  an  eine  Gleicbnng  gebnn- 
I,  au  welcher  wir  auf  folgendem  Wege  gelangen. 
Ist    iy  der   Dorchmeaser   des   Wendelcreises   l'lir    die    momentaue  Be- 
wegung   des  Systems    und  setzt  man  MCy=R^,    lUCj=^Il^,    so   bestehen 
bekanntlicfa*  die  beiden  Relationen 


.') 


{w,-y)""'''~^'  (ä;-,j)""'-^' 


I  «elehen  dnrch  Elii 
songen  r,  —  Ä,  =  A',  t', 


von  W  und  nack  Einfahrung  der  Abkttr- 
— /?j=  //,'-',  =  e(  die  eine  Gleichung 

hervorgeht.  Differenziren  wir  dieselbe  and  ziehen  in  ErwHguog.  dass  p, 
und  f,  conslanl  sind,  weil  die  Krümmungsmittolpunkle  (',  und  (\  wührend 
dri  unendlich  kleinen  I.agenändernng  des  System«  sicli  auf  Kreisbögen 
um  A',,  beziehentlich  A'^  bewpgen,  so  folgt  wegen  der  Bezit-Iuingen 


214  Uaber  dto  KrfimmiiDgpiiiiitelpQttkte  der  Poltebo«». 

di^  CHtidiiiiig 

e»[(''i+  '^i)  ^^Vi  ^'^i  —  ^1^1  **^^t  ^vj 

=  ^il(^t+  ^)  ^^9>i  ^^t  —  ^t  ^  *»*  Vi  ^»»il* 

Dieselbe  listt  meh  jedoch  von  den  unendlich  kleinen  Orössen  befreien« 

wenn  wir  benntsen,  dess  M\M'csdr^^  M\M'e=:dr^  nni  dess  ans  den 

nnendlich  kleinen  Dreiecken  MM'M\  nnd  AfilTlf'g  sich 

ergiebt    Man  erhllt  dann  BnnXchst,  indem  man  die  ▼erstehende  Oleich* 
nng  dnrch  Qii^*d0  diTidirt» 

nnd  nach  Snbstitntion  der  Werthe  1)  Ar  -7^  nnd  -^ 

*  de  d^ 

1  l^i Ä|  .  ''1  ^  _.      1 

—  l-s— 5  sina. = — s  sm  oJ 

9p  I  9%  9i  1 

ss.^--25tfi«  ee#9i — - — * «119, 00*^,+-* -'5ffi^|Co«^| — -sw^^eosfp^, 

^i9t  ^tQi  9i  9% 

Diese  Oleichnng  gestattet  aber  noch  weitere  Vereinfachnngen.    Zufolge 

3)  bt 

-= — =co*^j=2— 'co*^-,     -i — -  cos q^^  = -^ cos tp^] 
^iQ%  9i  ^tQi  Qt 

es  ergiebt  sich  daher  sofort 

—  <-^ — -  stn  o, * — -  stn  «-> 

9p  )  9t  '        9i         ^1 

=  — *  stn  <p^  cos  (p^ = stn  q>^  cos  <pj . 

Pi  9% 

Dividiren  wir   diese  Gleichung  mit  cosq^^.cosq>^  nnd  beachten,   dass  auf 
Grund  der  Relationen  2) 

Q^  cos  (p^        Q^  cos  9>2 

ist,  so  erhalten  wir  schliesslich 

T   X  ^  .X      r.  +  2R.  r2  +  2/?, 

la)  — {inn q>^  ^  tamp^)  t=  — -ianq^. = -ianq>^ 

9p  9i  9% 

als  Gleichung  zur  Berechnung  von  Qp. 

Der  Krümmungsradius  q^  der  beweglichen  Polbahn,  also  des  geo- 
metrischen Ortes  der  Punkte  im  beweglichen  System,  welche  nach  ein- 
ander Momentancentren  werden,  ergiebt  sich,  indem  wir  ▼orstehende 
Gleichung  auf  die  umgekehrte  Bewegung  anwendeo.  Die  letztere  kommt 
dadurch  zu  Stande,  dass  wir  das  bewegliche  System  zum  ruhenden 
machen  nnd    umgekehrt,    dass  also   die  Punkte   AT  und   C  ihre  Bollen 
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' 

mit  R 

™  »ert 

•> 

+  lr. 

llfirpf 

fi 

0  urg 

ebl  .ich 

r    - 

-"i 

welche  «nasagt,  daee  der  Krüniranogsinittel{iiiDkt  der  licweglichen  Polbalm 
|eine  Bahn  beschreibt,  deren  KrilmniiingBinittelpnnkt  mit  dem  der  festen 
PoUiahn  luomeDtitn  zuBammenfnllt;  denn  die  feste  Pnibabn  kaon  als  die 
Enveloppe  der  beweglichen  ADgeaeheD  werden. 

Die  Gleichungen  la)  uüd  Ib)  erhalten  jedecli  eine  etwas  andere 
Gestalt,  sobald  das  Momentancentruin  !fl  nicht  ausserhalb  der  Strecken 
tr^C,  nod  AjCg  liegt,  wie  in  Fig.  1  und  bei  der  Entwickelung  vorlHufig 
«DgenommeD  wnrde,  sondern  innerhalb  der  einen  nder  beider  Strecken, 
weil  die  Gleichungen  2)  Aenderungen  in  den  Vorzeichen  erleiden.  Um 
nun  nicht  iu  den  verschiedenen  hier  möglichen  Füllen  die  Ausdrücke  für 
die  KrUmanungBradien  der  Polbahnen  einzeln  aaTfitellen  zu  mfissen,  for- 
men wir  die  Gleichungen  la)  ond  Ib)  entsprechend  um,  beziphontlich 
bringen  sie  auf  eine  solche  Gestalt,  welche  von  der  erwitlmten  Lagen- 
Indernng  des  Mnmentancentruma  nicht  beeinSnsst  wird.  Suhstitniren  wir 
bin  der  Gleichung  la)  auf  der  rechten  Seite 


I 


r,  +  2  fi,  ^ 


Relatinnen  2)  die  Glossen 


Gleichnng  entfernen  wir  mitteh 
I  wodurch  wir  finden,  dass 


*  Für  die  umgekehrte  Bewegung  fHllt  bekanntlich  der  Wendepol  anf  die 
e  Seite  der  Polbahntangente;  e«  wQrde  datnnacb  in  la)  an  Stelle  von  ipi  und 
Pf  IMt'-t-tpi,  bezw.  IW  +  qii  gesetzt  werden  müssen.  Da  jedoch  tan{\SO*  +  tp) 
=  ttni9,  so   bat  die  IjagenSaderiing  des  Wendepoles  auf  die  Gletcliung  k^neu 
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=l3IF(^-^)^(to.W-to»V.). 
folglich 

IU^  1  = ? ff^lfl-f^Ul. 

Ventehen  wir  in  dieser  Oleiehvog  unter  ^^  nnd  ^  die  Winkel,  welche 
die  vom  Momentancentmni  M  nach  den  Krfimmnngsmittelpnnklen  K^  und 
K^  gesogenen  Strahlen  mit  dem  von  M  nach  dem  Wendepole  gesogenen 
Strahle  in  gldchem  Sinne  gemesaen  einachliessen,  so  bleibt  die  Gleicbnng 
IIa)  dieselbe,  welche  Lagen  C|  nnd  C^  gegenüber  M  haben,  weil  die  OrSssen 
ü  in  ihr  nicht  auftreten^  sie  nmfasst  demnach  alle  möglichen  Fille. 
Dnrch  die  andoge  üinfenanng  geht  Ib)  Hber  in 

IIb)  ^  ^  ^  (*^^^     *^M      ^ 

und  hierin  beseichnen  ^^  nnd  9,  dieselben  Winkel  wie  in  IIa). 
Setsen'wir  snr  Abkfirsung 

3 /«ln<P|     ^^P\\^  1 

so  bedentet  in  der  Gleichung 

^  ^P     ^0      ^ 

Tq  den  Abstand  des  Krümmungsmittelpunktes  K^  der  Bahn,  welche  der 
mit  Kf  momentan  zusammenfallende  Systempunkt  beschreibt.  Charakte- 
ristisch ist  nun,  dass  sich  dieser  Punkt  K^  mittels  einer  sehr  einfachen 
geometrischen  Construction  finden  lässt.  Um  auf  diese  Construction 
geführt  zu  werden,  formen  wir  zunächst  den  Ausdruck  für  r^  entspre- 
chend um.  Ziehen  wir  nämlich  (Taf.  VIT  Fig.  2)  MD±MN,  so  folgt  aus 
den  Dreiecken  MK^D  und  MK^D 

MD.cosB  MD.coss 

Tj  = : 1     Tj  = : » 

*  stna^  '  sma^ 

falls  zur  Abkürzung  L  MND  =  s  gesetzt  wird;  andererseits  aus  den  Drei- 
ecken iC^MN  und  ^^MN 

Auf  Grund  der  Bohillier'schen  Construction  ist  aber 

also 

infolge  dessen  wird 

demnach 


^                     Von   M,  r,itönr.SK, 

eo»(e-g.,}  swv,  —  fo*([  -  V,)  * 

nip 

MD.cost 
MD 

■><  (y.  - 


PJ 


.190«+f 


'^fi 


r  «D'=^MD  maclieo  nnd  iluic 


M  V .  {tun  f^  —  tan  y,) 
r  SoDBch  ergiebt  sich  A'^  sofort,  indem  ■> 
/>'  eine  ParaUele  zu  MN  ziehen;  dann  »ind  die  Schoiltpünkte  Ä'„,  und 
A'ot  derselben  mit  den  Stralilni  Mh\  und  JH  K^  die  Projectiuneu  des 
Punktes  K„  auf  diese  Strahlen;  damit  ist  aber  auch  K^  bestimmt.  Sucht 
man  nun  in  bekannter  Weise  anter  Benntzung  de«  Wendepides  zu  K^ 
sU  KrÜmmuDgEmittelpnukt  den  zugehjirigen  Syatempunkt,  ao  JGt  letzterer 
der  Krümmangemittelpunkt  K,,  der  ruhenden  Polbahn.  Bestimmt  maD 
fetnet  zn  k'j,  als  KrBmmnngsmittelpunkt  den  zugehürigon  Systempojikt, 
flo  ist  letzterer  and  zwar  auf  Grund  der  Kelation 
1  _}__}_ 

1er  beweglichen  Polbahn. 

auch    direct   ermitteln,    indem  man    den 

nigen    Syetempunkt,    dessen    zugehöriges 

t   K„   in    Deckung    befindet. 

Punktes  C'n  vom  Momentancenlrum 


[et  KrUmraungsmittelpunkt  K„ 

Selbstredend    lässt   sich  K, 

nkt    C^  aufsucht,   d.  i.    denj< 

Balinkrümmnngscentrum    sich    i 


lezeichnet 


I   Abstand  diee 
:  zufolge  IIb) 


1 


«u       tan<p^  —  tari^. 
gesetzt   wurde;    formt   man   letzteren   Ausdruck 
am,  wie  den  für  —  •  so  erhält  man  schliesslich 


8) 


1 


i»q),  ci 


^ 


"o  ME 

'ftlli  E  den  Scbnittpnnkt  der  Geradeu  C,  f,  mit  MD  bezeichnet  {Fig.  2), 
H*n  findet  folglich  C^  in  ganz  analoger  Weise  wie  A\,  indem  man  JVB 
in  drei  Tbeile  tbeilt  und  durch  den  ersten  Theilpnnkt  £' eine  Parallele 
an  MN  sieht,  welche  letztere  die  beiden  Strahlen  MC\  und  A/C,  in  C,,,, 
becw.  C^  schneidet;  die  Senkrechten,  welche  man  in  C^^  zu  iVCq,  und 
in  C'g,  SU  ^6',^  errielitet,  treäm  sieh  auf  der  Pol  bahn  Dotm^lov^  vu  C^, 


gKmitlclpnnkle  der  Polb»hoPi 


Die  Cnnelraction  der  beiden  Pankte  Kp  nnd  £*„  kniiii  jedoch  Doch 
weiter  vereinfacbt  werden  und  «war  auf  Grnnd  der  folgenden  Ueher- 
legnng.  Die  KrämmangBmiltBlpaDkte  der  Sy Btemcarvcn  nnd  diejenigen 
der  Enveloppen  der  letzteren  auf  irgend  eineni  Normalstrahl  *  bilden  zwei 
perspeetiviBche  ziuammen  fall  ende  Panktreihea,  deren  Doppelpunkte  im 
Momentaacentrum  vereinigt  liegen.  Verbinden  wir  die  KrUmmanga mittel- 
punkte  der  Systemenrren  sämmtlich  mit  £,  die  der  Enveloppen  mit  D 
durch  Strahlen,  eo  erhallen  wir  zwei  perspectivische  Strablbüschel;  die 
einander  entsprechenden  Strahlen  schneiden  sieh  folglich  auf  einem  Nor- 
malfltrahl,  dessen  Richtung  dieeelbe  ist,  wie  die  der  correspondirenden 
einander  parallelen  Strahlen  in  den  Büecheln.  Die  Richtung  der  letzte- 
ren aber  ist  diejenige  der  Geraden  /''A'^,  wie  später  gezeigt  werden  soll; 
es  redncirt  sich  deshalb  die  Cnnelrnction  der  KrUminungsmittelpankte  der 
Polbahnen  aaf  die  nachstehenden  einfachen  Operationen. 

Man  ziehe  ;!//>  senkrecht  zu  Mfi^  mache  Mti'=\MD  und  lege  durch 
/>'  eine  Parallele  en  .VA'.  Errichtet  man  in  den  Schnittpunkten  £'o,  und 
A'^,der  letzteren  Geraden  mit  den  beiden  Normalstrablen  ^iC^  nnd  jVC, 
Senkrechte,  ho  schneiden  sich  diese  in  A*»,  einem  Punkte  der  Polbahn- 
normalen.  Trifft  nun  die  Verbindungsgerade  von  A'^  mit  /'  den  durch 
«  parallel  zn  D'K^  gelegten  Strahl  in  C. ,  so  schneidet  die  Verbindangs- 
gerade  EG  auf  der  Polbahnnormalen  den  Krümmungsmittelpunkt  Kf  der 
festen  Polbabn  ans.  Den  Kriimmnngsniittelpnnkt  K^  der  beweglichen 
Polbabn  findet  man  dann  sofort,  indem  man  die  Gerade  ÜKp  bis  zu 
ihrem  Schnittpunkt  //  mit  MG  verlängert  und  die  Gerade  ER  zieht; 
letztere  schneidet  die  Pol  bahn  normale  in  K„.  Natürlich  kann  man  mittela 
des  Punktes  C^  zuerst  auch  K„  und  dann    A'    ermitteln. 


Wie  aus  dem  Vorhergehenden  < 
Punkte  V?,  nnd  B^  (Fig  1},  in  denen 
momentan  berühren,  keinen  Rinfiass 
und  IIb);  es  bleibt  folglich  die  biei 
wenn  die  Punkte  ff,  und  ft,  mit  f,. 
wegnng  des  Systems  also  durch  die 
stimmt  ist,  oder  wenn  ff,  und  Tl^  mit 
Bewegung    dadurch    erzengt    wird, 


rsichtlich  wird ,  hat  die  Lage  der 
die  Systemcnrven  ihre  Enveloppen 
kuf  die  Gestall  der  Ausdrucke  II«) 
mitgetheilte  Construciion  dieselbe, 
bezw.  C,  zusammenfallen,  die  Be- 
Bahnen sweier  Systempunkte  be- 
&', ,  bezw.  K^  sich  decken,  also  die 
Cnrven    der   beweglichen 


durch  zwei  feste  Punkte  gehen. 

Wenn    dagegen    die    beiden  Punkte  C,  und  C,    oder  Aj    und  A',  ins 

Unendliche   rücken,   so    vereinfachen    sieh  die  Ausdrücke  für   —  und  — 

Pf  «>• 

ganz  erbeblich,  weshulb  diese  Specialfälle  hier  noch  Plstz  finden  mögen. 


r  nennen  nach  Aronhold  {dni.  S.  1:{S)  jeden  durch  dae  Momentaneen- 
tnun  jiehendBi)  Strahl  dot  beweglichen  Ebene  NormaUtrsbl. 


.   Sind   die  beiden  Systemcorven  G«n>den,  liegen   also  C^  nnd  C^ 
I  Unendlichen,  so  ist  ß,  =  ^j  =  oc,  fclglich  nach  2) 
r,  =  —  IV.  cos  <Pj,      r^  =  ~  W.  cos  qpj ; 
crbäll  dünn  aus  IIa) 

2 


id  damit  aus  4) 

01  = 
Diese  beiden  ResnlUte  enthalten  den  Sata:  Wird  die  Bewegnng  t 
BjBjsteniB  dadnrch  erzengt,  daes  zwei  SyBteingerad«>n  länge  zweier  gegebc- 
tner  fester  Cnr VC n  gleiten,  so  liegt  der  Kriimmnngsmitlelpunkt  der  festen 
Polbabn  symmetrisch  zum  Mittelpunkt  des  Wendekreises  nnd  der  Krilm- 
mungsmitteliiDokt  der  beweglichen  Polbabn  symmetrisch  zum  Wendepol 
in  Bezng  auf  das  Momentancentrnm. 

2.    Sind    die    beiden    Enveloppen    der    Systemcurven    gerade   Linien, 


endliche 


des  Systems   beweget 
.  nnd  B,  mit  (',  zn 


gleich  dem  Dui 


fsillen    also    A',    und    A*, 
oach  2)  ^  . 

inn  ergiebt  sich  ans  II 


md  damit  ans  4) 

Wir  haben  also  den  Satz:  Wird  die  Bewegnng  eines  ebenen  Systeme 
dadnrch  erzengt,  dass  zwei  Systemcnrren  längs  zweier  fester  Geraden 
gleiten,  so  liegt  der  Erümmungsmittelpnnkt  der  festen  Potbahn  im  Wende- 
pol nnd  der  der  beweglichen  Palbahn  im  Mittelpnokt  des  Wendekreises. 
Ein  bekanntes  Beispiel  für  die  letztere  Bewegnng  liefert  die  sogenannte 
Ilypocykloiden bewegnng  des  Cardano  (rergl.  n.  A.:  Schell,  Theorie 
der  Bewegnng  und    der  Kräfte,   2.  Aufl.,   I.Tbl.  S.  230).     Zwei  Punkte 


(Mittels  der  gefundenen  Ausdrucke  für  die  Krümmungsradien  der 
'  Polbabn en  lässt  sich  leicht  die  Frage  beantworten,  welche  Systembewe- 
gaugen mit  einer  gegebenen  ausser  dem  Monte otancent mm  die  Kriim- 
mungsmittel punkte  der  Polbahn  gemeinsam  haben.  Nennen  wir  tu  Kttck- 
ricbt  anf  möglichste  Kürze   der  Anadmckoweiae   naob  a 


üai) 


Ueber  diu 


l,.lpn„ll. 


'  Polbalinen. 


S,  138)  jed«B  Viereck,  welche  von  den  beiden  KrQmion  ogs  mittel  punkten 
C\  und  6',  zweier  Syetemcurven  uud  den  Erümmungscentren  A',  nnd  Jf, 
ihrer  Enveloppen  gebildet  wird,  ein  Folviereck,  en  bestelil  unsere 
Aufgabe  in  der  Ermitleluug  aller  Polvierecke,  bei  denen  dae  MomenUn- 
centrum  nnd  die  KTUmmungsmitlelpunkte  der  Folbshnen  gemeinschaft- 
lich sind. 

Zunäcbut  wollen  wir  die  geometriEctien  Eigenschaften  aller  derjeuigen 
Folvierecke  aufsuchen,  deren  Eckpunkte  auf  zwei  gegebeneu  Normal- 
Gtrablen  liegeu.  Wie  Aronhuld  (it.i<l.  S.  146)  nachgewiesen  hat,  gehören 
die  einander  zugeordneten  Pnnkle  C  und  A'  auf  zwei  Normalst rahlen 
einem  coUinearen  System  an,  dessen  Collinealioasaxe  die  Gerade  MN 
(Fig.  2)  ist.  E»  schneiden  sich  folglich  die  Verbinducgsgeraden  correspon- 
dirender  Fnnktcpaare,  d.  b.  die  beiden  nicht  mit  den  NormaUtrahlen 
Eusammenfalleaden  Folvierecksseiten  sämmtüch  auf  der  Geraden  .VN. 
Alle  derartigen  Polvierecke  haben  daa  MomenlaDcentrum  und  den  Wende- 
pol gemeinsam.  Diejenigen  Folvierecke  unter  ihnen,  welche  auch  dio 
KrQmmungsmitielpnnkle  der  PolbHhnen  gemeinsam  haben,  besitzen  ausser- 
dem die  Eigenschaft,  dass  die  Verhindungsstrabien  der  Funkte  C  des 
beweglichen  Systems  sämmtlich  durch  £,  die  Verbindungsstrablen  der 
zugeordneten  Kriimmnngsmittelpnnkle  H  durch  0  geben  müssen,  dftss 
also  die  beiden  nicht  mit  den  Normal  strahlen  sich  deckenden  Seiten 
jedes  solchen  Folvierecks  homologe  Strahlen  zweier  perspectivischer  Strahl- 
bäschel,  deren  Trager  in  ß,  bezw.  £  Hegen,  sind.  Mau  erkennt  die 
Kichtigkeit  der  letzteren  Behauptung  wie  folgt,     Eliminiren  wir  aus  den 

drei  Relationen  4),  5)  und  7)  — >  so  erhalten  wir  die  beiden  Beüiebnngen 


eigiebt;  snbstitniren  wir  hierin  die  &ob  6)  und  8)  folgenden  Werthe  für 


Pp 


XMD 


+  m)''>'9i^'>S9„     g-^=  (;^  +  jtf£)"'V,mT,. 


Berücksichtigen  wir,  dnsa  für  alle  Folvierecke  anf  denselben  Normal- 
Strahlen  gi,  und  91,  dieselben  Wertbe  haben,  so  erhalten  Qp  und  q„  die- 
selbe GröBSe  für  diejenigen  Folvierecke,  bei  denen  MD  und  ME  di« 
gleichen  Werthe  besitzen;  Letzteres  ist  aber  der  Fall  bei  allen  Polvier- 
eckeu,  welche  die  vorerwähnte  besondere  Eigenschaft  anfweisen. 

Unter  diesen  Polvierecken  ist  das  dem  unendlich  fernen  Pnnkte  der 
CAlJJDMliouMxe  it/A  BUgdordnete,  nämlich  ''oi^ut  ^ut^'oi  i^'6-  ^)  dftdDioh 


I 


Knsgezeicfanet ,  dass  die  Eck|iuiikte  D^^  und  D^.,  sowie  £'0,  und  K,^  die 
Projeotioiien  eines  Paares  entsprechecder  Funkle  /*(,,  E^  der  Polbahn- 
BOimsleD  «Df  die  beiden   NormalEtrahlea  sind.      Da  nämlich 

A  ^A'oi  Ä'o,  ~  A  Müa^  Ofl»  ■^  A  «ä;,  £■„, 
>o  Bchneideu  sieb  die  in  D^^  und  D^^,  be>zw.  f'^,  und  f^^  zu  den  Normal 
strahlen  errichteten  Senkrechten  auf  der  Geraden  ^A,,,  also  auf  der  Piil- 
bahonernialen;  ferner  ist 

1  I         eoslf^  cüstp^      costpf  ristp^ 

m~e~m7>.~       We  MD 


3Äo      3r„      9„ 


Pp 


"  ff 


hervorgeht,  dass  D^  der  Krtlmmuugsmittelpunkt  der  Bahn  ist, 
'•welche  B„  rnnmentau  beschreibt,  dass  also  D^  und  Eg  einander  entspre- 
chende Funkle  der  Polbahnnoritialen  sind.  Beachten  wir  nun,  dase  DO^, 
parallel  EE„  ist,  so  sind  die  letztgenannten  Geraden  die  beiden  einander 
zugeordneten  parallelen  Strahlen  in  denjenigen  perspectiviscben  StraUleii- 
bfischetn,  welche  entstehen,  wenn  wir  die  correspondirenden  Punkte  auf 
der  Polbahnnormalen  mit  D.  bezw.  E  verbinden.  Uie  Richtung  der  Pro- 
jectionsaxe  dieser  Strahlbtischel  ist  aber  diejenige  der  beiden  Parallel- 
Btrahlen;  es  ist  rolglicli  die  Projectionsave  MG  parallel  D Dj,,  bezw.  ££g, 
and,  weil  auch  D'U^  und  E'C„  letzteren  Geraden  parallel  sind,  parallel 
/*"£'„,  bezw,  E'Cg,  was  noch  nachzuweiaeu  war. 

Erwähnt  sei,  d'ass  die  beiden  Pnnkte  I)  und  E,  welche  bei  der  Con- 
straction  der  Krümntungsmittejpunkte  der  Polbahnen  die  Hauptrolle  spielen, 
kein   Paar  einander  zugeordneter  Punkte  auf  ihrem  Normaldtrahl  bilden. 

Nachdem  wir  den  Zusammenhang  aller  der  Polvierecke  aaf  zwei 
gegebenen  Normalstrableo,  denen  die  Pol babnkrtimmungscen treu  gemein- 
sam sind,  festgestellt  und  dabei  gefunden  haben,  daaa  die  Punkte  /'  und 
£  diesen  Zueammenhang  vermitteln,  vermögen  wir  den  Zusammenhang 
zwischen  den  entsprechenden  Polvierecken  der  ganzen  Ebene  dadurch  zn 
finden,  dass  wir  die  geometrischen  Orte  der  Pnnkte  Z>  and  £  bei  sich 
ändernder  Lage  der  beiden  Normalstrablen  aulBUobeu.  Berücksichtigen 
wir,  daxs  pp  und  g„  dieselben  Werthe  behalten,  wenn  r„  und  Bq  sich 
nicht  ändern,  so  können  wir  diese  geometrischen  Orte  vermittelst  der 
Relationen  G)  und  8)  direct  angeben.  Aus  6)  folgt  ohne  Weiteres,  dass. 
Wenn  z.  B.  tp,  varürt  und  <p^  constaot  bleibt,  der  Ort  des  Punktes  /'  ein 
Kreis  über  !U  H^  als  Durchmeseer  ist.  Indem  wir  nun  ferner  noch  ipa 
(ich  ändern  lassen,  erhalten  wir  ein  System  solcher  Kreise,  deren  liurcb- 
meaier  die  von  /!/  ausgehenden  Sehnen  des  über  Jtf  ß(,  errichteten  Kreises 
Bind.  Das  Analoge  gilt  vom  Ort  der  Punkte  £.  Uie  zur  Festlegung 
ir  Polvierecke  uöthigen  Projectionsazen  !U N  liegen  senkrecht  zu  den 
rahlen  JUD,  bezw.  JW£. 


XII. 

Inhaltsbeslimninng  der  einem  Dreieck  einbescbriebenen, 
umschriebenen  und  conjugirten  Ellipsen. 

Von 

Max  Greiner, 

kOnigL  Be»ll«hr«r  in  Begenabarg. 


Der  Inhalt  einer  Ellipse,  die  einem  Dreieck  einbeschrieben,  am- 
schrieben  oder  conjngirt  ist,  Iftsst  sich  znm  Theil  durch  die  senkrechten 
Abstände  ihres  Centrnms  von  den  Seiten  des  Dreiecks,  theils  dnrch  die 
Abstände  desselben  von  den  Seiten  des  Mitten dreiecks,  sowie  dnrch  den 
Radius  des  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  ausdrücken.  Die  hierauf 
bezüglichen  Sätze  wurden  zwar  schon  von  Steiner,  Schröter  und 
Kantor  aufgestellt  und  bewiesen;  jedoch  die  Herleitungen  derselben  auf 
analytischem  Wege,  sowie  mehrere  sich  hierbei  ergebende  Beziehungen 
dürften,  wie  ich  glaube,  einige  Beachtung  finden  und  bilden  daher  den 
Gegenstand  der  folgenden  Untersuchungen. 

Es  sei: 

die  Gleichung   eines   beliebigen  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  ein  Funda- 
mentaldreieck X^X^X^^  dessen  Seiten  durch  die  Gleichuogen: 

A'j  IE  X  cos  f,  +  y  sin  fj  —  d^  =  0 , 

A'^ '—  X  cos  «2  +  y  *''*  ^2  —  ^2  ^^  ^ » 
JT,  ^  X  cos  f 3  +  y  sin  t^  —  ^3  =  0 

gegeben  seien.     Bringt  man  nun  obige  Gleichung  durch  Substitution  der 
Werthe  von  -Tj,  X^^  X^  auf  die  Form: 

«00^^  +  «11  i'*  +  2a^j  xy  +  1aQ^X  +  la^^y  +  er ^^  =  0 
und  setzt  man: 


«10»     «11 


=  e5, 


«00 »  «Ol  I  «02 
«10 .  «11»  «12 
«20 »     «21 »     «22 


=  Zf, 


80   bestehen   für  die  Längen  %  und  33  der  Halbaxen  des  Kegelschnittes 
(Grunert's  Archiv  für  Math.  u.  Physik  57,  Theil  XXII)  die  Relationen: 


1) 


9l«S^  =  ^ 


y  |_C32^      (goo  +  cif,,)zf 


Setzt  man  ferner: 


luhaltshestimmung  etc.     Von  M.  Greinbr. 
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a^^  c6s  «j  +  «u  cos  c,  +  ^i^  ^os  «3  =  1/^,    a,j  sin  e^  +  ^12  ^^  *»  +  ^is  ^'^  h 

^21  ^^  ^1  ~h  ^SS  ^^^  ^8  "^  ^88  ^^^  ^8  =  <^8  f      ^81  ^'^  ^1  "^  ^8  ^'^  ^8  "^  ^83  ^'^  ^8 

«81  ^1  +  ^^2  +  «83^8  =  '"'8) 
031  CO«  «,  +  «3,  CÖ5  f,  +  »33  CO«  «8  =  1/3,      «81  «>l  f  1  +  «38  5m  fg  +  «33  Sm  «3 

«81^1  +  «88^8  +  «88^3  =  '«'8» 


=  V 


1' 


'81 


=  r, 


3» 


so  findet  man: 


«11 

«Ol 


2^2/  C05C, 


tlj  C05£^  +  t/3  COSt^  •+-  U3  C05£3 

Vj  sin  f I  -f-  Vg  5tn  «3  +  V3  «tn  (3  : 

Wj^  6j  -J"  Wj  ^2  +  'l'j  ^8  ^^  ^'^^  ^  1 

Wj  m  «I  +  Wj  5III  £3  +  W3  51«  «3  =  Pj  COS  B^  +  P^  C05  f  3  +  P3  C05  f 3  = 


CTgi  =  —  ^^1  ""  '^8^8  —  ^  ^8  =  "~  '^'l  ^Ö5  £,  —  Wj  C05«3  "~  '^'s  ^<>^*8  ==  ~ 
«,2  s=  —  Pj  d|  —  Pj  dj  —  P3d3  ==  —   Ipj  5fW  f  j  —  Wj  «W  «3  —  IP3  51«  £3  =  — 


2*11  5t/t  S 

£v  cos  c, 

2:wd 

ÜW  cos  €, 

2:pd 

£ip  sin  e. 


Somit  wird: 


^  = 


oder: 


£ucosi^  ZvcosB^  ^Zwcost 
2u  sin  f ,    £v  sine^   —  2^w  sin  i 


"n    "gl    «s 


«'l»      «^81 


p. 


fPj,    W3,    ^3 


C05e|,   COSB^^   cose^ 
sin  Cj ,   sin  s^ ,   «t/i  £3 

^1  >         ^8  >        ^8 


^  = 


"in  ^181   *i3 

"81>    ^88»    ^83 
^31»    ^88»    "33 


ftj,   C05«^,    COSt^ 

sin  g^ ,    5tn  €3 ,    5f>i  fj 

^11  ^«1  ^8 


Seien  femer  5^,  53,  53  die  Lttngen  der  Seiten  des  Fnndamentaldrei- 

eck«,  /  der  Inhalt  desselben   und   R  der  Radius  seines  umschriebenen 

47*       J 
Kreises ,  so  findet  man  für  die  letztere  Determinante  den  Werth  =  — 

und   erhält  somit,    wenn   man    die  aus   den   Coefficienten  a^x  gebildete 
Determinante  mit  [a]  bezeichnet: 

2)  ^  =  ^  [«]. 

Ferner  ist: 

6  =  £u  COS i,£v  sim  —  Zu  sin t . £v  cosb 
oder: 

d  =  5l>l(£3-.£3)(tl8P3—  W3P3)  +  5lVl(f3  — fi)(WjP3-W3Pj)  +  «>l(f,-  fgKWgPi-WiPa). 

Sind  0|,  O3,  ^3  die  den  Seiten  5^,  5^,  53  gegenüberliegenden  Winkel 
des  Dreiecks,  so  hat  man: 

o  *  e 

and  somit  ist: 
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J  • 

nun  ist  «ber:  . 


+  *»^K-"«f)K««»-«»«is)  =  2Ä' 


und  ebenso: 

1 

^n   *n   «1« 

«i«'s-«s^i'= 

<»1U    *f»    ^ 

t  «^"i- 

-«,»,= 

weshalb  folgt: 

«11»  «11» 

«li»  'i 

4Ä« 

«ji» «»» 

«M»   ««» 

»1»      ».. 

»8.       « 

1 


^1»     «18»     *1 


Mit  Bficksicbt  auf  1)  und  2)  ergiebt  sieb  daber: 


«11»  «Itt  «1« 

s 

^n  ^>  ^ 

• 

«811  «st»  ^ 

«U»    «M»     «18»   *1 


«tt»    «^M»     «18»   *8 


«8t»    «88»    «88»    '8 


'!» 


•8» 


8« 


Beseicbnet  man  die  letzte  Determinante  mit  [a,^],   go   erhält  man  fär 
den  Inhalt  F  des  betrachteten  Kegelschnittes  die  Beziehung: 

3)  F«  =  -  64  n*  /*  R*  [fl]«  :  [« ,  sf. 
Da  ferner: 

=  «11  +«»  +  «33  —  2^23  cosö^  —  2fli3  cosa^  —  2a,j  cosijj 
18t,  SO  folgt  aus  1): 

4)  9l*  +  S*  =  16J^R*{2a^ ro5ö,  +  2a^^co$a^  +  2o,2 cosa^  —  «h  — «»  —  a«) 

Eine   durch  die  Gleichung:  @  =  l^Ä^  +  A^ Ag  +  Xj A'j  =  0  dargestellte 
Gerade  trifft  den  betrachteten  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten,    für  deren 
Abstand  d  die  bekannte  Relation  (vergl.  Fiedler's  Geometrie  der  Kegel 
schnitte  S.  529)  besteht: 

5)     r/«  =  64ÄV»[V  +  A2*  +  V- 2^2X3005^1-2^1X3^05^2  —  2^1^200*03] 

«in    "i«»    «18»    ^1»    ^1 

«21 »     «M »     «83 »     ^2 »     *2 

«31 »     «32 »     «33 »     ^8 »     *8 
^11       ^2,       A3,        0,     ü 


X 


«II»  «12»  ''iS»  ^1 
«21»  «22»  «23»  h 
''31»     «82»     «38»    ^ 


^11       ^1       A3 1      V 

3et2t  man  der  Kürze  halber: 


'1» 


*2  »       *8 » 


0,   0 
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«»*   —  ««^  =  fhi»       «18*    -«ii«8s  =  f*«»       «w*   -«ii««=f»ss; 

«n««  — «u«ii  =  ^»      «»"is-  «i2«»  =  f*is»      ^s«w  — «is^  =  f*i2; 
««V  +  «»V-2fl^s,5,=  v„,     083*1*+ «iiV-2fl,3*j*3  =  y„, 

«11  *«      ■    «M  *1  ^  «1«  *1  *2  ^^  ''sS » 

*l{—  ««*!  +  «18*2  +  «12*8)  —  «11*2*3  =  ^281 
*2(«2S*1  — «18*2+  «12*s)  —  «22*1*8  =  •'l8> 
*s{«23*l  +«18*2 -~  «12*8^  —  «88*1*2  =^12» 

80  liefert  die  Entwickelang  der  beiden  in  5)  vorkommenden  Determinan- 
ten die  Ansdrficke: 

Die   Coordinaten    des  Kegelschnittcentiums    ergeben   sich    ans    den 
Gleichnngen:  a,,X,  +  a,,X,  +  a,,X,^ns,, 

«21  ^l  +  «22-^2  +  «28^8  =  «*2» 
«81-^1  +  «82-^2  +  «88^8  =  «*8 

nnd  man  erh&lt  hierfür  die  mit  einem  Proportionaütätsfactor  noch  sn  mnl- 
tiplicirenden  Ausdrücke: 

^\  =  *l^n  +  ^2^2  +  *8Ml8» 
^\  =  *1  f*12  +  *2^  +  *8M28t 
-^^8  =  *lf*lS  +  *2f*28  +  *8f*38- 

Zugleich  erkennt  man,  dass: 

*j 2:  I  +  *2-A  2  +  *3 -A  3 

=  'lVll  +*2*^  +  VM8S  +  2*8*8f*28+  2*i*8f*18+  2*i*,fi«=  [fl,  *] 

Ist.  WShlt  man  nnn  statt  der  oben  genannten  Geraden  ®  den  zur  Seite 
A|  des  Fnndamentaldreiecks  parallelen  Durchmesser  des  Kegelschnittes» 
den  man  als  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  {X\^  X\^  X\)  mit 
dem  unendlich  fernen  Punkte  (0,  —  *3i  s^)  der  Seite  X^  betrachten  kann 
nnd  dessen  Gleichung  somit: 

X|  ( A  2  ^2  +  A  3  *j)  —  X^X  ^s^  —  <fj  -A  j  *3  =  0 
wird,  so  erhält  man  aus  obiger  Beziehung  5)  die  Länge  d^  dieses  Durch- 
messers ,  wenn  man  darin  A,  =  5,  X'^  -|-  s^  X*^ ,   ^2  =  —  *2  -^'n    ^s  =  ""  *s  -^ 's 
setzt.     Da  nun  auch  l^^^la^s]  —  s^X\  ist,  so  hat  man: 

il*  +  l,*+ Aj*—  2A2^8  ^OSOi  —  2AjA8  CO5  02  —  iXjXg  ^«*^8 

=  [fl.*l*  +  *,*AV-2Ä,rja,s]  +  Z,«[V  +  *8*-25253COÄ<yJ 
Femer  ist:       ^^ ^  i^*»  ^^*^«  "''  '^^  ^^^^»^  ^^^'  ^^  "  *»  ^'^^  ~  ^'''  *^*' 
[a,  i]  =  f*,i([«,  *]  -  *l^'l)*+  ^?(^22  V  +  ^88 V  +  2|^3*2*s) 

-  2Z'i(52fi,2  +  *3i*18)(l«l  *]  -*l-^'l) 
=  f*ll  [«  I  *]'  +  ^  'i*  (*i*  f*ll  +  *2*  f*22  +  *8*  ^88  +  2  *2*8  ^23  +  ^  *,  -^3  ^18 

+  2  *i  *2 1^*12)  -  22"i  [a, /]  (*i  fi„  +  ^2  ^12  +  ^3  ^is) 
oder:    =^i[«' *]*  +  -^V[«» '1  -  2ArV[a,s]  =  [a,  5].(^n[«.*] -^?) 

Z«ltMliim  X  MstbMimtik  u.  Pbjtik  XZIX.  4.  \^ 
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Nnn  sind  aber: 

und  daher  wird: 

Die  Determinante  [a,il,5]  geht  über  in: 

-  2  A" J« ,  «] .  («1  v^i  +  ^,  v„  +  *3  v,3) 
=  Vu  [a,  s]«  +  J^\*[a,  5,  5]  —  2X\[a,  «]  .[*,  Vi^  +  5, v,,  +  s^v^^]. 

Da  aber  der  Ausdruck  ^1  Vn '^^s^'is'l' ^s^is«  sowie  die  Determinante 
[a,$,5],  welche  zwei  gleiche  Reiben  besitzt,  identisch  Null  sind,  so 
folgt : 

und  hiermit  ergiebt  sich  nach  5): 

,_64ffl7>H_  64Ä«7« 


7) 


rf»  = 


Vn  [a ,  S]  V^SS  +  V^M  ""  2 '«*8^23 


X 


«11»  «1«> 

«18 

««1>    «MI 

«28 

• 
• 

^31»    «32» 

«33 

«111  ^121    «181    ^1 

«211  «221    ^fs^   *2 

«31»  «821    ^331   *3 

^11  *2 1       *3 1      " 


Ganz  ähnliche  Ausdrücke  erhält  man  für  die  Längen  d^  und  r/3  der 
mit  den  Seiten  ATj  und  ^"3  parallelen  Durchmesser  des  Kegelschnittes. 

Bezeichnet  man  mit  />^,  P21  p^  die  senkrechten  Abstände  des  Kegel- 
schuittcentrums   yon    den  Seiten    des  Fundamentaldreiecks,    so  hat  man: 

und  da  stets: 

27  =  p,s,  +^2*2  +/'3*3  =  x(*i^"i  +  ^g-i'j  +  s^X'^  =  x[rt,  5] 
ist,  so  folgt: 


8) 


Pi  = 


_2/A', 2JA"j 2J^'g 


Pg  = 


;'s  = 


[«,5]-     '-'-  \a,s-]       "»^[a,») 

Die  Verbindungslinie  der  Mitten  der  Seiten  X^  und  A3  des  Funda- 
mentaldreiecks hat  die  Gleichung:  —  5,  X^  +  ^g  A'^  +  ^a^^j  =  0,  die  dadurch 
auf  die  Normalform  gebracht  wird,  dass  man  sie  mit  dem  Ausdrucke: 

p,  =  [(—  Sy^  cos  €j  +  «2  cos  s^  +  53  cos  f^)^  -|-  (—  5j  si/i  ^^  +  ^2  sin  e^  +  -'^a  ^*'»  ^3)*]^ 
dividirt.     Nun  ist  aber: 

Ql  ^  [*!*+ V  +  *3*  ""  2^2^3  (^OSÖ^  +  2s^S^  COSÖ^  +  25j52  COS  6^]^  =  2^^ 

und   daher  lassen  sich  die  senkrechten  Abstände  />', ,  p\^  p'^  des  Kegel. 
scbaittceDtmms  von  den  Seiten  des  Mittendreiecks  ausdrücken  durch: 
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' » =  27,  ^'»  -*"'  +  *«-*"»-  ^  ^'^  • 

und  weil  hierfür  die  Benehnng  besteht: 
SO  findet  man: 

Will  man  nun  das  bisher  Oefandene  auf  eine  beliebige,  dem  Fun- 
damentaldreieck einbeschriebene  Elllipse  fibertragen,  welche  durch 
die  Gleichung: 

dargestellt  werden  kann,  so  hat  man  nur  zu  setsen: 

and  erhält  somit  hierfür: 

femer : 

JT'j  =  —  2  a^ «,  «3(5,  «3  +  530,) , 

X\  =  -'2a^a^a^{s^a^  +  s^ai); 
[a,y]  =  — 4a,  «,«3(0^  5,^3  + ffjSjSj +  «35,5,); 

und  wenn  man :  «x^s^s "i"  ^s'i ^s  'i'^^^^ih^^  "*  setzt,  so  findet  man : 

J  J  J 

P\  =  —  (^i^s  +  ^s'^i)»     ^«  =  ^  ^*i  "3  +  ^8«i)»     P^'^m  (^i"«  +  ^«"i^» 

Ffir  den  Inhalt  F^  der  Ellipse  h\  erhält  man  somit  nach  3): 

Hl* 

Da  aber:  p\p\p\''= L^^__1.XJ  = ^_J_s  igt,  go  folgt: 


m"  wi'  ^ 


\b 


% 
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Hat  das  Centram  einer  beliebigen  einem  Dreieck 
einbescbriebenen  Ellipse  von  den  Seiten  des  Mitten- 
dreiecks die  Abstände  p\^  p\^  p\  nnd  ist  R  der  Umkreis- 
radius  des  erstereu  Dreiecks,  so  ist  der  Inhalt  der  El- 
lipse:  


10) 


F,  =  2nj/Rp\p\p\. 


Ans  7)  ergiebt  sich: 


oder    F^  =  4w''iP,  I 


weshalb  folgt: 

Sind  f>i,  Pj,  Ps  die  Abstände  des  Centrnms  einer 
beliebigen  einem  Dreieck  einbeschriebenen  Ellipse 
von  den  Seiten  des  Dreiecks  nnd  (Z^,  d^y  d^  die  Längen 
der  mit  den  Dreiecksseiten  parallelen  Durchmesser  der 
Ellipse,  so  ist  ihr  Inhalt: 

11)  K  =  ^^d^Pi  =  ind^p^  =  ^nd^p^. 
Zugleich  ergiebt  sich: 

12)  Die  zu  den  Dreiecksseiten  parallelen  Durchmesser  der 
Ellipse  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  senkrechten 
Abstände  ihres  Centrums  von  diesen  Seiten. 

Ferner  hat  man: 

1 3)  d*p*  +  d,V,»  +  rf»Vs*  =  48  Rp\  p>',. 

Die  Berührungspunkte  des  Kegelschnittes  A^^  mit  den  Seiten  des 
Fundamentaldreiecks  haben  die  Coordinaten  0,  »3,  a^;  ^3,  0,  a,;  a^,  a, ,  0 
und  daher  hat  das  von  ihnen  gebildete  Dreieck  den  Inhalt: 

0,    »3,    Cfg 

d.   ^n  Oa    U 


«3'    ^1     «1 

«2»  «n  0 


(«2  *S  +  «3  ^2)  («1  *8  +  *^s  ^1)  («1  h  +  ^ih) 
woraus  sich  ergiebt: 

14)    Der   Inhalt   des   von   den    Berührungspunkten    der   dem 
Dreieck     einbeschriebenen     Ellipse    gebildeten    Drei- 


ecks ist: 


PiPiPs 


Wäre  Kg  eine  Parabel,    so   hätte   der  Quotient 

Eins,  da  die  Grössen  p  alle  unendlich  gross  sind. 
Satz: 


P1P2P3 


den  Werth 


PiP2p3 

Daher  der  bekannte 


15)  Der  Inhalt  eines  von  drei  Parabeltangenten  gebildeten 
Dreiecks  ist  die  Hälfte  vom  Inhalt  desjenigen  Drei- 
ecks,   welches   die   drei    Berührungspunkte   bestimmen. 


Von    M.  G(<t:lNEB, 


Ans  4)  folgt; 


16)  «HS' 


I 


+  2ttjOr^  co»ffj). 
Dm  die  geometrische  Bedentaag  dieses  ÄaBdrocks  ermiitela  zu  kön- 
nen, ist  Folgendes  vorauszuschiuken:  Ist  die  GleicImQg  eines  Kreises  in 
trimetriscben  Coordinaten  gegeben,  ho  kann  man  sieb  dieselbe  durcb  Eiu- 
rührang  der  Äasdiücke  füT  .\',,  A\,  JV^  in  recbtvinklige  Coordinaten  über- 
geführt denken,  so  class  die  Kreisgleicbnog,  wenn  ir„,  y„  die  recblwiuk- 
ligen  Coordinaten  des  Kreiscentrnms  nnd  @  den  Rndins  des  Kreises  be- 
deuten, die  Form  annimmt: 

»[(i-ij'  +  (j-y.)'-s'|=0. 
]>enkt  man  sich  nun  in  dieser  Gleicbnog  an  die  Stelle  von  x  nnd  y  die 
poordinaten  a-„,  y^  eines  beliebigen  Punktes  gesetzt,  wodnrch  man  erhält: 

stellt  der  Ausdruck  (aJo"""™)*  +  (yo^^m)*  das  Quadrat  des  Ab  stand  es 
der  Punkte  a,,,  ^y   and  x„,  !/„  vor  nnd  man  hat  somit  für  die  Länge  / 
der  vom  Punkte  x^,  y^  an  den  Kreis  gelegten  Tangente  die  Beziebnng: 
17)  ir»  =  K. 

L  Der  dem  Fandamentaldreieck  conjngirte  Kreis  hat  die  Gleichung: 

I  ^,»s,  cosa^  +  X*s^  cosoj  +  .V^*s^  cosa^  =  0, 

'  es  ist  also  bierflir: 

1  =  s,  cosa,  cos^t,  +  s„  cosa,  cos^t^  +  s,  cosa,  cos'e, 
oder  auch: 


«d  daher  durch  Addition  beider  Gleichungen: 

2  A  =  s,  cos  ö,  +  jj  cos  Oj  +  Sj  cosSg  =  —  ■ 

Igt  (  die  LSnge  der  Tangente,   die  vom   Mittelpunkte  des  Kegel- 

mittesi'f  an  jenen  Kreis  gezogen  werden  kann,  so  bat  man:  t^=  — k, 

wobei    die  Grösse    m  dadurch  erhalten  wird,   daas  man  in  der  Gleichung 

des  Kreises   statt   der   rechtwinkligen  Coordinaten  diejenigen  des  Mittel- 
ppanktes    von  i',  oder   statt  der  Ausdrücke  Ä\,  .tj,  -Vg  die  Abstände  p,, 
Ik,  Pf  des  Centrums  von  den  Seiten   des  Dreiecks  setKl.     Daher  ist: 
P  K=pi*SiCoiö,  +;'o*Ss  cosa, +  j[*3*0g  cos fl, 

=  -iC»i  (*,«»  +  *»«,)' f''so,-|-s,{s,«,  +  *3n,)*cos 5, -(-S3(s,«,-(-s,<.,)»rosa,] 

nnd  somit: 

also  ist  nacb  16): 
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»«+»«  =  (» 

QDd  es  ei^ben  eich  die  bekanBien  SftUe: 

18)  Die  Samme  der  Halbaxenqnadrate  eines  dem  Dreieck 
einbeschriebenen  Kegelschnittes  ist  gleich  dem  Qua- 
drate der  Tangente,  die  vom  Mittelpunkte  desselben 
an  den  dem  Dreieck  conjngirten  Kreis  gelegt  werden 
kann. 

Da  der  dem  Dreieck  conjngirte  Kreis  den  Hdhenschnittpnnkt  des 
Dreiecks  snm  Centmm  hat,  so  folgt: 

19)  Die  Mittelpunkte  aller  einem  Dreieck  eiubeschriebe- 
nen  ^Kegelschnitte,  ffir  welche  die  Snmme.der  Halb- 
axenqnadrate constant  ist,  liegen  anf  einem  Kreise, 
dessen  Mittelpunkt  der  Höhenschnittpunkt  des  Drei« 
eeks  ist. 

20)  Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  einem  Dreieck  einbe* 
sehriebenen  gleichseitigen  Hyperbeln  ist  der  dem  Drei- 
eck conjngirte  Kreis. 

Betraditet  man  nun  einen  dem'Dreiedc  umsj^hriebenen  Kegel* 
schnitt,  dessen  Gleichung  ist:  ' 

so    hat   man    in    den    früheren  Entwickelungen  nur   a^  s=  a,,  =  o,,  =  0, 
tfjs^^it   ^18^^'   ^is^=^8  ^^  setzen  und  erhält  sodann: 

Ä\  =  —  «3  (*,  a,  +  ^jflj  —  ^s^s) , 
[a,  8]  =  5j«ai«  +  *g«flp,«  +  *3«fl3«  —  25,^3  a^a^  —  25,  ^3  f#,  a^  —  25,5,  a,fl,, 

[a]  =  20,0,03,     ^n  =  -  2a,  s^s^^. 
Setzt  man  der  Kürze  halber: 

—  5,«ö,«  —  S^^a^*  —  53« 03*  +  25,^3  0,03  +  25,  53  a,fl3  +  25,5,  0,0,  =  n, 
—  «l«l+*«Ö2  +  *S«8  =  Pl»     *l''l  — *8fl«  +  *3''8  =  P8»     *l«l  +  *«Ö8-*S«8  =  P8' 

so  werden: 


Pi  = 1 '       Pi  = 1 '      Ps  = 


und  daher: 

*       ^s^a^n^J  *       45,0,03/'  *       4530,0,/ 

Für  den  Inhalt  Fu  der  Ellipse  A'u  folgt  uun  aas  3): 

,  _  256n»y^/?*o,»o,*  /^3« 

da  aber  nach  21): 
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ist,  .0  ergiebt  .ich:      ^''''''      2567*«^^ 

Hat  das  Centrnm  einer  beliebigen  einem  Dreieck 
umschriebenen  Ellipse  von  den  Seiten  des  Dreiecks 
die  Abstände  />|,  p^y  p^  und  von  den  Seiten  des  Hitten- 
dreiecks  die  Entfernungen  p\y  p\,  p\y  und  ist  R  der 
Umkreisradins  des  Dreiecks,  so  hat  man  für  den  Inhalt 
der  Ellipse:  

22)  /?;  =  ;j;,jp  p  7/^.^^. 

r     P1P2P3 
Aus  7)  folgt: 

rl.     —  —  ^  » 

5,53«  Pi 

daher  ergiebt  sich: 

Für  die  Längen  (/|,  d^^  ä^  der  mit  den  Dreiecksseiten 
parallelen  Durchmesser  einer  dem  Dreieck  umschrie- 
benen Ellipse  bestehen  die  Beziehungen: 


jt_4/?/>gP3         .,_4/?p^P3         .,_4/?p^Pa 
Pi  P*  Pi 


23) 
Da  ferner: 

,^e4nWP.W^e4^ 

PlPiPs  ^ 

ist,  so  folgt: 

Der  Inhalt  der  dem  Dreieck  umschriebenen  Ellipse 

ist  auch: 

_nd^d^d^ 

Die  Tangenten  des  Kegelschnitts  Ku  in  den  Eckpunkten  des  Drei- 
ecks haben  die  Gleichungen: 

und  die  gegenseitigen  Schnittpunkte  dieser  Tangenten  haben  daher  die 
Coordinaten  —  öj,  «g,  Og;  Ö1,  —  «ji  Og;  «i»  ^''ji  —  «s  '^^^  bilden  ein  Dreieck, 
für  dessen  Inhalt  /iu  man  hat: 


24) 


^7||  ■         W|  «a  wo  •'  • 


—  a 


1» 


a 


1» 
1» 


a 


•3 


2> 


a« 


<»«i     — <»s 


•PiPaPs 


.1  o  *  *.    /^  ^  >,  .  8 a^ fl, gg g| Sg 53 p'i p'g p'3 
=  4  5, 5,  5«  y  Ä,  a«  öo  : *        — - — = — - ; 

*    *    *         *    *    ^  PlP,P8 


somit  ist: 

25) 
Ans  4)  folgt  in  diesem  Falle: 

«>«         *w*  .  /«•       64Ä*^*<i,  «•/»•  ,  .  .  . 

26 )       V  +  ®*  = 1  ("1  ^^*  *^i  +  ''a  ^^*  ^«  +  "s  ^^**  ^s)* 


^u  —  TT  •  -; — ; — r  * 
^    PiPtP^ 


n 


2BS    IsballfbeitiflUDiiiig  der  etoaBi  Dirieck  dubeiehr.  €«e.  EIIipMa. 

Der  NennpnnktkreU  dei  Fnndamentaldreieck«  hat  bekmiintlidi  die 
Oleiebnng: 

d«ber  ftad  die  Ooettdenten  Ton  ^  nnd  y*  dieser  Gleiehvng: 

1 »  «I  eo$0i  eatFii  «f* ^  eoip^  eof^  +  ft  ^^^^s  cotFi^  —  #|  cot «t  cott^ 

—  ^  co^ffi  co$eg  —  #9  eof  fi  cot t| 
«iid 

i  Ol  #1  eo«et  fin'fi  +  «« cot  et  ^*^  +  ^i  <^'tfi  «m*f,  —  #«  ^  ^  foiti 

daher: 

Sil  v  «,  CO« 01  +  ^1  ^^^»'^  +  '•  co$6g  —  «t  co#(ft— fa)  —  't  eof(e,— €|) 

weraui  felgt; 

2/ 

lit  I  die  Lioge  der  Tom  Centram  des  Eegelsclmittes  K^  an  den  Nenn* 
ponktkrels  geheädea  Tangeiitev  so  hat  man: 

wobei : 
oder: 

—  *i  Of «a Pt^» "  h «I «a ^1  ^s  —  St^iOtQiQt\% 
also: 

!•  =  1^  [*,•  (St  O,  ^  -  5,  a,  p,)«  —  5/  «,•  p,«  +  5,«  (5,  a,  ^,  -  5,  fl,  ^,)«  -  5/  fl,*  ^* 

Nun  sind  aber: 

—  «I  «I  ^1  +  *t«t?i  +  *»«aea  =  ^et»      *i «I  Pi  —  ^t^tet  +  ^a^a^a  =  ^i  ^a» 

*i  «I  Qt  +  *|0t  ^  —  ^a^a^a  =  ^1^1 
und  es  wird  deshalb: 

Da  nun:  , 

und 

*i'ei  +  Vei  +  VPs  =  i*i  «t*a(«i  «>*0i  +  «f  «>*0f  +  «a ^0*<^a)^ 

so  ist«  abgesehen  Ton  dem  Voneichen: 

^      ^PiPtPa**/ 

Mit  RQeksicht  auf  26)  und  21)  geht  nun  berror: 
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Die  Snmme  der  Halbaxenqnadrate  eines  dem  Drei- 
eck nmschriebeDen  Kegelschnittes  lässt  sich  darch  die 
Abstände  seines  Mittelpunktes  von  den  Seiten  des 
Dreiecks,  sowie  durch  die  Abstände  desselben  von  den 
Seiten  des  Mittendreiecks  und  durch  die  Länge  der 
Tangente,  die  vom  Centrum  an  den  Neunpunktkreis 
des  Dreiecks  gezogen  werden  kann,  auf  folgende  WeTse 
ausdrücken: 

27)  a«+©'-<«.4^^^- 

PxPtPt 
Zogleieh  geht  hieraus  hervor,  dass  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte 
aller   einem  Dreieck   umschriebenen    gleichseitigen  Hyperbeln   der  Neun- 
punktkreis  des  Dreiecks  ist,  weil  hierfür  9l'  +  93*  =  0  wird. 

Ein  dem  Dreieck  conjugirter  Kegelschnitt  hat  die  Gleichung: 

weshalb : 

dl,  =  i^i ,     a„  =  a, ,     08,  =  A^ ,     at,  =  «is  =  a,t  =  0 

zu  setzen  sind;  und  man  hat  daher: 

[a,  5]  =  —  WA^A^  +  V^i  ^8  +  *.'^i ^f),     H  =  ^1  ^t^8 
und,  wenn  man: 

*l'  ^t  ^8  +  *t*^l  ^8  +  V^l  ^t  —  ^ 

setzt,  so  werden: 

^S\^2^t^                        ^S^jSfJt^J                        XtS^ji^^^J 
p    -s ,  p    SS- ,  p    s= . 

U  U  U 

Für  den  Inhalt  Fe  der  Ellipse  K^  findet  man  somit  nach  3)  die  Beziehung: 

ßi^^J^^^^A^ 

weil  aber: 

32  Ä  7*^/^,*^,« 
PiPtPs  = -z 

ist,  so  ergiebt  sich  der  von  Faure  bewiesene  Satz: 

Der  Inhalt  einer  dem  Dreieck  conjugirten  Ellipse  ist: 

28)  Fc^nY^RpiPtPt' 

Aus  7)  folgt: 

ßilPJ^A.AtA. 

da  aber:  ^  ^^ 

so  ist,  wenn  man  mit  /Tj  die  zur  Seite  5,  gehörige  Höhe  des  Fundamen- 
taldreiecks bezeichnet: 


884    iBMtribfftinniiisg  der  me«  DvdMk  ^besdv*  «te.  WBStfmm, 


Bit  BodnMt  wat  28)  folgt  mbH: 

Hftt  da«  OeBtriiB  einer  beliebtfeB  eimem  Dreieek 
eeaJBgirteD  Bllipee  tod  de»  Seite»  dee  Breieeke  die 
Abetlade  Pi«  |»t,  p%  umi,  eind  feriier  A|«  At»  i^  die  H5lieB 
*  and  it  der  Umkreieradias  dee  Dreieeke,  eo  bUetekem 
fflr  die  aa  dea  Dreieekeeeitea  parallelea  Darekaieeeer 
^if  4f  d;  der  Ellipee  aad.  fftr  derea  lakalt  F^  die  Be* 
siehaagen: 

d/(#,-*.)«8ÄftA.   di«(A-»,)«8iI|ii|i„    i^*(l»«-A,)»8iljMib; 
Feraer  Mgt  aae  4) 

30)  ff+y^-^^^y^'^^^t+4i+^,)> 

Der  Umkreie  dee  Ihviieeks  bat  die  Oleiehaag: 

aad  die  CoeAeieatea  Toa  tf  aad  k'  dieser  Olriehaag  eiad: 

iasr,  eoff|€eft,  +  i^eefi,  eofe,«f''t^^<i  ^^<if 

Issf,  imct  «tu ff,  +  J^  ftifffi  «tht,  +^a  ^<'><i  ^'ti 

daher: 

2/ 
2A  =  —  «,  cos tf,  —  5(  co5<r,  —  «,  co5 <r,  = 5-  • 

X» 

Für    die  Lftage    t   der  vom  Mittelpankt   des  Kegelschnittes   K^  an   den 
Umkreis  gesogenen  Tangente  hat  man  somit: 


wobei : 


x  =  «,p,p,  +  «tPiPt  +  *iPiPt  = -^ ('^i  +  ^t  +  ^^i); 

es  wird  also  nach  30): 

t*  =  r  +  iB*, 
d.  h.: 

31)    Die    Summe    der    Halbaxenqnadrate    eines    beliebigen 

dem  Dreieck  conjagirten  Kegelschnittes  ist  gleich  dem 

Quadrate  der  von  seinem  Gentrum  an  den  Umkreis  des 

Dreiecks  gelegten  Tangente. 

« 

Es  liegen  daher  auch  die  Mittelpunkte  der  einem  Dreieck  conjngir- 
ten  Kegelschnitte,  wofür  die  Summe  der  Halbaxenquadrate  constant  ist, 
auf  einem  Kreise,  der  das  Umkreiscentrum  des  Dreiecks  zum  Mittelpunkt 
hat,  und  die  Mittelpunkte  aller  einem  Dreieck  conjngirten  gleichseitigen 
Hyperbeln  befinden  sich  auf  dem  Umkreise  des  Dreiecks.  — 


Von  M.  Grbinrr.  2'fe> 

Ist  ein  Dreieck  und  ein  beliebiger  Punkt  />  gegeben  und  wählt  man 
denselben  als  Mittelpunkt  von  drei  Kegelschnitten  Am,  k\  und  AV,  wolche 
dem  Dreieck  beziehungsweise  umschrieben,  einbeschrioben  und  conjugirt 
sind«  so  haben  in  den  Formeln  10),  14),  22),  25)  und  28)  die  Grössrn 
P\%  Fty  Pt«  P^»  Pty  P%  gleiche  Werthe  und  es  ergiebt  sich  sundchst  aus 
10),  22)  und  28): 

32)  Hat  man  drei  concentrische  Kegelschnitte  K^y  h'e  und 
Ect  wovon  der  erste  einem  gegebenen  Dreieck  umschrie- 
ben, der  zweite  demselben  einbeschrieben  und  der 
dritte  dem  Dreieck  conjugirt  ist,  so  besteht  für  die 
Inhalte  dieser  Kegelschnitte  die  Beziehung: 

Aus  14)  und  25)  folgt:  ^c*=^«.^.. 

33)  Ist  von  zwei  concentrischen  Kegelschnitten  der  eine 
K^  einem  Dreieck  umschrieben,  der  andere  A«  demsel- 
ben einbeschrieben,  so  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks  das 
geometrische  Mittel  zwischen  den  Flächen  jener  bei- 
den Dreiecke,  welche  von  den  Berührungspunkten  des 
Kegelschnittes  K^  und  von  den  Tangenten  des  Kegel- 
schnitt es  AT»  in  den  Eckpunkten  des  gegebenen  Dreiecks 
gebildet  werden;  d.  h.: 

Amsserdem  bat  man  noch  die  Relationen: 

34)  F^xF,=^J:J,=^/t^'.J. 

Ist  die  Lage  des  Punktes  P  eine  derartige,  dass  ein  Paar  der  drei 
concentrischen  Kegelschnitte  inhaltsgleich  wird,  so  sind  alle  drei  Kegel- 
schnitte fllehengleich ;  zudem  haben  alsdann  die  beiden  Dreiecke  Jg  und 
^^  waX  dem  gegebenen  Dreieck  gleichen  Flächeninhalt.  Der  erwähnte 
Fall  tritt  aber  dann  ein,  wenn  für  den   Punkt  P: 

Pi  P%  Pt  =  2p',  p\  p\ 
ist.     Bezeichnet   man    die  Coordinaten    von  p   mit  ATj,  X^^  X^  und   den 
Ausdruek  «t '^i  + 't  ^t  + 'i  ^i  "li^  ®i  "<>  ^^^  ^^^  zufolge  8)  und  d): 

4*,*,*,J,j;Z,  =  (@-2.t,T,)(®-2j,^,)(®-2.«,^,) 
and  es  wird  daher  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  für  den  Punkt  P\ 

+  12*,*,*,Z,T,Z,  =  0. 
D»  aber  die  Gleichnng: 

Vi",*  +  V-V  +  V^j*  -  2i,  f,  X,T,  -  2.^,  *,  X,  X,  -  1s, .»,  X,X^^(S 
denjenigen   Kegelschnitt   darstellt,    welcher   die   Seiten    des    Dreiecks   in 
ihre«  Mitten  berahrt,  so  berührt  auch  die  Curve  ü  die  Seiten  des  r>r<»i- 
eeks  in  ihren    Mitten   und   enthält   überdies   noch   die   nnendlich    fernen 
Psato  diMer  Seiten. 


23G     InballBbestimmung  der  ein<*m  Dreieck  einbesclir.  etc.  EUipaei 


Zugleich  folgt  mit  Rttcksicht  Hnf  27] : 
35)    Wählt  man  einen  Pankt  />  der  C 


Dr^ 


nd    bezi 


ieck   tiiOBcbi 
et    die    Länge 


ü  als  Hittelpnnkt 
DCD  Kegelscbnittee 
vom  Punkte  P  an  den 
alegten  Tangente  mit/, 
nqnadiate    des   Kegel- 


Neunpnnktkreis  d 
so    ist    äie    Srnnme    de 
Schnittes  &'„  gleich  2t' 
Betrachtet   man    einen    Punkt    M  als    den    gemeinsamen    Mittelpunkt 
zweier  KegeUcbnitte  AT,  und  H^,  wovon  der  eine  dem  Ilreieck  einbeschrie- 
ben, der  andere  demselben  conjngirt  ist,  so  roüsseii ,  im  Falle  für  beide 
Kegelschnitte  die  Summen  der  Ualbaxeaquadrate  gipich  gross  sein  sollen, 
die    vom  Punkte  .W  an    deu  dem  Dreieck  conjugirten  Kreis  and  an  den 
Umkreis  gelegten  Tangenten  nach    18)  und  31)  gleich  lang  sein,  weshalb 
JV  der  Potenzlinie  beider  Kreise  angehören  ronss. 

Sei  u,  ^,  4- u, ^, -{-  u,  JT,  =:  0  die  Gleichung  dieser  Geraden,  so  bat  man  : 
%(s,  XtX^  +  s,.\,  X,  +  s,X,  X^)  +  i.{\,'s,  cvsa,  +  X,'s,eosa,  +  Ä.'s,  coia,) 

woraus  folgt:  ,     ,     _ 


Es  ist  daher  die  Gleichi 


genannten  Potenzlinie: 
?osa,  +  X\  cosot  +  X,  cosot  =  0, 
ikale  des  Punktes  H  = 


1 


welche  als  die  Harmonikale  des  Punktes  H  =  — ^— i  — - — i  — ^ — >    nXm- 
cos  ff,     cos  ö,     cos  <j, 

lieb   des    Höhcniichuittpnnktes    des  Dreiecks    .f,  j~,  ^,    angesehen   werden 
kann,  weshalb  sich  ergiebt: 

36)    wählt   man    irgend    einen    Punkt    der  Harmonikale    des 
Höhenschnitt  Punktes    eines    Dreiecks    als    Centrum 
zweier  Kegelschnitte,  wovon  der  eine  dem  Dreieck  ein- 
beschrieben.  der  andere  demselben  conjngirt  ist,  so  ist 
für   beide  Kegelschnitte   die  Summe  der  Halbaxeuqna- 
drate  gleich  gross. 
Das  Mittendreieck  ist  mit  dem  gegebenen  Dreieck  ähnlich  und  Shn- 
lich-liegend,    und   der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  S  beider  Dreiecke 
ist    ihr   Aehnlichkeitspunkt;   alle    Strecken    des   Mitteudreiecks   verhalten 
sich    zu   den    entsprechenden    Strecken    im    gegebenen    llreieck   wie   1 : 2. 
Jedem  Punkte  f  des  Dreiecks   entspricht   ein  ganz  bestimmter  Punkt  Q 
im  Mittendreieck  derart,  dass  der  Schwerpunkt  auf  der  Verbindangslinie 
beider  Punkte   liegt   und   von  P  doppelt  so  weit  entfernt  ist  als  von   Q. 
Daher   sind  die  Abstände  p,,  pt,  p,  des  Punktes  P  von  den  Seilen  des 
Dreiecks    doppelt    so    gross   als  die  Abstände  g\,  g',,  q',  des  Pnnktes  Q 
von    den   Seiten    des    Miltendreiecks,      Bestimmt   man    nun    einen  Kegel- 
schnitt, der  P  zum  Centrum  hat  nnd  dem  Dreieck  conjngirt  ist.  so  bat 
m&D  ffir  seine  Fläche  Pc  nach  2S):    /',  =  n)/2fl/«,f,p,i  wKhlt  man  ferner 


I   M.  Gheihbr. 
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Q  Kam  Mittelpunkt    eines    dem    Dreieck    einbeschriebesen   Kegelschnittes, 

so    ist   dessen    Fläche    Q,  nacli    10):    P.  =  2n/fl/,  ?','/ii    "eil    aber   q, 

^  ipi.    '/•  =  i/'f>  ?«  =  i/'ji    so  folgt:    /'r  =  2p,nod  man  hat  den  Satz: 

37)    Bestimmt  man  an  dem  Mittelpunkte  eines  dem  Dreieck 

conjngirten  Kegelschnittes  dcu  entsprechenden  Punkt 

im  Mittendreleck    und    wfthlt  diesen  als  Centram  einea 

dem    Dreieck    einbeschriebeueu    Kegelschnittes,    so   ist 

»der  Inhalt  dieses  Kegelschnittes  halb  so  gross  als  der 
Inhalt  des  ersteren. 
Der  Höbcnschniltpunkt  des  Dreiecks  bat  zum  entsprechenden  I'unkl 
im  Mittendreieck  das  Umkreiscentrum;  berücksichtigt  man  ferner,  dasa 
der  dem  Dreieck  conjugirte  Kegelschnitt ,  weklier  den  Höhenschuiltpunkt 
KOm  Centrnm  hat,  der  conjngirte  Kreis  ist,  so  folgt  nach  37); 

■      38)    nie  FUche  des  einem   Ureieck  conjugirten  Kreises  ist 
doppelt  so  gross  als  die  dem  Dreieck  ei  n  beschrieben  e 
Ellipse,     welche    das    Umkreiscenirnm     snm     Mittel- 
punkt hat. 
Da   dem  Umkreis  centrnm    im  Mittendreieck    das  Neunpunktkreiscen- 
tmm  entspricht,  so  ergiebt  sich  anch: 
^H       3^)    Die  mit  dem  Umkreise  concentrische  dem  Dreieck  con- 
^^H  jngirte  Ellipse    ist    doppelt    so    gross,    als  die   mit  dem 

^^H  N&iinpnnktkreise     concentrische    dem    Dreieck    einbe- 

^H  schriebene  Ellipse. 

^^H  Jeder  Kegelschnitt,  der  mit  einem  dem  Dreieck  amschriebenen  und 

^^^ndnrch     die    Gleichung    A'^  =  n,  J',-r,-|- n,.V,  .1',  + o,  .V,  ^,  =  0    gegebenen 
^^^DCegelachnitt  homotbetiscb  ist,  lässt  sich  durch  die  Uleiclinng  darstellen: 

Soll  dieser  Kegelschnitt  aber  Überdies  noch  dem  Dreieck  conjugirt  sein, 
■o  mlissen  die  Beziehungen  bestehen: 

^^^kronuB  mau  erhält,  wenn  man: 

^^n>abei 
^HcODJn 


i,j,  +'»t»i  +  ''t«.  =  eii 


',  +  ".» 


".»,+".«,- 


taber   ist   die  Gleichung   des   mit  h'a    homotheti sehen    und    dem  Dreieck 

WDJngirten  Kegelschnittes: 

A-,  =  .!-,'*,'?,  +  J,' Ve,  +  'Wp.  =  0. 
Der    Mittelpunkt    P    dieses    Kegelschnittes    hat    aber    die    Coordinaten: 
't'iPtPii  'i'iPiPii  'i^tPiPii    weshalb  seine  Abstände  /i, ,  p,,  p^  von   den 
S«iien  des  Dreiecks  die  folgenden  sind: 


:;?SS  Uhiitt^^^rtBUttotf  etc.    Von  M.  Grumbb. 


-•s.    ».    ^-- 


*^^^ 


^W  VVi^^^m  \l  ^im  Ki»tiul«aMlin  IT«  hau  ifie  OMidnalen  «,^11  ««ft 
^^v  «>»  «Jte«^  ^i^tM«^«^  Al>««te^  ^nift  JM  SiHilM  dm  Mittendraada  sind 


ii.  -*- 


f^^ti:.      »^=-fl-      H^^9% 


^\'^^  ^IvxVsv^wM^^  ^A¥  4«  eineB  den  Dreieck  im£<r]brie¥emem 
K ViV'Wv^t^^UW  ^«  ien  homotbetiseben  d«*»  Drtieckcom- 
i^^vsw^  K<^$«'l«cbnitt  A*,.  so  gebt  die  Teriixdvmgsllaie 
^ks9>\  \kiuelpmnkte  dnrcb  des  Sebwerpnakt  il«s  Drei- 
vwK^x  U^c  viMi  dem  CentrniD  des  letsterem  Kegelsckait- 
Vv^^  Un^^P«"!!  $0  weit  entfernt  i«t,  als  Toa  dem  Ceatram 
vt^4i  iM«l«ren;  ferner  ist  die  Flicbe  des  dem  Dreieck 
v^v^uju|(irten  Kegelscbnittes  doppelt  se  gress^  als  die- 
ji^uij^e  des  dem  Dreieck  eiabescbriebeaea  aad  ait  Jl^ 
\xiu\centriscben  Kegelscbaittes. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XIV.    Znitt  Normalenproblem  der  Ellipse. 


Das  Normalenproblem   der  EegeUchnitte, 


e    durch    Je 
I   gellt   und 


Cliaele 


die  Constrnction  der 
echnn  die  alten  Geo- 
■sle  liHBBelbe  mit  UiH'e  einer 
I  gegebenen  Punkt  und  den 
[iereu  Asymptitten  den  Äiefr-^ 
ifBcheu  und  elegftu(ftö''Ife*4i!yj 


!nden  i 


pui 

I 


I  l'Ür  die  PrwähMft^Oon^. 
EU  fus»Fnd«n  Bei 
tn  /i  .-f, ,  B B^  gegebene 
ibene  gelegener  Punkt; 
on  £,  reep.  deren  h'uss* 


beBcbHftigl 
meter  und  ÄppoloniuB  vnn  Pergae  lösle  di 
gleichseitigen  Hyperbel,  we 
Mittelpunkt  des  Kegclscbni 
des  Kegelachnittee  psrnllel  t 
rdr  die^e  CoDHtruction  gnb 
coniquee.      Wir  befaseen  um 

(ofern  es  sich  auf  die  Ellipse  bezieht,  und  gebt 
iJtlUCtioa  einen  nenen  auf  räumliche  Belraclilun 
'  Sei  E  (Taf.  VII  Fig.  3)  die  durch  die  A: 
Ellipse.  O  ihr  Mittclpnnkt  und  M  ein  in  ihrer 
illen  die  durch  letzteren  gehenden  Normalen 
;le  bestimmt  werden. 

Die  Ebene  der  Ellipse  soll  im  Folgenden  ^teta  H  genannt  werden. 
Einem  bekaunteu  Theorem  von  Dandelin  zufolge  lassen  sieb  durch 
awfli  Rotatiouscylinderflächen  legen,  welche  in  Bezug  anf  die  Ebene 
an  einander  in  oithogonaler  Symmetrie  stehen.  Ileisse  Ä,  eine  der- 
.ben  und  eei  q  ihre  durch  O  gebende  Ase,  und  fniiaen  wir  den  Punkt 
die  Spur  einer  auf  der  Ebene  H  senkrecht  Htehenden  Geraden  nuf, 
bten  weiter  diese  Gerade  bU  die  Leitlinie  einer  Regelflache,  deren 
Erzengenden  zur  Fläche  Bc  normal  sind  und  ans  letzlerem  Grunde  die 
Axe  ß  schneiden,  sowie  auch  mit  einer  auf  p  senkrecht  geflihrleu  Ebene  r 
parallel  sein  müssen,  so  wird  die  FlMcbe  P  von  der  Ebene  H  in  einer 
Cntve  Si  geschnitten  werden,  welche  durch  die  Punkte  M  und  O  gehl. 
Der  Punkt  /  wäre  ein  Schnittpunkt  von  S^  und  £;  als  solcher  ist  er  die 
Spur  einer  Erzeugenden  i-  von  t'  auf  der  Ebene  H-,  der  Erzeugung  von 
P  zufolge  ist  e  im  Punkte  /  normal  zu  /?,,,  also  auch  normal  zu  der 
Tangentialebene  von  Ht  längs  der  durch  '  gehenden  Erzeugenden,  daher 
auf  die  Ebene  H  bezogene  orthogonale  Projection  von  e  senkrecht 
\t  der  Trace  der  genannten  Tangentialehene,   4.  \.  B«nVt«äA  »ä^  ö.** 


2*/ 

Tmxifvatie    3«t   EjÜp^ip   in  P«mktie  /  —   mm   «s^crb  W«««f«:   /  kt   der 

ÜB    aie  Zaiil  c^r  SckahxpvBkxe   v««  ^  «»a  E  «»d  immit  aach  die 
ZmM    d€v    dm^    «b««    Puikt   geiiemdem 
k^Bsea«    BfiBM»    vir  ssT«r  die  OidzvB^isBkl   d«T  Qwr  ^ 
FUc^  P  fttMeOes. 

Die  Flidie  /"  i« 
if,  ^  m«d  der  RidiMbeM  -  («siies  Sysunl    Die  Rkhu^tac  r, 
STfitentf   isi,  wü  m«    W  «ai  ^  p&nlM.   if  «Ker  aeakieiAft  mmi  H 
retcbt^]ik%  nr  Ebese  i?.  d.  k    die  Rkwet^cMa 
mufeanmader  scskxec^i   <^er  da»  Pau-ml^f«d  f" 
b^liilcbf».     XacMea  B«a  ^e  E^«»  E  der  S 

eWiDe«  r»^  der  Axe  der  PaimKciced»  miebi  y rJrl  M,  w  kaaa  ^  «i 
«oae  HjimM  mss  v"^klie  ix  «m  Fa^e,  vi-  Jl  «af  der  Axe  JiJ, 
in,  xa  n^  ma  enaMer  ac«  ~       ~      ~ 

ia  diema  FaSe  da»  PanW^ 

SOS  E  pazaJjcAf» 
T«a  r.     Lcoaere  EaiAa^f  ie  «cai,  «ie  kn;^  ax  eeCfKam,  j< 
AA^^  ":^   ^  Sfvrea   der  caa<ck  sie  ^ti>t»idta  amigiMcitKiki 

f  E  «M   dakar  aa    liaaiidar  iwlnaiaHy  aad  ümai  w  njfuiVJ  ^ 

Dir  Fwf  «aksr  der  dacreat  esaea 

t] 

Da    «±    ^   ix<£    r   aik   Ocrrca 
,   w   kB   üf  ZaiL   der   ci 

'    ^    CwaicrBSSia  ofr  .^Fraiiaif 

^w^ 

iF 

laaraiciK  v*firMa  kacEx .  ci 

df*r   v^ra  3^  «ai    3«=akIjiL  df«  AFraoomiit   der  Fi 

^la  I  XX,  5nua9axxiks$iK   ii«  iir.fc"   -bpc  dfre« 
iF  am^ztcäf:.  aJM   axc  ^  ideadKä   iic     jjc  ^^  ^j 
£-  «r   iK  JF.   oe  Vtrsksaiacffvecöfa. 
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Gerade  M  vorBtellt.  Die  Bicbtebene  r^ri,  (r,_Lp')  des  erstell  Systems  ist 
eiuH  Vcrticalprojiciteiide,  die  Richlebeoe  des  sweiteo  SystemE  ist    V. 

Um  die  Asymptoten  von  ^  zu  finden,  haben  nir  lueret  die  mit  // 
parallelen  Erzengendun  beider  Systeme  von  /'  aufzasocben.  Die  mit  H 
parallele  Eraeugende  dea  ereten  Syeteras  diusb,  weil  sie  gleicbzeilig  der 
Ebene  H  nnd  der  Ebene  r  parallel  sein  b«II,  parallel  sein  mit  der  Ge- 
raden Pfl,i  sie  ist  dslier  eine  vevticalprojicirende  Gerade  und  ihre  ver- 
ticale  Projection  h  ist  der  Schnittpunkt  von  q  mit  M'\  die  asymptotische 
Ebene  derselben  iat  uiit  >'c''h  parallel,  daher  die  durch  n  zu  r„  gezogene 
Farnllele  r,"    die  verticale,  die  durch  den  Schnittpunkt  a  der  letztern  mit 

Ir«  gezugenu  Parallele  r,^  die  horizontale  Trace  derfielben.  r,^  stellt  sonach 
^ie  eine  Asymptote  r.  von  ^  vor.  Die  mit  H  parallele  Erzeugende  des 
■weiten  Systems  soll  gleichzeitig  parallel  sein  mit  den  Ebenen  B  und  V, 
felglich  ancb  parallel  ihrer  Schnittlinie  ^.^,,  nnd  musa  alle  Erzeugenden 
jä«B  ersten  Systems  schneiden.  Die  Gernde  n  tat  bereits  eine  Erzeugende 
riea  ersten  Systems.  Um  noch  eine  zweite  solche  zu  finden,  führen  wir 
■n  beliebiger  Stelle  eine  zq  r^rit  parallele  Ebene  '',*'r,*;  diese  schneidet 
die  Leitlinie  M  und  p  in  den  Punkten  [mm)  bezw.  {rv)  und  die  Ver- 
bindungslinie (mc,  m'v)  dieser  ist  die  zweite  Erzengende  des  ersten 
Systems.  Eine  durch  n  zu  A .4^  gezogene  Parallele  stellt  nun  die  verti- 
cale  Projection  der  gesuchten  mit  H  parallelen  Erzengenden  des  zweiten 
Systems;  der  Schnittpunkt  s  dieser  Parallelen  mit  mV  ist  die  verticale 
Projection  des  Schnittpunktes  der  Erzeugenden  mit  der  Erzeugenden 
(mr,  i»'u),  s  die  zagehörige  horizontale  Projection  und  die  dnrch  letztere 
gehende  mit  J Ay  parallele  Gerade  /'„   die  horizontale  Projection  der  ge- 

»IDchteD   Erzeugenden,  nnd  da  sie  gleichzeitig  die  Spur  der  entsprecben- 
flen  asymptotischen  Ebene  vorstellt,  ao  ist  ''.  die  zweite  Asymptote  von  ^. 
Die    reelle    Axe    ist    die    Halbiruttgslinie    h  jenes   reehten    Winkels, 
Innerhalb  dessen  die  Punkte  M  und  0  liegen.     Ans  den  Asymptoten  und 
einem    der   beiden    Punkte,    z.  B.  0,   können    wir  leicht   die  Länge   der 
reellen   Axe,  resp.  die  Scheitel  der  Hyperbel  finden,  indem  wir  letztere 
auf  die  Geraden  („,  ('„  als  die  Aien  eines  Coordinatensyatems  beziehen; 
es  lautet  dann  die  Gleichung  der  Hyperbel  xy  =  k*  und  für  die  Scheitel 
gilt  speciell  x  ^y  ■=  k.    Die  Constantea  k  finden  wir  ana  den  Coordinaten 
^Kjdes  Punktes  0  und  zwar  als  deren  mittlere  geometrische  Proportionale  bo. 
^^Blaoben  wir  nämlich  hO^^^liO  und  beschreiben  über  0  0,  hIs  Durchmesser 
^^^Wnen  Halbkreis,    so    wird    letzterer    von    der    verlängerten   BBy  in  d  ge- 
troffen   nnd    es   ist  ha^k.      Die    dnrch    a    zu    AA^    gezogene   Parallele 
schneidet   h  in  einem    der   gesuchten  Elyperbelscheitel  ^,    wodurch  auch 
der  zweite  Scheitel  %,  bekannt  iet. 

Wenn  wir  berttckaichtigen ,  dass  bei  der  Bestimmung  der  Asymptoten 
(n.  ('»  von  Si  die  Axenläogen  von  R  gar  nicht  in  Betracht  kamen,  son- 
dern  dosB   auf  die  Lage    derselben    einzig  and   KV\«m   i\e  %.\^V\,wci%  &«« 

\ZrlttaiHtl  f.  Huhimmük  u.  Vhjilk  XXIX,  4.  \ft 


vrj 


blffr  -nrck   «ms  Ptakt 


-i^    ^  wjua:   :aft    '«>r=nirxr^fr  ^iwrccnea    t«!r  kLccs«B  HaAaxe  wmd 


.V«     ^^u««     iAa^^ikue    lar  'iiicencrwzs^    uni  sm»  «vsüe  J  ak  Xor 


..^^^    •.. ■    ^^«K    .ru     ^..r^«•I   ^•rm.oiTtu:^*! .  tam»  L't»  F^da^vxk^e  der  Tier 


%       X 


o«.*-«*."^*.    ^«.»ivM^^fu    V  inutaeu    Ar   £^^Q«n<!i    EZ^^rw   aaf  einer 
.  .>^  -'^v*      *^,^«*>x*    ,*     !«r!o?a.    v-tcat*    i-rrzh    m  PxaJkse   JF  and  O 

'..^    o-j.«^'*«  *«u    -lAritalift   *5o»i  iea  Klfpifunaiec  *.  5-    E»  ist 

*»*-Ni-.     'U    *r«c*>*ii    >   ^tue  yiraaTe   wr  EZ:p*?  ^rnsellt.  der 

!•    '.  .^jji» *»<%.*.      **tt5f    >;oa.ttpixn^    i*r   3^   niz    ier  Hjperbel  §; 

.»      ^     V,     ,*^»,»»    .K    '^tiÄ-.t'    ^   io»i    f  :fiar?n«c3  xai  ■iarck  die  Gerade 

V*»*..       .'  -  *      •4-     -  *  ^oMcäc  v:xr*if .  «aiecers**:»  TollkoBBen 

X..     ^^x.«     «.*%'     ^sv    \^tM*«UAUu^    iif^n*  JUvTn^cjosa    Tai  Axen   hat  in  der 

\x,    <i*^«    <<  a   >\«4^*auAc   '  ^\^a  >  ^•"ia>i'*ii.  io  kesac  man  aack  die 
.  >  ^^v^^^s      %«    \*)}t*^x'    u    i)«;MHu  y^ttiA'.^  xi'i  3ii:  Hilr'e  iie^r  findet  man 

A.  ^  «  «      ;u    'Uu:    l^^<^  C%sx   ScHiacK.  Caad.  pro£ 


*    .     .  M     l3i(  ^;uo  KAtt'JiC'^rve  a»  *' Ordnanf:  i^a*  alt  Toll- 

vH\Mi»;^^*    ^vllMkKi    4%<mrr    all^etteiaea«    weder   gewdknlich, 

^vv\^   \V^^\\^M^\^   *wll   (►^MHkr^aJiea   Oberfläckea  i»**""   and  »*•' 

»y^^V^^v   «^  kaaa   Jli«  «iar«k  leciproke  Abbildnng 
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Rqo  flicht  als  vollständiger  Schnitt  zweier  Oberflächen 
aufgefasst  werden.* 

Um  dieses  Theorem  zu  beweisen,  sei  zunächst  darauf  hingewiesen, 
dass  die  Raumcurve  ^^0  keine  wirklichen  Doppelpunkte  enthalten  kann, 
weil  sonst  /?^,  Doppelschmiegungsebenen  besitzen  müsste;  nun  hat  eine 
Raumcurve  zwar  eine  bestimmte  Anzahl  von  Schmiegungsebenen ,  welche 
für  andere  Punkte  zugleich  Tangentialebenen  sind;  dass  aber  von  den 
dem  Berührungspunkte  einer  Schmiegungsebene  auf  dieser  entsprechenden 
n  —  3  übrigen  Curvenpuukten  zu  gleicher  Zeit  drei  coincidirten,  kann 
im  Allgemeinen  nicht  vorkommen. 

Es  hat  nun  die  Raumcurve  A^,  von  der  Ordnung  0  =  |,^v 

^^   Q(^-l)(v-l) 

• 

scheinbare  Doppelpunkte**,  dagegen  unserer  Voraussetzung  zufolge  weder 
wirkliche  Doppelpunkte,  noch  Spitzen.  Machen  wir  nun  die  Annahme, 
dass  die  durch  reeiproke  Abbildung  der  Schmiegungsebenen  von  7^^, 
erhaltene  Raumcurve  B^a  von  der  Ordnung  C=Qa  der  vollständige 
Schnitt  zweier  Oberflächen  q^^'  und  <t^®'  Ordnung  sei,  so  findet  man  als 
Anzahl  ihrer  scheinbaren  Doppelpunkte  die  analog  gebildete  Zahl 

1)  ^>^C(,-l)(a-l). 

Man  sieht,  diese  Zahl  ist  abhängig  von  der  Art  und  Weise,  die  Grösse 
C  in  ein  Product  zweier  Factoren  zu  zerlegen.  Wir  können  aber  den 
Werth  von  D'  noch  auf  anderem  Wege,  unabhängig  von  der  Zerlegung 
der  Ordnungszahl  C  der  Raumcurve  R^a^  bilden.  Diese  Bestimmung  von 
/>'  gelingt  am  einfachsten  mittels  Anwendung  des  bekannten  Satzes  von 
der  Gleichheit  des  Geschlechts  eindeutig  aufeinander  bezogener  Curven 
auf  Bf^p  und   Rga» 

Nach  der  Definition '^'^^  des  Geschlechts  p  muss  daher  sein: 
(0-l)(0-2)  (C-l)(C-2)  , 

worin  x'  die  Anzahl  der  Spitzen  von  R^a  bedeutet,  die  durch  stationäre 
Berührungen  der  Flächen  ^*®'  und  0'*"^  Ordnung  hervorgerufen  sind. 


*  Ich  stelle  die  Betrachtungen  deshalb  an  der  Reciproken  der  Schmie- 
gungsebcnenfläcbe  an,  einmal  um  complicirte  Bezeichnungen  zu  vermeiden,  dann 
um  die  Anschauung,  welche  leichter  an  einem  Punktgebilde  haftet,  zu  unter- 
stützen. 

**  Salmon,  Analytische  Geometrie  des  Raumes,  n,  Art.  106. 
Salmon,  tbid.y  Art.  107. 
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Hierin  ist  %  noch  an  bekannt  und  es  handelt  sich  daranii  dea 
Werth  dieser  Grösse  unabhängig  von  der  Zerlegung  der  Zahl  C  in  ein 
Product  zweier  Factoren  sfu  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  mit  R  den  Rang  der  gegebenen  Raumcnrve  A^t 
(d.  i.  die  Ordnung  der  Tangpntenfläche),  und  mit  C  wie  oben  die  CliMe 
derselben    oder    die   Ordnung   der   Kaumcurve   B^a^    so    gelten   die  Be- 

Ziehungen:  .     ä=  ö(0- i)-.2/>=  0(^  +  v-2) 

^^  i     C  =  30(0-2)- 6/?  =  30(^  +  v-3), 

und  da  der  Rang  von  /^^^  auf  /?,   die  Glasse  derselben  auf  0  snrfiek- 
führen  muss,  so  ist  analog 

4)  Ä  =  C(C-l)-2Z;'-3x',     0  =  3C(C-2)-6/>'-8x'. 

Aus  den  Gleichungen  des  Systems  4)  erhält  man  leicht  den  Werth  von  x 

=  0-3(Ä-C); 

aus  3)  aber  folgt 

o  =  C-3(Ä-0), 

daher  schliesslich 

x'=2(C-0). 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  2)  ein  und  vergleichen  dann  2)  mit  1),  M 

erhalten  wir  als  Resultat: 

C(p-l)(a-l) 

=  (C-l)(C-2)-4^+40-(0-l)(0-2)  +  0(^-l)(if-l) 
oder  nach  gehöriger  Reduction 

5)  C(()  +  ö-8)  =  0(.a  +  v-8). 

Ersetzt   man   bierin  noch  C  durch  3  0(|u  +  v  —  3)  und  dividirt  beidersei 
mit  0(|Li  +  v  —  3),  so  ergiebt  sich: 

o/     ,  o\      fA  +  v  — 8 

fi  +  v  — 3 

Es  zeigt  sich  nun ,  dass  diese  Gleichung  für  kein  Werthsjstem  fi  ^_ 
v>2,  welches  überhaupt  reelle  doppelt  gewundene  Curven  liefert,  erfti 
ist.  Den  Fall  fi  =  2,  v  =  2  müssen  wir  besonders  discutiren.  Er  lief 
r=12,  also  (>  =  4,  0  =  3  oder  ^  =  6,  0  =  2;  die  linke  Seite  wird  dal 
=  —  3  oder  Null,  die  rechte  =  —  4;  alle  übrigen  Fälle  mögen  durch  fi> 
r  >  2  charakterisirt  sein ;  für  sie  ergiebt  sich  die  linke  Seite  ausschlie 
lieb  als  positive  ganze  Zahl,  da  das  kleinstmögliche  Werthsyst 
^  =  ö=ij/6'  bereits  für  f4=3,  v  =  2  (>  +  (?=  12  liefert,  ^  aber  mit /k  u 
V  beständig  wächst.  Die  rechte  Seite  dagegen  ist  entweder  negativ  oc 
(von  |[i  +  v>>  8  an)  ein  positiver  echter  Bruch,  wie  man  sofort  erken 
Die  Gleichung  5)  ist  also  für  alle  in  Betracht  kommenden  Wer 
Systeme  fi,  r,  (>,  o  unmöglich,  d  h.  die  Voraussetzung,  unter  welcher 
bestand,  ist  unhaltbar.  Die  Raumcnrve  B^q  kann  in  keiner  Weise  ; 
vollständiger  Schnitt  zweier  Oberflächen  aufgefasst  werden. 

Jena,  den  22.  August  18S3.  Dr.  Cabl  Hossfeld. 
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^^^K  XTL  Geometriaclier  Beweia  der  bekanntesten  Eipenaohaften  einer 
^^^^  binären  cnbiiclien  Form. 

^^^^       Es  Ut  bekannt,  datis  daa  üesac 
'  inati    mittelst    <ler   eiufaclisteD    Eigo 

oder  Bbeneti)  und  der  Fnuktreiheo 

insammen  gesetzt  freu    Gebilden  ,    im 

erbalteTi   kaoo.     AuderirseilB  haben 

Formen    einer    beliebigen    Ordnung 

welcbe    tod   der  Glcicliung   dargestellt 


'scb 

e  Uebe 

Iragungsprincip  lebrt 

wie 

□seil 

Rfteu    d 

r  Büschel    (von    Strablen 

viele  projec 

iviscLe  EigenecbaFten 

von 

bes 

ndere 

von    den    Kegelscbn 

llen. 

die 

ÜDtersuchangen  über  die  bin 

ären 

n 

und    (i\ 

er    die    Elementengri 

PPP< 

11t 

at,    die 

man    erhKIt,    indem 

man 

eine  beliebige  Form  zn  Null 
iat,  die  rationalen  Gebilde,  vo 
znerst  nnbeetimmt  zn  lassen. 
Gebilde    eine  Reihe    von    Sütz 


'ich  Betzt,  klar  gemacht,  wie  nützlich  es 
1  welchen  jene  Gruppe  einen  Theil  bildet, 
Iii  der  That  giebt  jede  Bestimmung  dieser 
geometrischen    Figur. 


Jeder  Eigenschaft  einer  beliebigen  dieser  Darstellungen  entspricht  dat 
eine  der  Form  und  umgekehrt;  man  kann  sich  daher  die  Frage  stellen, 
ob  es  möglich  ist,  den  entgegengesetzten  Weg  zn  gehen,  nimlicb  eine 
besondere  Darstelinng  einer  binären  Form  zu  definiren  nnd  aus  ihren 
projcctiviacben  Eigenschafteu  diejenigen  der  Form  herzuleiten.  Dasa 
das  im  Allgemeinen  möglich  ist,  bedarf  keines  Beweises;  wie  man  da« 
e    Form    bewerkstelligen   kann,    beweieen    die    folgenden 

I  die  cubische  Form  /  auf  einem  Kegelschnitte  A'  darstel- 
rei  Punkte  A,  B,  C. 

die  Tangenten  n,  b,  c  zu  K  in  den  Punkten  A,  B,  C, 
1  Linien,  welche  J,  B,  C  resp-  mit  den  Punkten  bc,  ca, 
ind  bestimmen  endlich  die  drei  nenen  Punkte  /,  ß',  C\ 
Jen  S  wieder  schneiden.  Der  Wurf  A ,  B,  C,  C'  ist  pro- 
Prnjection  vom  Punkte  A  auf  die  gerade  Linie  CC'; 
I  Punkt  bezeichnet,  wo  ^ß  und  C 6' sich  begegnen,  so 
Mnn  man  ecb reiben 

{^,ß,C,C')7\(.ift,/;,C,6')i 

Baker  dn  die  gerade  Linie  A  B  die  Polar«  des  Pnnktes  nl'  ist,  so  sind  die 

funkle  ob  und  L  cnnjngirt  in  Bezug  anf  den  Kegelschnitt  K  und  daher 


t  der  letzte  Warf  harmonisch.     Also   kann  i 


schlie 


lenso  beweist  man ,  dass 

iB,C,A,A')  =  -: 
ferner  das  Dreiseil  afic  dem 
die  (ieraden.  welche  seine  Eckp 
den  entgegengesetzten  Seilen  Verl 
fblgg  dwen  iat  jedes  der  Punktepaare 


l.     (C,A,  B,D")  =  -1. 
Kegelschnitt  &*  umschrieben  ist,    gehen 
unkte   mit  den  Berührungspunkten  anf 
linden,  durch  denselben  Punkt  0.     In- 
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A,J';     B.  B'i     C,C' 

barmoDiecb  za  den  Punkten 

*,  N, 

in  welchen  Ä"  von  der  Polaren  o  des  Punktes  O  geschnitten  wird;  d,  h. 
j4,  A;  B,  B^\  C,  C  bilden  eine  Insolation.  Daher  hat  man  den  roigeiiden 
allgemeinen  Satz: 

Sind  .J,  ?,  C  drei  Elemente  einer  rationalen.  einTacb  un- 
endlichen Reibe  von  filementen,  und  A',  B",  6"  diejenigen 
Elemente  derselben,  welche  den  folgenden  Gleicbnngea  ge- 
nügen: 

(ß,  C,A,A")^~1,     (C,A,B,  Ef)^-l,     {A,  B,C,C')  =  —  1, 
ao  sind 

.4,^;      B,B';     C,C' 
drei  Pnnktepaara  einer  und  derselben  InvoUtion. 

Die  drei  Elemente  der  cabiscben  Covariante  einer  binären  cubischeD 
Form  kann  man  definiren  als  die  drei  harmoniecb  Conjngirten  jedes  Ele- 
ments der  Form  in  Bezng  auf  die  zwei  anderen;  wenn  demnach  der  Tri- 
pel ABC  anf  K  eine  binKre  cubiecbe  Form  darstellt,  so  wird  der  Tripel 
A' B'C'  die  cnbische  Covariante  ()  von  f  darstellen;  den  obigen  Satz  kann 
man  dabei  falgenderinassen  ansaprechen: 

Die  drei  Elemente  einer  unbischen  Form /und  die  seiner 
cabiscben  Covariante  Q  bilden  drei  Paare  einer  Involntien. 

Und  da  es  ersicbtlicb  ist,  dass,  wenn  man  den  Tripel  sncht,  den 
man  mit  den  nämlichen  Constmctionen  erhält,  die  gedient  haben,  am 
ifffC'  von  ABC  za  erhalten,  zam  Tripel  ABC  earfickkehrt,  so  kann 
man  scblieoseD: 

Die  cabische  Covariante  der  cubischen  Covariante  einer 
binären  cnbischea  Form  ist  der  nrsprfinglicbea  Form  pro- 
portional. (Vergl,  Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraiseben 
Formen,  8.  123.) 

In  der  vorigen  Darstellnng  bemerkten  wir,  dass  das  Viereck  A,  Jt,  C,  C 
dem  Kegelschnitte  A*  eingeschrieben  ist;  daher  liegen  die  drei  Pankte 

AC'.A'C,     AA'.C'C,     ac 
tu  einer  geraden  Linie,  oder  die  geraden  Linien 

äC\     J'C,-   SB" 
gehen  dnrcb  denselben  Pankt.     Daraas  folgt,  dass  auch  die  Pnnktepaare 

A,  C';     A\  C\     B,ß 
einer  Involat Ion  angehören.     Auf  dieselbe  Weise  beweist  man,  dass  das- 
selbe der  Fall  ist  bei  den  zwei  anderen  Tripeln  von  Pnnktepaaren : 
fl,  ,*';      If,A;      C,  C'; 
C,ff\      C\B\     A,A'. 
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L  vorigen  Satz  verrollstündigen ,  indem 


rin  und  din  seiner  cnbisch< 
ichiedene  Weisen  drei  Paa 


m 


Infolge   dessen    können    vir  einet 
wir  sagen: 

Die  drei  Elemente  eine: 
Covariante  bilden  auf  vier 
einer  Involotion. 

Indem    wir  jetzt  znr  erstem  Involution  zurückkehre 
dkran,  dass  seine  OrdnuDgae]«mente  M,  N  die   Punkte  e 

"      *"  '  von  0  in  Besag  auf  A'  gescbnittei 

'^"^**'  "    "^      h.CA,     e.AB 

liegea  anf  einer  geraden  Linie;  da  diese  die  Pnokte  a.BC,  b.CA,  C.AB 
entbSlt,    so   ist  sie   conjugirt   in  Bezog  auf  A'  jeder  der  geraden  Linien 

A.be  =  AA',      B.ca  =  BB\    -C.ati  —  CC', 

d.  h.  sie  deckt  sich  mit  der  Polaren  o  des  Punktes  0,  wo  AA\  BB',  CC 

sich  scbneiden.     Daher  kann  man  die  Ase  o  der  vorigen  Involution  an- 


sind, in  welchen 
I  wird.     Die  drei 


sehen  als  die  gerade  Linie,  welche 
die  Punkte 


i  Punkte  a.BC,  b.CA,  c.AB  oder 
AA.BC,      BB.CA,     CC.AB 

»(wo  JA  die  Verbindungslinie  darstellt  von  A  mit  dem  Kegelachnittspunkte, 
der  ihm  unendlich  nahe  liegt  u.  s.  w.}  verbindet,  Lias  beweist,  dass  i> 
die  Axe  der  Homograpbie  ist,  welche  von  den  drei  folgenden  Paaren 
homologer  Punkte  bestimmt  ist: 

A.B;     B,C;    C,A; 
und   dass  M,  N  seine  Ordnungselemente  sind.     Infolge  dessen  hat  mau 

i!U,A,B,C)]{(^/H,  B,C,A);     (_N,  A,  B,C)J^(^f/,  B,C,A) 
und  das  giebt  uns  folgenden  Satz: 

Jedes  der  Ordnungselemente;!/,  iV  der  Involution,  welche 
die  drei  Punktepaare  A,  a';  B,  B';  f,6-  enthält,  bildet  einen 
iqnianharmonischen  Wuri'  mit  dem  Punkttripel  A,  B,  V. 

Diese  Eigenschaft  macht  sogleich  klar,  dass  die  Punkte  N,  N  die 
Hesse'sche  Covariante  ^  der  Form  /'  darstellen,  welche  durch  den 
Tripel  ABC  bestimmt  ist. 

Bemerken  wir,  dass  man  zu  der  geraden  Linie  o  vom  Dreieck  a'B'C 
ausgehend    kommt,    wie    sie    erreicht    wurde    von    der    Betrachtung   des 

P Tripels  ABC;  also: 
I  Die  Hesse'achen  Formen  einer  cubiBcben  Form  f  und 
Rirer  cnbischen  Covariante  Q  sind  unr  um  einen  coostanten 
Ans  der  Construction  der  Punkte  A' ,  ff,  C',  M,  N  erhellt,  dass, 
weon  die  Pnnkte  B,  C  zusammenfallen  in  einen  einzigen  Pankt,  sich  in 
diesem  auch  A',   B',  C,  M,   N  vereinigen.     Daher: 

Wenn  die  Gleichong  /  =  0  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  so 
sind   die    Form  Q  dem  Cubns   und   die  Form  J  dem  Qaa.diftte 
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desjenigen    Ausdrucks    proportional,    wovon   /  das  Qnadr  j* 
enthält.     (Vergl.  Clebsch  a.  a.  0.  S.  129.) 

Ebenso  erkennt  man: 

Wenn  die  Gleichung  /s^O  drei  gleiche  Wurieln  hat,  so 
ist  die  Form  Q  zu  f  proportional,  während  d  gani  unbe- 
stimmt ist. 

Wir  bemerken  noch,  dass  aus  den  Eigenschaften,  die  man  schon 
auseinandergesetzt  hat,  folgt,  dass,  wenn  die  zwei  Punkte,  welche  die 
Hesse'sche  Form  J  darstellen,  zusammenfallen,  dann  auch  mindestens 
zwei  der  Punkte,  die  f  darstellen,  zusammenfallen,  und  umgekehrt. 
Diese  Bemerkung  giebt  den  Satz: 

Die  Discriminante  der  cubischen  Form  /  ist  proportional 
der  Discriminante  ihrer  Hesse'schen  Form  J.  (Vergl.  Clebsch 
a.  a.  0.  S.  114.) 

Von  den  drei  Punkten  A^  By  C  ist  einer,  Ay  immer  reell,  wenn  f 
reell  ist;  die  Punkte  Af,  N  können  beide  reell  oder  imaginär  (eonjugirt) 
sein;  wenn  Af,  N  reell  sind,  so  sind  B  und  C  imaginär  und  umgekehrt, 
da  die  Würfe  MABC^  NÄBC  äquianharmonisch  sein  sollen.  Man  kann 
also  sagen: 

Die  Gleichung  A^O  hat  drei  oder  eine  reelle  Wursel,  je 
nachdem  die  Gleichung  z:/  =  0  zwei  oder  keine  imaginäre 
Wurzel  hat,  d.  h.  je  nachdem  die  gemeinsame  Discriminante 
dieser  Gleichungen  ein  gewisses  Zeichen  oder  das  entgegen- 
gesetzte hat. 

Da  es  immer  möglieb  ist,  mittels  einer  projectivischen  Transforma- 
tion einen  Kegelschnitt,  von  welchem  man  drei  Punkte  A^  B^  C  fest- 
gestellt bat,  in  einen  Kreis  C  zu  verwandeln,*  und  zwar  so,  dass  ABC 
zum  Eckpunkttripel  eines  gleichseitigen  in  0  eingeschriebenen  Dreiecks 
wird,  so  können  wir  voraussetzen,  dass  die  binäre  cnbische  Form 
eben  von  diesem  regulären  Dreieck  dargestellt  sei**.  Die  cnbische  Co- 
variante  wird  so  von  einem  Dreieck  Ah'C'  dargestellt,  welches  gleich- 
seitig und  in  C  eingescbrieben  ist  und  das  zu  ABC  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  0  von  C  symmetrisch  ist;  eDdlicb  werden  die  Punkte  iV,  A' 
in  die  Kreispunkte  der  Ebene  von  C  übergeben.  Diese  besondere  Dar- 
stellung vereinfacht  gewisse  Beweise.  Das  folgende  Raisonnement  kann 
als  ein  Beispiel  davon  dienen.     Die  geraden  Linien,   welche  den  Punkt 


*  Es   ist  kaum  nöthif^,    zu  bemerken,   dass  man  hier  keinen  Unterschied 
macht  zwischen  reellen  und  imaginären  Elementen. 

**  Auf  diese  besondere  Darstellung  haben  auch  die  Herren  ßeltrami  nnd 
Klein  aufmerksam  gemacht:  doch  ist  ihr  Ausgangspunkt  vom  unsrigen  ver- 
schieden. 


m9  mrt  den  vi«r  Ponkten  B,  C\  Af,  N  verbiaden ,  bilden  einen  äqnianharmo- 
BHeben  Wurf*;  daher  kann  man  im  Allgemeinen  scLlie 


rm    f   I 


ilden 


Ele 


enpa 


eich. 


a    Doppelverbäl 
.   man    erhäl 
eleiobnsraig 


nde 


maa  ein  Element  von  f  n 
•■ereinigt. 
^^^        Es  werden  also  Üiiuianbarmoniscb  sein  die  secbs  Würfe: 

^H  iM,  N,  B\  <:);     (#,  N,  C,  A) ;     (Jtf,  iV,  A\  B) 

^^■^d  die  eecba  Punkte  paare 

^V  B'C\     SC.      CV,     CA,     A'ff,      A  B, 

^^^Velcbe  die  Hesse'schen  Covarianten  der  cnbiscben  Form  darstelleo  ,  die 

"Von  den  Pnnkttripeln 

MNA,      lUlVA'.     MNB,     -WJVß',     MNC,     MNC' 

dargestellt  sind.** 

k  Wählen  wir  nnn  beliebig  auf  dem  Kegelschnitte  (welchen  wir 
cbt  mebr  ale  Kreis  voranszusetzen  nöthig  haben)  K  einen  Paukt  A^ 
id  bestimmen  den  zweiten  Punkt  a\  des  Kegebchnittee,  welcher  auf 
^er  geraden  Linie  OA^  liegt,  und  die  Punkte  B^,  B\,  C,,  C\  desselben, 
die  von  den  Bedingungen  bestimmt  sind,  dsss  die  Würfe 

»{MNC\A^),     {MNC^A'j), 
{MNA\B,^,     {MNA,B',) 
Sqnianharmoniscb    seien.     Man    bemerkt  dann    aoglelcb,    dass  die   zwei 
Pnnkttripel  ^^  ^^  ^.^  ^^^   ^.^ 

unter  sich  dieselben  Beziehungen  haben, 

ABC  nnd    A'B'C 
bestehen    und  dass  iViV  die  gemeinsanie  Hesse'sche  Covariante  darstellt 
der  binKren  cubiscbon  Forroen,  die  sie  darstellen.  Und  da  man  sie  beetimmt 
bat   vom    Punkte    A^   ausgehend ,    welcbet 
Kegelscbnitte  zu  Hegen,  so  kann  man   die  FolgerUDg  ziehen: 

Es  giebt  unendlich  viele  cubieche  Formen,  die  dieselbe 
HeBBe'scbeForm  haben;  man  kann  sie  in  Paare  ordnen  (vergl, 
Clebecb  a.  a.  0.  S.  134),  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass 
die  Formen  eines  Paares  jede  die  cabische  Covariante  der 
andern  sind. 

■  Man  erkennt  das  sogleich  z.  B.  indem  man  bemerkt,  d 
ongen  dieser  vier  geraden  Linien  die  folgenden  annehmen  kann: 

••  Diese  Eigenschaft  kann  man  verwerthen,  um  die  Eigenschaften  der  Figur 
^u  TervoUstiiidigen,  welche  die  Basis  unserer  Ontannohimgen  büdet. 


So  erhält  man  diejenige  Scbaar  von  cabischeu  Formen,  welche  nuuk 
gewöhnlich  in  der  Theorie  der  cnbischen  Formen  mit  tif-\-XQ  bezeichnet. 
Die  Methode,  vodorcb  wir  zu  dieser  Schaar  gekommen  sind,  lehrtr 

Uie  Discriminanten  der  cnbiBchen  Formen  der  Schaar 
anierscheiden  sich  nnr  nm  einen  constanten  Factor  (ClebBch 
a.  a.  O.  S,  123).  In  der  Tripelschaar  kommen  nnr  zwei  Tripel 
vor,  in  welchen  Elemente  zusammeof allen;  es  fallen  dann 
jedesmal  alle  drei  sasainmen,  and  zwar  geschieht  dies  in 
den  zwei  Pnnkten,  die  ^  darstellen  (a.  a.  O.  S.  131). 

Die  vorigen  Betrachtangen  führen  eine  einfach -unendliche  Reihe 
von  in  Ä"  eingeschriebeneD  Dreiecken  ein,  welche  zum  Dreieck  A^8^C^ 
analog  siod.  Man  kann  sie  geometrisch  viel  eiafacher  defioiren,  als 
▼oiber  geschehen  ist.  Um  das  zu  bewei§eu,  bedienen  wir  nn 
sondern  Darstellnng,  die  wir  schon  auseinaiidergeEetzt  haben; 
Falle  ist  A^B^C^  ein  beliebiges  in  C  eingeschriebenes  gleichseitig« 
und  die  Seiten  aller  Dreiecke  der  Reihe  herilhreu  einen  Kreis 
den  Mittelpunkt  mit  dem  gegebenen  gemein  bat.  Zorn  allgemei 
zurückkehrend,  können  »ir  also  den  Satz  aussprechen: 

Die  Pnnkttripel  eines  Kegelschnitts,  welche  die  cubi« 
sehen  Formen  darstellen,  die  dieselbe  Hesse'sche  Co  Variante 
haben,  sind  die  Eckpunkte  von  Dreiecken,  welche  einem 
andern  Kegelschnitte  umschrieben  sind,  welcher  den  erstem 
in  den  zwei  Pnnkten  berührt,  welcbedie  gemeinschaftliche 
Hesse'dche  Form  darstellen. 

Umgekehrt  kann  immer  eine  solche  Reihe  von  Dreiecken  aogeeeheo 
werden  als  die  Darstellung  einer  Schaar  x/'-f'l^  binärer  c ab iech er  Formen. 

Mkntna.  Dr.  Gino  Lobia. 


XVII.  Bemerkungen  über  perspectivische  Dreiecke  auf  einem  Kegel- 
schnitte and  tlber  eine  specielle  Beciprocitftt 
(Hierzu  Taf.  VII  Fig.  4  u.  5.) 


diesem 
Dreieck 

i^n  F&lte 


Wir  schicken  als  bekannt  den  Satz  voraus,  dass  zwei  Dreiecke, 
welche  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  M*  za  einander  reoiprok  sind, 
sich  in  perspectiviecher  Lage  befinden. 

Sei  dann  ^,  .V,  tf^  ein  dem  Kegelschnitt  L^  eingeschriebenes  Dreieck 

(Taf.  VII  Fig.  4)".     Seine  Seiten  —  M,M^  oder  in,,  *,.l/j  oder  m,  nnd 

/tf,A/,  oder  nij  —  sollen    die   awei  beliebigen  Geraden  p,  q  in  den  resp. 

ÜiOtOi  schneiden.     Zu  diesen  Punkten  construiren  wir 

Ki«is  geaetrt. 


die  Polaren  in  Bezng  anf  A'*.  Sie  treffen  bicIi  zn  dreien  in  P,  reap.  0, 
den  Polen  too  ;<  und  q.  Sie  schneiden  p  resp.  g  in  den  Pankten  /'',  Pif^ 
mf.O'tO'iO'i.  welche  die  zugeordneten  zu  f',P,Ps,  0,OtQ-,  in  derinvo- 
lalion  harmoniBcIier  Pole  auf  ju  reap.  <y  sind.  Verbinden  wir  nnn  />",  /^,  /'g 
mit  0,  O'iO'tO'i  mit  /',  so  entsteht  durch  die  Schnittpunkte  von  /^,  f, 
(y,P  —  r'.O.  Q',P  nud  P\Q,  O'aP  ein  Dreieck  -^,-^,^3.  von  dm  wir 
nachweisen  können,   dai>»  es  zu  IHj3t,.V^  pcrspectivisch  liegt. 

Wir  conalmiren  zn  dieBem  Zwecke  einen  Kegelschnitt  A'",  für  den 
die  Involnlion  harmonischer  Pole  auT  p  und  '/  dieselbe  ist  wie  für  ü*, 
der  also  y  und  g  in  denselben  vier  Punkten  AfiCO  ecbneidet  wie  A'. 
Nehmen  wir  dann  an,  daüs  P  der  Pol  von  g  in  Bezng  auf  h'*  ist,  so 
iet  P  und  der  Schnillpnnkl  —  p*  —  von  PQ  mit  g  ein  Paar  der  Invo- 
lalion  harmonischer  Pole  in  PQ  in  Bezug  auf  ft*-.  Ein  zweites  Paar 
dieser  Involution  besteht  aus  den  in  PQ  liegenden  Uiagonalpunkl'^n  .1  ¥ 
des  Vierecks  ABCli.  Also  ist  diese  Involution  und  mitbin  auch  h'* 
bestimmt.  Zn  der  erwähnten  Involution  gehört  aber  auch  Q  nntl  dev 
Schnittpunkt  P*  von  />()  mit  p  als  Paar.  Denn  na.h  bekannten  SAtzen 
sind  die  Punkte  AJ',  PQ,  P'O'  Paare  einer  Involution.  Eine  »weite 
Involution  hesteht  ans  den  Paaren  XF,   PP',  0  0'.     Daraus  folgt,    daes 

,  »nch  xr,  PO'.   P*0  Paare    einer  Involution    sind.     Also   ist  Q  der  Pol 

Bn  p  in  Bezog  auf  Ü'*. 

m  Constrniren    wir   nun    zu  JlfjJlf,/U^  in  Bezng  auf  A'**  das  rcciproke 

'  Dreieck,  so  haben  wir  Q\Q\Q's  mit  P  und  P'ff^tP't  mit  P  zu  verbin- 
den und  die  rpsp.  Linien  zata  Schnitt«  zu  bringen.  Wir  erhalten  dann 
das  Dreieck  J,  J,Ag  nnd  es  folgt  —  wie  behauptet  — ,  dase  dies  zu  M,  !H,IHg 
rspectivisch  ist. 


Sei    wieder    *,  .W,  !i 
in  geschrieben  es    Dreiec 


I 


I  —  resp.  m, (71,111,  —  ein  dem  Kegelschnitt  A* 
.  /'  und  Q  seien  zwei  beliebige  Punkte  der 
Geradün  von  P  nnd  (>  nach  M^M^M^,  so  sollen 
s  Mal  in  den  resp,  Pankten  PjP.P^,  0,0, (?a 
treffen.  Dann  bestimmen  die  Verbindungslinien  P,Oi,  PtOtt  Ps'-k  ein 
Dreieck  —  A^A,A^ — ,  das  zu  M^M,M^  perspectiviscli  gelegen  ist  (Fig,  5). 
Um  dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  zuerst  das  Sechseck  A,  P,  M^  f,  M,  Pg. 
Daaeelbe  ist  A"  eingeschrieben.  Folglich  müssen  nach  dem  PascaTschen 
;flatze  die  Schnittpunkte  M^P,,  M^l\  —  sagen  wir  P\  — ,  ferner  PfM^, 
P\  —  und  -Wj/»,,  «j/'j  —  /'■,  -  in  einer  Geraden  p  liegen. 
In  unserem  epeciellen  Falle  ist  p  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  K^.  In 
p  liegen  aber  anch  die  Schnittpunkte  von  M^M„  P,P^  von  !H,-%.  P,Ps 
nnd  IH,IH^,  P,p3.  Es  sind  dies  die  correspondirendeu  zu  P\P\Pt  in 
der  Involntiou  harmonischer  Pole  anf  ;i. 

Wenden  wir  nns  jetzt  zn  dem  Sechseck  Af,CI,  f,  ^,0, /',,  eo  mns«  in 
damielbeii  X^Q^,  il/,0,   oder  Q  mit  t^^/',,  Q^Pt  oder  J,  nnd  nit  i>^«,, 


PtlHi  oder  P\  anf  etaei  GeradeD  liegeo.  In  analoger  Weite  entnebnien 
wir  ans  den  Sechsecken  ^.0,/',#j,f>,/'g  nnd  Afs(>g/>,>U,p,/>,,  dasa  ^«1  mit 
P\  nnd  J,  mit  P^  »"•"  Geraden  durch  Q  sich  behnden. 

Gehen  wir  tinn  xa  dem  Sechseck  MtOt'*>aOi'VtQs  Uher,  BO  fahrt  nns 


ff,0\  ■—■  den  Schnitt  punkten  von  jV,Q, 
i  einer  Geraden  q  liegen.  Diese  ist  die  Polare 
id  die  Pnnkle  C*',  O't  O's  S'nd  die  entsprechen- 
n  von  m,  >n,in,  mit  g  in  der  InToIntion  harmo- 


dasselbe  zu  drei  Fun] 
*,P.  u.  s.  f.  -.  weicht 
sn  P  in  Bezog  anf  AT' 
den  zu  den  Schnittpur 
niecber  Pole  auf  q- 

Endlich  scbliessen  wir  ans  des  Sechsecken  M^  P,  C|  'Vt  /«  0i, 
iV./'.p.^tfjPaOj  und  Wj  Pj  (J^  W,  P,  0, ,  dasa  ^3  mit  Q',.  A^  mit  0',  nnd  A, 
mit  0',  auf  Geraden  durch   P  liegen. 

Wir  sehen  also,  dass  das  Dreieck  A^A^A^  als  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden P^Q,  Q',P  —  F,Q,  0,P  nnd  P^Q,  Q\P  gefunden  wird.  Folg- 
lieb  mnsB  es  nach  dem  in  1  Gesagten  zu  jtf ,  .V,  jV,  perspectiviach  liegen. 


Nehmen  wir  an,  der  Punkt  Q  liege  in  der  Peripherie  des  Kegel- 
schniltea  A ',  eo  fallen  in  ihm  die  Pnnkle  P,  f,  P,  zusammen  und  daa 
Dreieck,  welches  diese  0  mit  den  gleichnamigen  P  verbindet,  degenerirt 
in  die  drei  Geraden  ()/>,,  QP,.  Q  P,.  Nach  dem  in  2  Bewiesenen  müs- 
sen diese  Geraden  die  resp.  M  in  Punkten  einer  Geraden  schneiden. 
Diese  muss  durch  das  Perspectivcenlrum  P  der  beiden  Dreiecke  M^lUtlV^, 
PfPfP^  gehen.  Denn  sei  g  diese  Gerade,  so  milssen  sich  in  ihr  QP^, 
«,*,  und  pP,.  *,«,  schneiden.  Nun  bilden  aber  M,M^M^P^QP  ein 
Sechseck,  das  A'*  eingeaehrieben  ist  nnd  das  ^  zur  Pascallinie  hat.  Folg- 
lich müssen  sich  auch  IV^Pg,  ^|Pi  in  g  schneiden,  d.  h.  g  muss  durch  P 
geben. 

Indem  wir  die  Dreiecke  ^,  und  P,  vertanachen,  kSunen  wir  daher 
sagen : 

Sind  MjMtMj,  P,PiP,  Bwei  zu  einander  perspectiviache 
Dreiecke,  welche  einem  Kegelschnitt  &'  ein  geschrieben  sind, 
und  projiciren  wir  von  irgend  einem  Punkte  des  Kegelscbnit- 
tes  ans  die  Ecken  des  einen  Dreiecks  auf  die  resp.  Seiten  des 
andern  (d.  h.  P,  auf  M,  .V,  oder  M,  auf  PJ\  u.  s.  f),  so  Hegen 
diese  Projectionen  in  einer  Geraden,  welche  durch  das  Per- 
spectivcentrnm  beider  Dreiecke  geht. 

Lassen  wir  an  Stelle  von  p  speciell  die  Punkte  P^P^P^  treten,  so 
erballen  wir  als  die  resp.  Projectionen  des  Dreiecks  PjP,P^  auf  die  Ge- 
raden m  diejenigen  Schnillpunkte  der  Seiten  der  Dreiecke  P^P^P^,  M^MtX^t 
welche  nicht  in  der  Perspectivaxe  beider  Dreiecke  liegen,  und  ferner  di« 
Schnittpunkte  der  Tangenten  in  PjP^P^  an  A**  mit  m,  resp.  mii  ■";■  Wir 
achli essen  daher: 


Sind  M^MtN,,  P^PtP,  zwei  einem  Eegelechnitt  K^-  ein- 
geschriebene perspectiTische  Dreiecke,  so  liegen  anter  den 
SchnittptiDkteQ  der  Dreieckaeiten  diejenigen  aechs,  welche 
sich  nicht  in  einer  Geraden  befinden,  paarweise  inStrAhlea 
dnrch  das  Perapeclivcentruro  beider  Dreiecke. 

I  Diese  sechs  Punkte  bildeu  §umit  zwei  neue  perspectivische  Dreiecke, 

welche  mit  den  ursprünglichen  vier  Seiten  gemeinsam  haben,  welche  also 
Bifl  nämliche  Perspectiraxe  besitzen  wie  diese. 
rei 


P 


Halten  wi 

Ibene  durchla 

iTesp.   A^A,A.^. 

einer  Gcrndep 

nideo   q  und 

>o  Verbindi 


I   !tt,iV,!H, 


ibenso  PjP,p3  und  lassen  wir  Q  die 
"en,  80  gehört  zu  jeder  seiner  Lagen  ein  Dreieck  0,OtOi 
Die  Seiten  des  letzteren  schneiden  m^tn,m^  in  Punkten 
I.  Umgekehrt  können  wir  die  Schnittpunkte  einer  Ge- 
,  resp,  n.,,  »i,  mit  den  reap.  Punkten  PiP,Ps  verbinden. 
gsitnien  schneiden  A'*  ein  zweites  Mal  in  den  resp.  Pnnk- 
Ihr  Dreieck  ist  dem  der  Punkte  Afj^t^g  perspectivisch  in 


f  p  als  Perspectivcentrum. 

üt  somit  jedem  Punkte  Q  der  Ebene  eine  bestimmte  Gerade  zu- 
geordnet und  umgekehrt,  d.  h.  es  ist  eine  Reciprocität  in  der  Ebene 
festgelegt.     Wir  heben  die  speciellen  Elemente  hervor. 

Nach  dem  in  3  bewiesenen  Satze  correspondiren  den  Punkten  des 
Kegelschnittes  K*  die  Geraden  des  BUschels  darch  P.  Den  Punkten  auf 
einer  Geraden  »i  correspondirt  diese  Gerade  selbst.  Den  Punkten  it,  ff,  M, 
■entsprechen  die  Geraden  durch  diese  Punkte.  Die  in  sind  also  unend- 
Bch  vielfache  Linien,  die  JH  anendlicb  vielfache  Punkte  der  Reciprocitüt. 
l  Den  Punkten,  welche  auf  einer  Geraden  dorch  ein  M  —  z.  B.  durch 
#,  —  liegen,  entsprechen  die  Geraden  eines  Büschels,  deren  Scheitel  in 
m,  sich  befindet. 

Den  Punkten  einer  beliebigen  Geraden  y  entsprechen  die  Tangenten 
eines  Kegelschnittes.  Denn  seien  Q,  R,  S,  ...  Punkte  auf  ff,  so  constrairen 
wir  zu  ihnen  die  Paukte  p,(l,0j,  fl,«,/?^,  ÜiS,S^,  ...  Nun  sind  die 
Reihen  p,fl,S,,.  ,  (i,Ä,S,...,  Q^R^S^...  perspectivisch  zu  QRS...  mit 
den  resp.  Punkten  M  als  Centren.  Also  sind  diese  Reihen  zu  einander 
ptojectiviscb.  Mithin  sind  dies  auch  die  Büschel,  welche  über  ihnen  aus 
f'jPfPg  gebildet  werden.  Diese  schneiden  aber  rri,  resp.  •"(.  '"3  in  den 
Pankten  von  Geraden,  welche  QRS...  correspondiren.  Also  bilden  diese 
pQukte  auf  den  m  zueinander  projective  Reihen.  Die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  sind  die  den  Punkten  Ton  g  correspondirenden 
Geraden,  umhüllen  mithin  einen  Kegelschnitt.  Dieser  hat  m^m,tn^  zu 
Tangenten.     Seine  Tangenten  ans  P  entsprechen  den  Schnittpunkten  von 


Wiv  oDterlasBiia  ee,  bier  weiter  auf  diese  qnmiratinche  reciproke  Ver- 
wandtschaft einsngelien,  and  erwähnen  nnr,  daes  sich  dieselbe  von  einem 
allgemeinen  Geeichtspiiiikte  aux  hctvachten  lüsGt,  wenn  wir  von  der  Ebene 
in  den  Ranm  übergehen. 


Lassen  wir  in  2  die  Punkte  /'  ond  (i  zusa mmeQ falle n ,  bo  decken 
sich  auch  die  resp.  Pnnkle  f,(<,,  r,Q,.  P^Oa-  Das  Dreieck  -I^MtA^  gebt 
über  in  ein  dem  Ki'gelachnilt  &'  nuscbciebenes  and  .wir  können  aach 
von  ihm  beweisen,  daas  es  zu  .M,  .U,  W,  perspectivisch  liegt. 

Wie  in  2,  betrachten  wir  zuerst  das  Secbaeck  IHJ\M^f',MtPg  und 
finden,  dass  P\P',P\  aof  einer  Geraden  p  liegen,  welche  Pulare  zu  P  in 
Bezog  anf  K^  ist.  Dann  wenden  wir  uns  dem  degenerirten  Sechseck  zu, 
welches  aus  M^l^,  und  den  Tangenten  in  P^P,  besteht.  Es  mnss  in 
demselben  M^P^,  !H,P,  oder  f  mit  dem  Schnittpunkte  .<3  der  Tangenten 
in  P^  und  /*,  und  mit  P,M,.  P,M,  oder  P\  auf  einer  Geraden  liegen. 
In  analoger  Weise  folgern  wir,  dase  J,  mit  /'',  und  dass  -4^  mit  P\  »nf 
Geraden  dorcb  P  gelegen  sind. 

Knn  construiren  wir  einen  Kegelschnitt  Ä"^  der  dieselbe  Involntion 
barmonischer  Pole  auf  P  besitzt  wie  Ä'.  Geben  wir  dann  von  Ä"  noch 
eine  Involution  harmonischer  Pole  —  etwa  auf  /'/'',  —  durch  PP\,  A 
und  den  Subnittpunkt  von  m,  mit  PP\,  ao  ist  Ä**  bestimmt.  A^A^A^ 
liegt  in  Bezng  auf  /i"'  zn  jV,  jV,  if/^  reciprok,  also  auch  zu  letKteretn 
Dreieck  perepectivinch.     Wir  sagen  daher: 

Jedes  einem  Kegelscbuitt  umschriebene  Dreieck  ist  per- 
spectivisch zn  jedem  eingeschriebenen,  welches  zum  Dreieck 
der  Berührnngspnnkte  des  umscbriebeaen  perspectiviBch 
liegt. 

Geht  A*'  durch  die  Diagonal  pnnkle  M^MfM^  eines  Vierecks,  bo 
können  wir  die  Seiten  desselben  als  Doppelstrahlen  dreier  Involutionen 
auffassen,  fiir  wolrbe  die  resp.  Geraden  m, ,  »i,,  m.^  Paare  sind.  Gehen 
also  durch  A/,  die  Seiten  g^hj  de.s  Vierecks,  so  bestimmen  diese  eine 
Involulinn  J^,  für  welche  m,ni^  ein  Paar  ist  u.  s.  f.  Diese  Involationen 
sind  dadurch  specialisirt,  dass  ihre  Doppelstrahlen  sich  viermal  zu  dreien 
in  vier  Punkten  —  den  Ecken  des  Vierecks  —  schneiden.  Sei  P  einer 
dieser  Punkte  und  geben  durch  ihn  die  Seiten  g^.  g,y  g^  des  Vierecks 
und  schneiden  diese  tf*  ein  zweites  Mal  in  den  Punkten  P,,  /',,  P^,  so 
erhalten  wir  die  Pole  der  in  Rede  stehenden  Tnvolutiunen  in  Bezug  anf 
X\  indem  wir  die  Tangenten  in  P,P,Pi  resp,  mit  m^ni,m^  zum  Schnitte 
bringen-  Nach  dem  oben  angefahrten  Salze  ist  aber  das  Dreieck  dieser 
Tangenten  perspectivisch  2um  Dreieck  m,/H,/»^  —  mithin  liegen  die 
erwahuten  Pole  in  einer  Geraden.     Wir  scbliesseu  daher: 

Wenn    drei    Invnlntionen    so    liegen,    dass    ihre    Doppel- 


nkien 


ctineJLden,    <^'^^h 


volntioaen  anT  «inen  KegeUcLaitt  übertragen 
rden,  so  liegen  ihre  Pole  in  einer  Geraden. 
Die  Polaren  der  Involationen  geben  also  durch  eio^n  Funkt.  Nud 
ist  die  Polare  von  J,  die  Verbindungslinie  dt?r  Schnitt|iunkle  von  (/['', 
mit  A'.  In  analoger  Weise  ergiebt  sicli ,  daes  die  Polaren  von  J,,  J^ 
die  VerbindangBlinieu  der  Schnittpankle  der  gegenüberliegenden  Seiten 
dee  Viereck»  mit  A'  sind.  Diese  VerbindnngsÜnien  gehen  durch  einen 
Pnnkt,   d.  b.  die  Sclmittpnnkte   sind   Paare    einer  Involution.     Nnn  war 

IX*  ein  beliebiger  Kegelschnitt  durch  M,JH^!flg.      Wir  sagen  also:  . 
Legen  wir  einen  Kegelschnitt  durch  die  Uiagonalpunkte 
Bittes  Vierecks,  so  schneiden  die  Gegenseilen   desselben  den 
Kegetachoitt  in  Paaren  einer  Involntion. 
Zürich,  Juni  1884.  Dr.  C.  Betbl. 

XVIiL  Einfache  Construction  der  Ellipse  aus  Ewei  conjagirten 
DaToiiineBssrn. 
(Hierzu  Taf.  VII  Fig.  6.) 
Bewegt  sich  eine  Gerade  —  Kante  eines  Papierstreifens  —  mit 
zweien  ihrer  Punkte  auT  zwei  festen  Geraden,  so  verzeichnet  ein  belie- 
biger dritter  Punkt  eine  Fdlipse.  Stehen  insbesondere  die  Leilgeraden 
auf  einander  senkrecht,  so  Bind  sie  die  Hauplanen  der  Ellipse;  im  All- 
gemeinen sind  sie  jedoch  nicht  ein  Paar  uonjugirter  Dnrclimesser  Diese 
COQstTDCtioD  ist  für  den  Techniker  wohl  die  bequemste,  namentlich  dann, 
wenn  e»  sich  nnr  um  einen  Theil  der  Cnrve  handelt,  da  man  sich  stets 
dort  bi-liebig  viele  Punkte  construiren  kann,  wo  man  sie  gerade  brancht. 
Nun  bestimmt  man  zwar  nach  der  bekannten  Rytz'schen 
(neben  anderen)  leicht  die  Hauptazen  aus  zwei  conjngirten  Durchii 
und  ermöglicht  damit  die  Benutzung  nbiger  Methode.  Werden  jedoch 
nicht  die  Uanptaxen,  sondern  nur  beliebig  viele  Punkte  verlangt,  wie 
ea  X.  B.  bei  a>: onometrischen  Darstellungen  der  Fall  ist,  so  kann  man 
bedeutend  einfacher  verfahren  und  abrigene  schliesslich,  wenn  es  wUn- 
■cbfiDSwerth  sein  sollte,  die  Hauptazen  leicht  bestimmen. 

£s  seien  gegeben  die  beiden  Durchmesser  /iJ^  und  P  B^  oder  d  und 
d'.  Man  fälle  von  J  ein  Perpendikel  ^C=OB  auf  d'  und  ziehe  den 
DnrchmesEer  OC  oder  d''.  Llisst  man  danu  die  Punkte  fJ  und  C  mit  der 
B«raden  AC  auf  rf'  und  d''  bezw.  hingleiten,  so  beschreibt  A  die  Ellipse. 
'  Construction    der  Hauptazen    mache  man    OE^CÜ    und   beschreibe 

^er,  „Uröesteutheils  neue  AuFgabeu  aue  dem  Oebiete  der  Qi-o- 
lätrie  descriptive  etc."  1815,  S  125;  oder  Fialkowski,  „Zeicbueude  Geometrie." 
Wita  uod  Leipzig,  Klinkbardt;  auch  Burmester,  „Groudiüge  der  Retiefperspec- 
f*f,^  Ift.    XjeipsiB.  Tenbaer. 


856  Kleinem  Mitlheilitiigett« 

den  Ejreis  fiber  OB^  weleher  d  ht  0  berlllirt,  ndie  dumaf  dif  Verbfai- 
dungalinie  seines  Mittelpunktes  M  mit  B^  welebe  den  Kids  in  swei  Pnak- 
ten  X  nnd  F  sehneidet.     Dann  sind: 

1.  BJ  nnd  ^7  die  Lftnge  der  Mden  Hnli>nzeni 

%  07  nnd  Ol  besw.  ihre  Richtungen. 
Beweis.  Das  Ifomentaneentmm  der  Bewegung  tUat  die  I>nge  JP€ 
ist  dor  Sehnit^unkt  der  Normslen  der  Ldtgeraden  in  den  Pnnfctcft  P 
nnd  C,  d.  h.  C.  Folglich  ist  die  Tangente  in  A  der  Linie  ä'  petalM. 
Dasselbe  gilt  für  A^ .  Folglieh  sind  d  und  d^  conjngbte  Dnrehnesser. 
Die  bmden  HalbaxenUngen  sind  Mazima  und  Minima  des  Abstsift« 
des  des  besehrdbenden  Punktes  Tom  Mittelpunkte.  Denkt  man  ridi 
daher  ftr  den  Augenblick  die  bewegliche  Gerade  in  der  Lage  d'  feei- 
gehalten  und  die  Schenkel  des  Winkels  BOC^a  an  0  und  M  hin- 
gleitend, so  beschreibt  0  den  benutsten  Krds  und  BX  und  J^Fsind  die 
fraglichen  Axenlftngen.  Weiter  erkennt  man  aber»  dass  bei  der  rfidk- 
liufigen  Bewegung  des  Winkels  BXO^ß  der  Schenkel  BX  stets  duieh 
7  gehen  muss,  d.  h.  07  ist  die  Bichtung  der  einen  Aze,  folglich  OX  die 
der  andern. 

Darmstadt,  den  11.  JuU  1883.  Dr.  CarIi  BoDBüBBue. 

(Am  der  Zeitiducilt  des  Yerems  deutichsr  Ingenisnre,  Bd.  lOEVH  &  801^ 
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Zur  Integration  der  Differentialgleichungen. 

Von 

WoLD.  Heymann 


j* 


in  PUa«n  L  V.  .   '"'*    v' 


L  Verallgemeinemng  einer  Jacobi'sohen  Oleiehnng. 

Jacobi  hat  gezeigt,  daas  die  Integration  der  Gleichung 

1)  Mdx  +  Ndy  +  P{x  dy  — y  c/a:)  =0 

auf  die  Bern o all i*8che  Gleichung  führt,  wenn  My  N  und  P  homogene 
Functionen  von  x  und  y  sind  und  Af.und  N  im  Grade  Übereinstimmen. 
Eis  soll  hier  diejenige  Gleichung  obiger  Form  aufgestellt  werden, 
deren  Integration  von  der  allgemeinen  Riccati*schen  Gleichung  abhängt. 
Man  findet,  dass  M  und  N  homogene  Functionen  desselben  Grades  sein 
müssen,  also 

während  P  additiv  aus   drei  homogenen  Functionen  von   Terschiedenem 
Grade  zusammengesetzt  sein  darf,  und  zwar  in  folgender  Weise: 

Man  überzeugt  sich  durch  folgende  einfache  Rechnung  von  der  Richtig- 
keit der  Behauptung. 

Für  y=xt  geht  Gleichung  1)  über  in 

dx 

««{d(0  +  <9)(OI^+*"+M9'(0+z(0}+«'+''»'(0+«»^+*«>(0  =  o, 

und  für  xssz''  erhält  man 

Weil  p  +  q  =  2n  sein  soll,  so  lauten  die  letzten  beiden  Exponenten  von  z 

1  +  ^r  resp.    1-^r, 

und   wird  r  so  bestimmt,  dass  einer  derselben  verschwindet,   so  nimmt 
der  andere  den  Werth  2  an. 

Z«ttMliTlft  t  MMtbemMtik  u.  PbjBik  XXIX,  6.  VI 
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.  «h  <l  A«0«MA^ii;^riKMd^ jitur'..««^  < 


U§  fiff«4«fUi  GMdMMif  «tilrt  «stOT  der  Fmib 

WfttifMd  4ir  KDfikebottl  f)  fai  «ism  andOTii  fibergeht,  nimfieli 

wtttbtf  B«tt  dir  Oltiebnof  S)  sa  fraflgeo  bat. 

Fuhrt  BNin  den  Wtrtb  Ton  c  au  der  latsten  Gleiabang  in  die 
berfehittdf  Dlffirtntialglilobiinf  aiDi  so  entitebt  eine  Gletebiing  fbiifteii 
Oradai  baitlglUb  1%  weleba  IdanUiob  yertehwinden  toll.  Indem  man 
daher  die  OoeM^lenten  dieeer  Gleiobnng  gleiob  Nnll  tetit,  geirinnt  man 
f  ter  Oletebangen  anr  Beetimmnng  der  Verbältaieee  der  K^^eteebnittecoeifi- 
etealeni  die  anderen  awei  Gleiehnngen  drOoben  Bedingungen  ansi  weU 
eben  die  Oeefflelentan  der  vorgelegten  DIfferentialgleiehang  infolge  Vor* 
aaieetiang  der  partiealtrea  Ldenng  •)  nnterliegen. 

BebUeeilleh  eet  bemerbtt  daee  das  parttenlire  Integral  der  IHforni* 
lUlfletebang  a)  eine  Onrra  ai^  Ordnung  sein  darf|  deren  Gleiebnag 
synibcklUeU  IV^Igendermassen  tn  lauten  hst: 

\Hv\w   ilurtli  Kittftihruug  der   früheren  Substitutionen  leitet  man  hieraus 
p\\\K>  ('Urve  ab»  deren  Qieichuug 

\%%   uus)  wif^khe,   wie  eine  ihuliehe   Abtühlung  ergiebt,    ebenfalls  unter 
i*w«kt  Uevliu^ua^ti^n  der  Differentialgleichung  d)  particulir  genSgl. 

n.  Verw^NTÜiiag  toh  imtegrireaiden  Faetoren  bei  DiflEereatial- 

gleiekungen  tweit«r  Ordnung. 

Kv^let  hat  im  \\  und  VL  Ca^itt^l  des  IL  Ab(»chttittes  im  IL  Bande 
«^i>»^ir  lule^tahtvsrhuuu^  auf  den  V^rth^il  htug^wie^ai.  welcben  inte- 
^♦viNii^  l'WlV'nf»  hei  der  luh^gratioa  vou  DEfforeutialgWtchuii^^a  «weher 
VHvImui»^  -  heo^iirder«  auA  b^  nicht  Uueareu  —  ^wahren  klonen, 
%i»4  «j^n^  ^Hw^i:  $tett^  UH^horece  ^harakter^bicli«  Fetsptele  gt^^ebeu.  Es  s^ 
I«»  Kv^^^j^iHfe^^Ntt  aut^  irtui^  uetfee  F^Nsp^fe  aoL^m^erhsam  gemacht  w^vdem. 


y  s- 
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=  0. 

Für  x,=—  tritt  an  die  zweite  Klammer  der  Factor  ^^  während  die 

letzte  (nach  Mnitiplication    der  Gleichung  mit  z^)  von  z  frei  wird;   die 
Gleichung  lautet  also  jetzt 

in  welcher  sich  der  Grad  in  Bezug  auf  beide  Variaheln  t  und 
z  an  keiner  Stelle  über  den  n^®^  erhebt. 

Wir  geben  zwei  Beispiele. 

a)  Es  sei  zu  integriren 

+  {ax*  +  ß  X y  +  yy*  +  d X  +  sy  +  j;)(x  dy  ^ y  dx)\  ^ 

Man  setze  x^^x^-^ky  und  erhält 

(«'o  ^1*  +  ö\  Xiy  +  a\  y*)  dx^  +  {b\  x^^  +  b\  «,  y  +  b\  y^)dy\  _ 
+  {a'x,*  +  ß'x,y+  yy  +  b\  +  i'y  +  f ') (x^  dy^y  dx,)  (       "* 

Nun  wählt  man  X  so,  dass 

b\  =  {a^V'  +  a,k+a^)X  +  (b,k^  +  b,k  +  b^)=.0',    . 

dann   folgt  für  y=^x^t  und  Xj  =  —   eine   Gleichung  von   nachstehender 

z 

Gestalt: 

und  diese  kann  mittels  hypergeometrischer  Functionen  integrirt  werden. 

b)  Um  auch  ein  Beispiel  zu  haben,  bei  welchem  mit  Hilfe  einer 
particulären  Lösung  das  TollstäDdige  Integral  gewonnen  wird,  sei  vor- 
gelegt 

X  {flo^  +  (ii^^y  +  OiXy^')ra^y^)dx  +  (bQa?  +  b^x^y  +  b^xy^'\'b^y^)dy\ 
+{ax^-\'ßx^y  +  yxy^  +  6y^+BX*'\'ixy-\'riy^-\'^x  +  ty)(xdy''ydx))'^    ' 

Dieser  Gleichung  genügen  zunächst  vier  Gerade  x^ky^  wobei  k  aus  der 
biquadratischen  Gleichung 

ß)  {a^l'  +  a,k^  +  a^k  +  a,)k  +  {b^k^  +  b,k^  +  b^k  +  b^)^0 

zu  berechnen  ist.  Genügt  ihr  noch  ein  durch  den  Coordinatenanfang 
gehender  Kegelschnitt 

r)  Mo^*  +  /ü,  ary  +  (i^y^  +  Vo«  +  Viy  =  0 , 

so  lässt  sie  sich  durch  gewöhnliche  Quadraturen  integriren.  —  Um  dies 
einzusehen,  transformire  man  die  Gleichung  a)  mittels  der  früher  auf- 
gestellten Substitutionen  x=^ky  +  x^,  y^x^i^  w^^^  —  i  d.  h.  mittels 

2 

VI* 
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li+l  i 

Z  ^         Z 

unter  1  eine  der  Wnrseln  yon  Oleichnng  ß)  gedmeht. 
▼eiinderte  OleiebaDg  stebt  unter  dw  Form 


während  der  KegelBchnitt  y)  m  einen  andern  ttbergeht,  nimlich 

welcher  nnn  der  Oleiehnng  i)  sn  genfigen  hat. 

Fahrt  man  den  Werth  von  z  ans  der  letsten  Glmdiang  in  die  ▼op' 
hergehende  Differentialgleichnng  ein,  so  entsteht  mne  Oleiehnng  fftnften 
Grades  besfiglich  /,  welche  identisch  versehwinden  soll.  Indem  man 
daher  die  Coeffi^enten  dieser  Oleiehnng  gleich  Nnll  setst,  gewinnt  man 
▼ier  Gleichungen  srar  Bestimmung  der  Verhältnisse  der  K^^kchnittscoeffi- 
cienten;  die  anderen  swei  Gleichungen  drfieken  Bedingungen  aus,  wet« 
eben  die  Coefficienten  der  vorgelegten  Differentialgleichung  infolge  Tor* 
aussetjsung  der  particulärmi  Lösung  c)  unterliegen. 

Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  das  particuläre  Integral  der  Diffeien^ 
tialgleichung  a)  eine  Curre  wf^  Ordnung  sein  darf,  deren  Glmchung 
symbolisch  Folgendermassen  za  lauten  hat: 

("o^  +  f'my)"' +  (vo^+ »'«•-1  y)""""*  =  0. 

DeDU   durch  Einführung  der   früheren  Substitutionen  leitet  man  hieraus 
eine  Curve  ab,  deren  Gleichung 

ist  und  welche,   wie   eine  äbnlicbe   Abzahlung  ergiebt,    ebenfalls   unter 
zwei  Bedingungen  der  Differentialgleichung  6)  particulär  genügt. 

n.   Verwerthung  von  integrirenden  Factoren  bei  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung. 

Euler  bat  im  V.  und  VI.  Capitel  des  IL  Absebnittes  im  IL  Bande 
seiner  Integralrechnung  auf  den  Vortbeil  hingewiesen,  welchen  inte- 
grirende  Factoren  bei  der  Integration  von  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  —  besonders  auch  bei  nicht  linearen  —  gewähren  können, 
und  an  dieser  Stelle  mehrere  charakteristische  Beispiele  gegeben.  Es  soll 
in  Folgendem  auf  einige  neue  Beispiele  aufmerksam  gemacht  werden. 

Sei  vorgelegt 


_  =  2    Anfflf aViI    ViiAranc 

}/x 


Für   -7^  =  z  entsteht  hieraus 
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wobei 

dz 
Der  integrirende  Factor  der  letzten  Gleichung  ist  —  «  and  selbige  läset 

(MX 

sich  anter  Verwendung  dieses  Factors  folgendermassen  schreiben: 

oder  integrirt  

Eine  nochmalige  Integration  liefert 

dz 


j/7^  +  2Jf{z)  di 


=  /X  +  Cj, 


und   dieser  Ausdruck  genügt  der  Gleichung  2);   für  Gleichung  1)  hin- 
gegen hat  man  das  Integral 

=  /a:  +  Cj,       «  =  -f=« 


/c,  +  {z^+2rr{z)dz  V"^ 

Auf  Gleichung  1)  kommt  die  allgemeine  Euler*sche  Gleichung 

3)  ^'5^  =  ^(1)'     Ä  =  ^a  +  2^x  +  ya:» 

zurück,  denn  substituirt  man  in  letztere 

1  +  Am  V  „       ,  „ 

flD  = »     fi  =  — f     mithin    1/  =trt?  , 

u   '  u 

so  entsteht 

Nimmt  man  für  X  eine  der  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

a  +  2/3X  +  Ay«  =  0 
und  setzt  an  Stelle  von 

eine  neue  Variabele  5,  so  erhält  man 


also  eine  Gleichung,  welche  mit  Gleichung  1)  bis  auf  einen  constanten 
Factor  x  übereinstimmt,  welcher  bei  der  Integration  nicht  weiter  stört. 
Der  integrirende  Factor  von  Gleichung  3)  lautet 
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oder  in   den  nnprfingliehen  Vaitabelen   mit   Benntinng  der  Sabetita* 
tionen  ^  /^x 

Die  Gleiebang  3)  bietet  einige  interesaaiite  Spej^elfltlle  der,  mt  s,  B. 
die  Yon  Ealer  belieiidelte  Gl^etiang 

da^^  {B^+C  +  ifix  +  Ex^y^ 
Ein  Fall,  welcher  Den  sein  dfirfke,  ist  folgender: 

4  j  *=^  — — ' — • 


Snbititiurt  man  hier 

ao  entsteht 

fth^ 1  

nnd  nnn  kann  man  Über  ^  und  v  ao  verfBigen,  daaa  die.  Ooeffieienten 

Et^Bw+S\        ■*=■" 
veraeliwinden.    Die  rerein&ehte  Gldehnng  Uast  sich  offenbar  in  der  Wojfa 


geben  nnd  ist  sonach  ein  specieller  Fall  von  Gleichnng  3);  man  hat 
nämlich 

Sollte  ß  SS  0  sein ,  so  lassen  sich  die  Substitutionscoefficienten  ii  und  v 
nicht  bestimmen.  In  diesem  Falle  benntze  man  die  schon  bei  der  all- 
gemeineren Gleichung  3)  verwendeten  Substitutionen 

l+ku  V         „       ,  ,, 

a?  = »     11  =  — f     w  z=u^v  . 

u  ^       u       ^ 

Vermöge  dieser  Ausdrücke  geht  die  Differentialgleichung  4)  über  in  eine 
derselben  Form,  nämlich 

^  du^      [A^u^'^2C^uv  +  2D^u  +  2E^v+F^Y^^' 

und  nun  kann  man  über  l  so  verfügen,  dass 

C^z=Ck  +  E=^0. 

Ist  etwa  auch  C=0,  so  wird  diese  Bestimmung  unmöglich  und  Über- 
flüssig. Die  vereinfachte  Gleichung  kann  integrirt  werden,  denn  sie  ist 
ein  Special  fall  von 
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-j  =  9  (»  +  a  u*  +  &  w  +  c) , 


welcher  GleichuDg,  wie  leicht  zu  finden,  das  Integral 


WsssV  +  ^lM^  +  ftll  +  C 

zukommt. 

In  einfacher  Weise  lässt  auch  die  Dififerentialgleichung 

^^  **  ""  j>*  +  a  +  2/3a;  +  ya:« 

die  Integration  zu,  weil  sie  auf  die  Form 

gebracht  werden  kann. 

Wir  bemerken  weiter,  dass  auch  die  Gleichaug 

7)  <^y"-f{l) 

als  Specialfall  von  3)  integrirt  werden  kann.     Ihr  integrirender  Factor  ist 

dz  y 

^      dx  X 

und  ihr  Integral  /^  a  i 

=  "r  +  ^f 


//; 


+  2j}{z)dz 


Dieses  Resultat   ist    insofern    bemerkenswerth,    als    die  Integration   der 
Gleichung  z    . 

in  allen  anderen  Fällen  als  fi  =  3  zur  Zeit  nicht  geleistet  werden  kann. 

Von  Gleichung  7)  ausgehend,  findet  man  ohne  Mühe  einige  andere 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  einfache  integrirende 
Factoren  besitzen.     Wir  geben  sogleich  die  Resultate. 

Der  Gleichung 

8)  x»y"+v(|)-(«y'-y)«+,|;(j)  =  0 

kommt  der  integrirende  Factor 

^  ax  X 

zu,  und  daher  lautet  das  Integral 

ef9^i)dt^l  1 

^-Z  +  ^t- 

X 


y 


:^^2l^f{t)e*J^i^)^^dt 
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Fttr  die  Oleielmng 

9)  «•»'+9(f)-(*/-if)'+*(|)(a?y-y)«o 

findet  man 

*        eftWdt         ^  1 
Ci-fi>(f)ef9W''dt     * 


Für 


10)  «*»•+ v(|)-  («y'-ir)'  +  ♦(«).(*» -y)= 0 


iat 


•4 


HL  Auf  Uemig  geviner  algehndselier  Oleieliviigeii  mitleli  btegimtim 

▼on  DÜEnreatijdgleiehiiagmL 

Der  GedftBke,  «Igebimsehe  Gleieliaiigeii  auf  dem  Wege  der  Integi»» 
tion  von  DifferentialgleicbaDgen  %n  lösen,  findet  eich  wöbl  snerst  bd 
Job.  Landen,  welcber  im  Jabre  1755  in  Tbe  Matbematical  lucubra- 
tioDS  die  cnbische  Gleichung  in  gedacbter  Weise  behandelte. 

Landen  gebt  von  der  Gleicbnng* 

aus,  siebt  x  als  unabbäugige,  q  als  abhängige  Variabele  an;  er  differen- 
zirt  die  Gleichung  successive  dreimal  und  erhält 

Durch  einen  sweifacben  Integrationsprocess  gelaugt  er  rückwärts  zu  einer 
Differentialgleichung  erster  Ordnung 

dx  dq 

und  durch  eine  nochmalige  Integration  gelingt  es,  x  durch  p  und  q  ex- 
plicite  darzustellen;  es  erscheint  die  Cardani^sche  Formel. 

Bei  genauerer  Betrachtung  der  Lan deutschen  Methode  bemerkt  man, 
dass  eine  dreimalige  Differentiation  und  rückwärts  geleitete  Integration 
nicht  nöthig  ist;  es  gentigt  ein  einmaliger  Process.  —  Wir  wollen  dies 
an  der  Gleichung 


*  Vergl.  Matthiessen,  Qrandzüge  der  antiken  and  modernen  Algebra  der 
litteraieD  GJeichiiDgen,  §  133. 
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1)  y  =  a?^  — 3a*» 
zeigen.     Dififerenzirt  man  selbige  nach  »,  8o  folgt 

und  quadrirt  man  beide  Gleichungen ,  so  entsteht 

Durch  eine  einfache  Combination  dieser  Oleichungen  erhält  man 

und  hier  lassen  sich  die  Variabelen  trennen,  nämlich 

2)  = ^ 

^a:»-4a«       3/y*-4a« 

Nun  ergiebt  die  Integration 

/(a:  +  ^a?«-4a«)  =  ^/(y  +  ^y»-4a«j  +  c, 

und  da  für  o:  =  0  auch  y  =  0,  so  ist  c  =  •^/4. 

Nach  Beseitigung  der  Logarithmen  findet  sich 

a:  +  /x«-4a«  =  ^y+j/y«-4««l/4.6, 
oder  3 «^==1, 

a:-^a:«-4a''=/y-^y»-4a«^4.«», 
und  durch  Addition  gelangt  man  zu  der  Cardani^schen  Formel 

Bei  dieser  Behandlung  der  Gleichung  erledigt  sich  der  casus  irreducibilis, 
wie  schon  Landen  bemerkte,  in  der  natürlichsten  Weise.  Die  Diffe- 
rentialgleichung 2)  gestattet  nämlich  auch  folgende  Schreibweise: 

dx  dy 

>/4o«  — a?«  "  3  j/4ifi^'y^' 
und  dies  giebt  integrirt 


Setzt  man 


so  ist 


X  y 

aresin  ;r-  s=  1  aresin  s— s  +  C 
2a       ^  2a^ 


aresm  «— b  =  »f 
2a^ 


X 
aresin  ^r-  =zX(o+c 
2a       ^ 


oder,  wenn  man  zu  den  ümkehrungsfunctionen  ttbergeht, 

y 

sin C0  =  —-ji     x=s2a  sin (J^ w  +  e). 
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'  dx^^x^  —  Aa^  dx     y«  — 4a^"\da;/  * 

und   fiir  diese  Differentialgleichung  lantet  daher  das  allgemeine  Integral 

12)  x^a(Jcl+[kty^),     y  =  a»(/*  +  /-*) 

oder 

WO  h  und  k  die  willkürlichen  Constanten  sind. 

Von  besonderem  Interesse  sind  gewisse  lineare  Differentialgleich, 
ungen,  deren  Integrale  sugleich  algebraischen  Gleichungen  genttgen.^ 

Wir  wenden  uns  an  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  um 
mitteb  Integration  derselben  die  Auflösung  der  cubischen  Gleichung  zu 
bewerkstelligen.     Eb  ist  dies  die  Gleichung 

14)  (4a«-xV'-«y'+iy  =  0, 
welcher  particulär 

15)  y»-3a«y-ar  =  0 

genügt.     Um  zunächst  darzuthnui  dass  der  Ausdruck  15)  der  Gleichung 
14)  Genüge  leistet,  bilde  man 

'  ^  .'  2y 


3(y«-a«)      ^  9iy*-.a«)» 

und  führe  dies  in  14)  ein;  es  entsteht 

t/  -  ^a^y^  -  3a: y^  +  3a*y*  +  ^a^xy^  +  2x^y  -  9a«y  -  3a^a:. 

Dieses  ist  zwar  nicht  identisch  Null;  da  man  aber  hierfür  auch 

(y3  -  3a«y  -  a:)  (y*  -  2xy  +  3«*) 

schreiben  kann,  so  verschwindet  es  infolge  Auftretens  des  Factors 

y3— 3a*y  — a:  =  0. 

Um   nun   direct  ein  Integral   der  Gleichung  14)  herzuleiten,   substi- 
tuire  man  in  jene 


Vergleicht  man  die  letzte  Gleichong  mit 

80  hat  man  augenblicklich 

9'=-A>,  ^'=r^,   mithin  ^^=«W'*    ^^fe^*9^ 

und  dies  giebt,  in 

eingesetzt,  das  Integral  der  Ton  \  Itttegritten  Diffe- 

rentialgleichung a),  nftmlieh 

/' 

*  VergL  Spitze^  fferentialgleich- 

ungen.,  1.  Heft  (IM^ 
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5)  ^^        -  ^^ 


und  hieraus  folgt  analog  wie  früher 

oder  auch 

7)  x^2asin^^    '"^^     «ww  =  ir^»     m  =  0,  1,  2,  ...  n  — 1. 

n  2  a" 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  allgemeine  Gleichnng,  welche  gegeben 
ist  durch 

8)  x  —  a^ki  +  lki)-^),    y«a»((»  +  (-») 

und  welche  in  rationaler  Form  vom  2^1^**^  Grade  in  x  ist,*  derselben 
Differentialgleichung  5)  gentigt,  und  dass  das  Integral  ezplicite  in  y  aus- 
gedrückt folgendermassen  lautet: 


9)  .=)^//'^+^y;-^-^^,+;^./^•^-^^^=ig!.e^-^  .-=i. 

Da  die  Grösse  k  in  der  Differentialgleichung  5)  nicht  vorkommt,  so  stellen 
die  Ausdrücke  8)  oder  9)  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  5)  dar. 

Es  liegt  nahe,  diejenige  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  auf- 
zustellen, für  welche 

10)  = ^  h=:^cons(. 

j/a«  — 4  a*       Äj/y«-4a2» 

ein  erstes  Integral  ist.**     Man  findet 


/' dx 

vermöge  der  Substitotion 

y  =  a:«  — 8a*Ä 

zurück  fahrbar  sein  auf  das  elliptische 


4ä«Ky:-6) 


VergL  Königsberger,  Allgemeine  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen (1882) ,  S.  166. 

*  Ist  beispielsweise  n  =  Zy  so  liegt  folgende  Gleichung  sechsten  Qrades  vor: 

(ic« -  3a«x  -  ay)«  -f  P*(4a«  -  y«)  =  0, 
worin 

«  =  i(A;«  +  Är->),    /J  =  i(Ä;»-^-»). 

**  Fragt  man  allgemeiner,  von  welcher  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

diis  exacte  Differential 

(p(x)dx'^'%'ip{y)dyz=^0^    %:^con8t 

ein  erstes  Integral  ist,  so  findet  man 


d^_y_fp{^  dy     ^\y)  (dy\* _^ 
dx^     (p{x)dx     ip(i/)Vdx/ 
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20)  (4««"-«*)y'^«/+i|fc=0 
genagt    Ist  sp^iell 

C,  =  2aco*— t     C,  =  -2a««ii^;    m«0, 1,  2, ...  n-1. 
resp.  ^ 

80  Stellen  die  Anadrflcke  ftlr  y^  wie  achoii  frOlier  bemerkt,  die  Ldtnng 
der  MoiYre^seben  Oleicbnng 

oder  in  Farameterdirstenang 

▼or. 

SpecieUnirt  num  die  Ckmetnoten  nieblt  so  lautet  dba  Integral  in  Ptoi- 
meterdiunitellvng 

21)  fl5  =  a«(/"+jr*),    y  =  «(^<+.»^"*). 

nnd  das  ist  naeb  Elimination  Ton  I  in  rationaler  Gestalt  dn  Ansdrockt 
der  beiflglicb  y  bis  inm  2»^  Grade  anfiiteigt  Im  Falle  ««^3  haii^aii^ 
beispielsweise 

22)  (|f*-3^Äo«y-«)«+/»«(4«»-«*)Äft 

and  bierin  bedenten 

der  Gleichung  22)  genttgt  sonach 

Da  die  Gleichung  22)  ungeftndert  bleibt,  wenn  A  und  B  untereinander 
yertauscbt  werden,  so  bat  man  als  weitere  drei  Lösungen 

Ist  o:*— 4«^>0,  so  sind  zwei  der  Wurzelformen  (nämlicb  die, 
welche  zu  €  =  1  gehören)  reell,  die  anderen  vier  complex. 

Ist  x'  — 4a^<0,  so  muss,  falls  die  vorgelegte  algebraische  Gleich- 
ung 22)  reelle  Coefficienten  haben  soll,  ß*<0  sein;  dann  besitzt  die 
Gleichung  sechs  reelle  Wurzeln,   welche  aber  in  der  imaginären  Gestalt 

y=:j/a  +  yi  /u  +  vi.B  +  y'a'^  Y*  V^  —  » f .  £*,    ß^  =  ^y^ 
erscheinen.     Um  diesen  casus  irreducibilis  zu  lösen,  führe  man  in  Gleich- 
ung 22)  die  Substitutionen 

ejD,  wodurch  selbige  Übergeht  in 


oder 
oder 
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(4  cos"^  —  3  cosx  —  cos(p  cos^y  —  sin^q>  sin^rj;  =  0 
4  co<T^  —  3  coST  =  cosq)  cos tjf  +  sin  q>  sinrlß 


cos  3  T  =»  cos  {2m7t  +  q>  +  t/;). 

Mithin  genügen  der  Gleichung  22)  im  vorliegenden  Falle  folgende  sechs 
reelle  Grössen:  ^ 


wobei 


y  ==  2  ö  ^  C05 5"^--! —  I     m  =  0 ,  1 ,  2 , 


^  £t  CK 


Ganz  analoge  Formeln  gelten,  wenn  man  es  mit  der  erwähnten 
Gleichung  2n^^^  Grades  zu  than  hat. 

Obwohl  alle  die  hier  behandelten  Gleichungen  eine  rein  algebraische 
Auflösung  zulassen  und  der  Dififerentialbegriff  nur  künstlich  in  die  Rech- 
nung gezogen  wird,  so  darf  man  das  angegebene  Verfahren  doch  nicht 
als  eine  überflüssige  Complication  einfacher  Beziehungen  ansehen.  Denn 
einmal  wird  durch  Untersuchungen  gedachter  Art  ein  Streiflicht  auf  die 
Integrale  gewisser  Differentialgleichungen  geworfen,  und  das  andere  Mal 
sind  die  Mittel  und  Wege  für  die  Auflösung  höherer  algebraischer  Gleich- 
ungen vorwiegend  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  zu  suchen, 
wie  das  durch  die  Jaco hinsehen  und  AbeTschen  Untersuchungen  über 
die  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen  und  deren  Differen- 
tialgleichungen genugsam  bekannt  ist. 


XIV. 
Ueber  einige  Abel'sohe  Integrale  entor 

Voa 

Pro£  H.  J.  BiHK 


Aar  im  felgeiideB  CMtan  betnditeB  wir  mnigb  Abal^Hk 
«er  Vmm   /^-^— t  woM  J}(x)»«(x-«|)a(x— OPh...fB 

Akal  tat  m  muw  beriOmteB  AUmdlng  „lUMiva 

tiii-teBd«e  de  fonctioM 

vi«  gvoM  die  Ueiute  &U  mm 
wmkliüehea  ZiiU  TOA  lüt^gnl« 
ist  dieee  ZeU  die  «iaüehe,  ^e 
Siemmsa  flvrA  dm  Kaaea  Oesebleebt  angedevtate, 

eistBiiB,  vcQcbe  Wcartbe  Ton  »,  p,,  ^4,  ...  ^  das CreacUedit  vea f^S^^«! 


Das  Gmchletht  /•  wird  in  diesem  Falle  gegebeo  dardi  die  F 

p=iri.-l.(— l)-(r,-l)-(r,-l)-...-(r.-l)|. 
wo 

V(t  den  grSssten  gemeinsamen  Theiler  Ton  m  and  ^  +  ^+-*- 

t'j     ««  ••  «•  ^  ««     s     «•     ^i|  a*  a.  ^f  • 

boseichnot 

Wir  nebmen  weiter  an,  da»  «,  «^^  m,,  ...  p«  ganie  ZaUa 
t<»n,   (lio   nicht  s&mmtlicb   einen   gemeinsamen    Theiler  habea^    daas  ^t 
^«»  ...  I»M   sJlmmdich  kleiner  wie   «   nnd   ^ +  •,+  ...+■!■ 
91  nhicl. 

Wir  bemerken  nnn«  da»  der  grösne  Werth,  den  w^ 
n  Int  und  duKS  i'|,  r,,  ...  r«  nie  grösser  wie  -^  sein  kSnaen. 
m*»n  tUn   Kuli,   dsss  iis=2,   können  nicht  »immüicbe  r,,  v^« --. 
W«iHli    ^    bnbon.     Somit  ist,  wenn  «>2, 
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P<kkn-l)(m-l)-{m-l)-m(^-lj\ 

oder 

P<l  +  ^('»-4). 

Hieraus  folgt,   dass,  wenn  n>2,  die  Zahl  p  nnr  =1  sein  kanu,  wenn 
m<4|  also  m  =  3  oderm  =  2.    Nor  im  Falle  n  =3 2  kann  fn  =  4  werden. 
Betrachten  wir  den  Fall  m  =  3 ,  dann  ist 

.   ,  2n-— Vß  — V,  —  Vg  — Vg 
P  =  l  + — ^ — ^• 

p  ist  =  1 ,  wenn  Vq  +  *'i+ V2  +  Vg  =  2fi.     Diese  Gleichung  kann  nur  dann 

fi 
erfüllt   werden,   wenn   VQ  =  rf,   weil  V|,  v^,  V3  nicht  grösser  wie  -^   und 

nicht  sämmtlich  mit  n  diesen  Werth  haben  können;  ausgenommen  ist 
wieder  der  Fall,  dass  n  =  2  ist.  Somit  soll  v^-\-v^'\-v^^=.n  sein,  und 
diese  Gleichung  kann  nur  erfüllt  werden  in  den  Fällen 

n  n  n  ' 


v.=  3. 

v,=  3. 

"»=3 

n 

n 

n 

"»=4 

n 

n 

n 

damit  aber  n^  fi^y  fi,,  ^i^  keinen  Theiler  gemeinsam  haben,  kann  im  ersten 
Falle  n  nur  =3,  im  zweiten  nnr  =4  und  im  dritten  nur  =6  sein. 

Ist  m  =  2,  dann  ist  p=  1 +i(«  — Vq  — v^  — Vj);  p  wird  =1,  wenn 
Vo'\''^i'\'Vi  =  ^'  Durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im  Falle  ms=  3  findet 
man,  dass  folgende  Werthe  dieser  Gleichung  genügen  können: 

11  =  6,     vo=3.     Vi  =  2,     v,=  l, 

vo  =  2,      Vi  =  l,      V2  =  3, 

>  Vo=l,     Vi  =  3,     V2  =  2; 

11=4,      Vo  =  2,      Vi=l,      V8=l, 

Vo=lj     vi  =  2,     ^2=1; 
«  =  3,     Vo=l,     Vi=l,     v,=  l. 

^  vom  Ge- 

schlecht  eins  ist,  wenn  f^R{x)^  eine  der  folgenden  Formen  hat: 
1)    ^(x-a)(x-6)(.-c)(xr^.  «)     ^x-a)^.-6)'. 

2)  yi^^)^.-b){x-c),  '^'>   K(^zf^Vz^'> 

3)    ^(x-«)«-(x--6?-(^«7.  ^^     Hx-a)»(x-6)». 

5)    f'(x^:^)S(^6y(^=^o.  ^0)     h^-.)»(x-6)», 

'^  ^  ^  11)     ^(*-«)«(.-6)5. 

ZeltMhiift  t  llath.m.»U  a.  Pbjiik  XXIX,  S.  V% 


874  ITetar  «faüge  Abd*ielie  bitq^rmle  tMte  QalUüig« 

Aus  unMm  YonMUsetsQDg,  dasa  s&mmtliche  ^t  fift  •••  ihm  kleiner 
wie  it,  und  f»i+f*»+**-+f^i  grosser  wie  n  sein  Bollen,  folgt,  dass 


/'    dx 


für  keinen  Werth  von  x  (weder  xtss^^,  o,,  ..*  ^im  Boek  x^a>)  nnend- 
Uek  wird  nnd  alao  eister  Gattiuig  tat.  Okne  Htnanfllgiing  einer  log»- 
ritkmiaeken  Faneüon  kann  deakalb  die  Summe  swMer  aoleker  Integrale 
in  einem  dritten  aoleben  Integral  tedncirt  werden  und  daa  Aberaeke 
Tkeorem  giebt  die  algebraisebe  Belation^  welebe  iwiaeken  den  oberen 
Orensen  dieser  Integrale  stattfindet  Diese  algebraiseke  Oleieknng  ist  aber 
das  allgemeine^  Integral  4^  Differentialgleiebiing 

dx^  dar. 


nnd  die  obere  Grenpe  des  diitteif  Integrals  ist  die  Constfnte  der 
rentialgleicbong. 

Wollen  wir  also  eme  algebraiseke  Integralgleicknug  dieser  Differen- 

tialgleickang  finden,  wobei  /R{x)^  eine  der  oben  beaeiebneten  elf  For- 
men bat,  so  braneben  wir  nnr  naeb  dem  von  Abel  gelernten  Verfabren 
die  Belation  swiscben  ^^,  st^^  x^  anfsnsnebeti,  wenn 

Xt         ^  Xg  Xg 

r^^i-^  r^-1^4^  fi^^^^o. 

Wie  bekannt,  bestebt  dies  Verfahren  darin,  dass  man  mit  der  Gleichung 
y"  =  Ä(a:)*  eine  andere  Vjj  + v^y  +  ...  + Vn«i j^"~*  =  0  verbindet,  wobei 
vq,  Vi,  ...  Va.]^"'^  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind.  Diese 
Functionen  müssen  nnd  können  in  uoserem  Falle  so  bestimmt  werden, 
dass,  wenn  man  y  zwischen  beide  Gleichungen  eliminirt,  die  resultirende 
Gleichung  nur  drei  Wurzeln  hat,  die  von  zwei  arbiträren  Coefficieuten 
abhängen,  die  in  den  Functionen  v  vorkommen.  Alle  übrigen  Wurzeln* 
sollen   nur  abhängen  von  den  Constanten,   welche  in  /?(^')  vorkommen. 

Man  braucht  schliesslich  diese  arbiträren  Coefficieuten  nur  zu  elimi- 
niren  aus  den  Relationen,  welche  diese  Coefficieuten  mit  den  drei  Wur- 
zeln x^y  0^2 ,  x^  verbinden,  um  die  gesuchte  Gleichung  zu  erhalten. 

Wir  wollen  diese  Methode  anwenden  zur  Integration  der  elf  Gleich- 

*  ^  sc  d  üc 

ungen ,  welche  entstehen ,  wenn  man  in  der  Gleichnng  '     +  ^  • 


=  0  die  oben  angedeuteten  Formen  giebt. 

In  Betreff  dieser  Gleichungen  bemerken  wir,  dass  die  erste  die 
bekannte  elliptische  Differentialgleichung  ist  und  dass  die  dritte  von 
All^gret*  betrachtet  ist.    Dieser  nämlichen  Gleichung  hat  Capitän  Mac 


*  Comptes  rendus,  T.  66  p.  1144. 
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Mahon*  eine  ausführliche  Abhandlung  gewidmet  und  Cayley  hat  eine 
höchst  interessante  Note  dazugefügt.  Uebrigens  entstehen  die  Gleich- 
ungen 2),  6),  7),  8),  9),  10),  11)  aus  den  übrigen,  wenn  eine  der 
Grössen  a,  6,  c,  d  unendlich  wird. 

Vollständigkeitshalber  werden  wir  doch  alle  diese  Gleichungen  lösen. 

I) ^"^ +  -====£^===  =  0. 

y{x,  -  <i)  (^1  -  ^)  (Xi  -  c)  {x^  -  d)      j/(x^  -  a)  (xj  -  b)  (x,  -  c)  (x,-d) 

Man  betrachte  die  Gleichungen 

y«  =  {x  "  a)  {x  —  b){x  —  c){x  —  d)  =  X*  -^p  x^  +  qx^  +  rx  +  s 
und  ,  ^ 

wo  Vo  und  Vj  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind.  Nach  Elimination 
von  y  entsteht  die  Gleichung 

.    v^^*  —  Vi^(x^  +  px^  +  qx*  +  rx  +  s)  =  0. 

Die  Functionen  Vq  und  v^  werden  nun  so  bestimmt,  dass  sie  sMmmtlich 
zwei  willkürliche  Coefficienten  enthalten  und  nur  drei  oder  vier  Wurzeln 
von  diesen  Coefficienten  abhängen.  Dies  geschieht,  wenn  Vq^x^-^-ux 
+  ß  und  V|  =  l  gesetzt  wird.      Die  Gleichung  dritten  Grades  ist  dann: 

(2a-p)a:8  +  (a«+2/3-(7)x«  +  (2a/S-r)a:  +  (/3«~5)  =  0. 
Die  algebraische  Relation  zwischen  den  Wurzeln  Xj,  x^,  x^  dieser  Gleich- 
ung ist  die  Integralgleichung;  wenn  ^|,  y^^  y^  die  zu  Xj,  x,,  x^  gehöri- 
gen Werthe  von  y  sind  in  der  Gleichung  y*  =  x*  +  pa:'  +  ga*  +  ra'-l-s, 
so  bedeutet  diese  Relation,  dass  die  Werthe  x^y^^  ^a^s«  ^s^s  ^^^  Gleich- 
ung x*  +  ax  +  ß+y  =  0  genügen,  und  sie  ist  in  Determinantenform 

Hierbei  ist  noch  unbestimmt,  welche  der  beiden  Wurzeln  von  y^:  ^i,  y^, 
^3  bedeuten.  Hinsichtlich  ^j  und  ^2  ^^^^  ^^^  beliebig  wählen,  aber 
dann  ist  ^3  dadurch  bestimmt,  dass  0:3,  ^3  beiden  Gleichungen  genügen 
müssen.  Diese  Form  der  Integralgleichung  ist  eine  andere,  wie  die  ge- 
wöhnlich gegebene;  aber  auch  diese  von  Lagrange  gegebene  Form  wird 
leicht  aus  unseren  Gleichungen  abgeleitet.     Offenbar  besteht  die  folgende 

Relation:  .      ,        ■      \/a  \  ^     t%a 

{x^  +  x^+x^){2a-'p)=^q-a^-2ß 

oder 

(«+ 'i  +  a^g)*  =  g  +  /?(x,  +  jr,) -f  (j?j-f  jr,)8  —  2(/5  +  ajr3) -f  par,. 

Aus  der  Gleichung  y=^'-'(x^  +  ax  +  ß)  folgt  aber: 

a+x^  +  x^^  —  ^ — ~   ^^^   /5  +  «^8  =  — (ys  +  ^8*)> 
also  ''^"■^* 


*  Quarterly  Journal  of  Mathematics,  Febr.  1888,  p.  168. 
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Die  beiden  zu  betrachtenden  Gleichungen  sind: 

y«  =  (a;  —  fl)  (.r  —  ft)  (x  —  c)  =  ar*  +  pa:*  +  ^^  + '^ 
und 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  man  Vq=  ax  +  ß^  V|  e=  1  und  v,  =  0 
setzt,  die  Gleichung,  die  nach  Elimination  von  y  entsteht,  die  schon 
mehrmals  erwähnte  Form  haben  wird.     Diese  Gleichung  ist: 

(a^  +  l)a^  +  (ic^ß'-'{a  +  b  +  c)^x*+(iaß^  +  iab  +  ac  +  bc))x 

+  {ß^-'abc)  =  0. 

Sind  ^1,  2^1,  x^  die  Wnrzeln  dieser  Gleichung  und  y^,  jfti  ^9  die  corre- 
spondirenden  Werthe  von  y  in  y^  =  (jr — a)  (a:  —  6)  (j?  —  c) ,  so  erhält  man 
die  Integralgleichung,  indem  man  die  Bedingung  schreibt,  dass  ^1^1,  ^a^ti 
^3^8  der  Gleichung  aa:  +  |S  +  y=0  geniigen.     Diese  Bedingung  ist: 

=  0 

und  das  ist  die  von  Cayley  gegebene  Form  der  IntegralgleichuDg.    Für 

3  ■ — 
y, ,   y,    kann    nach  Willkür   einer   der   drei  Werthe   von    j/ 1/^   genommen 

werden,  aber  ^3  ist  dann  wiederum  bestimmt. 

Auch   die   von  Mac  Mahon    gegebene  Form    der  Integralgleichung 

wird  leicht  abgeleitet,  denn  es  bestehen   die  folgenden  Kelationen: 


Vi 

x, 

1 

Vt 

a?, 

1 

Vi 

^3 

1 

X^  X^  ^i "3  —    — 


Saß'  +  {r,0  +  ar  +  hr) 
ß^  -ahr 


Uieraus  folgt: 

itbc^^{ab']'ac  +  br)(Xi+.rt+x^)  +  l(u  +  h-{-c){,r^at  +  x^x.^  +  x^.r.^) 

(ß^na){ß-\-ha)iß  +  ra) 

O'      1*^  T     =  - • 

>    *    »  a»  +  l 

Eliniiuirt  man  aber  .r  aus  den   Gleichungen 

y'^  =  (.r  —  a)  (»r  —  6)  (o:  —  c)    und   y  +  ctx-i-  ß  =  0, 
dann  findet  man 
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(^ß  +  aa){ß  +  ba)(ß  +  ccc) 

und  somit  "^ 

Vi^yt^y^  =  [^1  a^«  arg  -  |(a  +  Ä  +  c)  (ar,  ar,  +  x^x^  +  ar,  x^ 

+  ^((i6  +  ac  +  6r)(a:i  +  a',  +  arj)  — flftcp. 

Hier  ist  das  Integral  rational  in  rr,,  x^  und  x^^  und  in  dieser  Form  ist 
dasselbe  zuerst  von  Mac  Mahon  gegeben. 

III)  ^^J-  + ^^«  =0 

Die  beiden  zu  betrachtenden  Gleichungen  sind: 

y*  =  (a?  — fl)*(a?  — 6)'(a:  — c)^  und   VQ-\-v^y  +  v^y^ +  v^y^==(^. 

Ist  Q)  eine  primitive  vierte  Wurzel  aus  der  Einheit,  dann  ist  die 
Gleichung,  die  nach  Eh'mination  von  y  entsteht  (wir  schreiben  der  Kürze 
halber  a;j  —  a= //,   x^h=B,    jr  — c  =  C): 

(fo + »'i  ®  ^*^'  '^'^^  ^'''*  -  »'t  '^  ^'^•^''''  -^9^  ^'^'  ^'''^  ^'''O 

(v^  —  r^  a''^  B''*  C'/*  +  V,  ^  B'l^  C'f^  -  vg  ^'A  ^'Z*  CV*) 

Macht  man  Vq=  A^B^C^,  \vi-=ajfi BC^  Vf  =  ßAB^  ^3  =  7^  «o  kann 
man  A^B'^C^  aus  dem  Producte  austreten  lassen,  und  der  übrig  bleibende 
1'heil  ist  vom  fünften  Grade.  Wir  haben  aber  noch  drei  Coefficienten 
und  können  nun  diesen  solche  Werthe  beilegen,  dass  noch  ein  Factor 
vom  zweiten  Grade  austritt.  Dies  geschieht,  wenn  man  y  =  0  macht. 
A*  wird  Factor  und  die  resultirende  Gleichung,  entstehend  aus  der  Eli- 
mination  von  y  aus      y.=  (^_«),(^_ft)S(^_,), 

und 

(a:  —  a)  (o:  —  5)  («  —  c)^  +  a  (a:  —  a)  (« — c)  y  +  j5y*  =  0 
ist  * 

(a:-6)  ((a:-c) +  |32(«-6))«  +  (a:-c)(2|5(a:— 6)- a«(a:--a))«  =  0. 

Die  Eliminirung  von  a  und  ß  aus  den  Relationen  zwischen  den 
Wurzeln  a?|,  rr,,  x^  und  den  Coefficienten  dieser  Gleichung  würde  das 
Integral  der  Differentialgleichung  in  rationeller  Form  geben;  weil  diese 
aber  äusserst  complicirt  ist,  beschränken  wir  uns  darauf,  das  Integral  in 
der  Form  zu  schreiben,  dass  es  die  Bedingung  ausdrückt,  dass  die  Werthe 
^itfn  ^ftf«»  ^8^3  ^^^  Gleichung 

(a;  — a)(a:  — 6)(a:  — c)*  +  a(x  — ö)(a;  — c)y +  /5y*  =  0 

genügen,  wobei  y^,  y,,  y^  die  zu  o;^,  o?,,  x^  correspondirenden  Werthe 
von  y  in  der  Gleichung  y^  =  {x^ay(x'-b)^{x^c)^  sind.  Diese  Beding- 
ung wird  erfüllt,  wenn 

(a?i  -  a)  (a?!  -  b)  (x^  -  c)«     ix^  -  a)  {x^  -  c)  y^     y^^ 
(a?,-a)(a:,-6)(a;,-c)«     (aJ,— a)(a?,-c)y,     y,»   =0 

oder  K-«)(^3-*)(^3-0*     (^3-«)(«5-^)»a     «^* 


IV) 


Heber  etni^  AbeTielie  lolefnile  efiter  Gettang. 

it,-.t)*lr,-cyi    (ai-a)»(i,-c)«     (i,-*)» 
(i,-»)«(«,-c)»     (.,-.)»(«i-<:)»    («,-t)» 

^(x,-.)>(»,-»)<(x,-»)»     f(i,-.)'(*,-»)'(x,_«)'' 


Die  beideo  OleiebnngeD ,  Iroisiu  dM  iDtagrel  abgeleitet  wird,  Itod: 

•'o+ni'+»t>'+»'i»*+**»*+»'jj^=o. 

Selireilien  wir  wiederum  {x  —  a)  =  j4,  (i— 6)=Ä,  (s— e)«iC  nnd 
iel  iit  pine  primitive  aechate  Wnniel  «ns  der  Biahrit,  10  haben  wir  darch 
Elimioation  von  y: 

(vo  -  *,  A'/'  B"'  f- + V,  ^  fl*/-  C^V  -  Kj  ^V,  B*  C'' + v^  A^  *'/■(?%-»,  ^*  B"A  C^.} 

(vo->'ii»*^'''Ä^'C''''-v,M-<A'"t*/'-V3Y/'ß»(:^''+v^o)*i*ß^'C^'+i',«J*''B"''C^>) 

=  0. 
Haebt  man  »o  =  «^<Ä*C*,  v,  =  /J^Ä«C",  v,=yrfff"C*  »,  =  i-*B»C, 
r^sfC,  Vt  =  t,  dann  kommt  in  obige  Gleichnng  der  Factor  A^'^B^'C^ 
und  der  übrig  bleibende  Tbeil  ist  vom  siebenten  Grade.  Wir  baben 
aber  ftinf  villkBrlicbe  CoefGcienten  «,  ^,  7,  i,  t  nnd  drei  von  diesen 
können  so  bestimmt  werden,  dasa  noch  ein  Factor  vom  vierten  Grade 
anslritt;  dazn  machen  wir  }'  =  0,  d  =  0,  t  =  0  nnd  B^C*  wird  ein  Factor. 
Wir  bekommen  also  das  Resnltat,  dass  die  Elimination  von  y  ans  den 
Gleicbnngen 

und 

„(a,_«)«(ar-6)»(:r-c)»  +  |S(ir-<»)'(a:-*)»(:^~c)»y  +  y*  =  0 
zn  der  Gleichung  fuhrt: 

Hx-c)-p'(«-<.)]'  +  «3(a;_t)(a:_c)[<i,3(a,_j,  +  6^(j,_„)  +  2(a,_c}]==o. 
Das  Integral  entsteht  wiederum,  wenn  a  nnd  j3  eliminirt  werden 
ans  den  Gleicbnngen,  die  sie  verbinden  mit  den  Wurzeln  x^,  z,,  x,  dieser 
Gleichnng,  und  das  Integral  wflrde  dann  eine  rationale  Form  haben. 
Sind  y,,  9,,  y^  die  mit  3;,,  x,,  x,  correspondireadea  Weitbe  von  y,  danu 
kann  man  das  Integral  anch  achreiben: 

(',-»)■(»,-»)'(',-«)■  (»,-")'(»,-»)'(»,-^)'j', 

(».-")'('.-»)'('.-«)'    (i,-a)'(»,-l>)'(».-<:)'l'. 

(»,-«)'(«,-»)'(».-«)*    (».—)•('',-»)'('.-«)'».    vi 

oder 
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^_^  %^«^  Nw-  -l^^ 


(ar,  — 6)H(*,— c)%     («j— «)'*     («i-c)% 
(a-,-6)54(ar,-c)^     (*,_«)%     («,-c)14   =0. 
(*,-6)54(»,-c)%     (*,-«)^     (*,-c)*. 

Die  übrigen  Differentialgleichungen  entstehen  aas  den  hier  ge- 
lösten, indem  man  ßinen  der  Werthe  o,  6,  c,  d  unendlich  gross  werden 
iSsst.  Und  auch  die  Integrale  dieser  Gleichungen  werden  aus  den  bis 
jetzt  gefundenen  abgeleitet,  wenn  man  in  den  zweiten  Determinanten 
einen  der  Factoren  (x  — a),  (x  — 6)  oder  (x— e)  ^1  setzt.  Die  directe 
Lösung  dieser  Differentialgleichungen  kann  in  ganz  derselben  Weise  statt- 
finden, wie  die  behandelte,  und  darum  beschränken  wir  uns  darauf,  nur 
die  Integrale  mitzutheilen. 


V) 


dx^ 


+ 


dXf 


^(^i-«)(a^i-^)(a?i-c)      j/(a:,  -  a)  (j-,  -  b)  (a:,  -  c) 

Aus  den  Gleichungen 

y*=3(a:  — a)(ar  — 6)(a;— c)   und   y  +  ax+ß  =  0 
folgt,  dass  das  Integral  ist: 

y,     ar,     1    =0 

%      ^3       1 


=  0. 


oder 


4  (Xj  arjO^j  —  a  6  c)  (aTj  +  ar,  -f-  Xj  —  a  —  6  —  c) 


VI) 


dx^ 


+  Y7^= 


aap. 


^(arj  --  aY  (x,  -  6)«       l/{x\  -  a)»  (x,  -  6)- 


Die  beiden  Gleichungen  sind: 

y»  =  (a3— a)(a?— 6)  und  y  +  ca5-f  ^  =  0 

und  das  Integral: 

»1     «1     1 


oder 


y,     o:,     1 
1/3     ^3      1 


=  0 


yiWy3*+(ö*-i(«+^)(^i+^f+^8)+i(^i^t+^i^3+^ta?8))^  =  o. 


VII) 


ÖXj  ^Xj 

f/(Xj-.ä)*"(x;-6)»       ^(x.-aJ«(x,-.67 


=  0. 


Die  beiden  Gleichungen  sind: 

j^=(ar— rt)«(a:-6)»  und  y*  +  a(x-a)y +  /?(x-ö)(x-6)  =  ü 
und  das  Integral: 


üabflr  «big«  AbcCadu  InUgmb  ttalm  0«ltaiig. 


K-')W-')    («i-«)»!    Kl' 
(«,-»)»     (»i-.)»     K-»)« 

(«.-»)»    («.-«)»    C«i-»)« 

(«i-q»  {•.-•)«  («i-»)» 


Tllt) 


,8ft 


)/((.,-.«.,-»))•     >'((n-.)K-»»" 


-a 


Die  MdaD  Glfttehniigen  Bind; 

ir«=  («-.)(.-*)  .»a  i,«+.{r-»)ir  +  f(»-.K«-»)'= 
nod  du' Integral ; 

I  (»,-.)'(»,-»)•    (».,-»)»,    »,' 

I  (»,-«)•(»,-»)■     («>-»)»»    »' 
od«r 

(»,-«)»(»,-»)»    («i-»)»    (I,-.)»   -0. 


IX) 


+  Vi 


a-r. 


f(.,-«)'(i,-i)<       'T/{i,-„)'ix,-bf 


Die  beiden  Gleicbiingen  aind; 
»•  =  (»-")'C«-»)'-  "d  i,>  +  n(i-a)(i-S)j'  +  /!(.-o)'(. 
und  das  Integre)  ist: 

(a:,-o)'(l,-J)«  (ar,-«)(a:,-4)s,,' 
(»,-o)'(i,-6)'  (jr,-o)(i,-»)s,' 
(«,-»)>  (*(-»)•    (»,-«)(>-,-»)f,'    »,' 


oder 


|('f 


-o)»  (i,-J)«  1 
-a)!*  (»■,— 4)»  1 
-,.)»     (x.-I.)»     1 


X) 


Vi'.- 


J'W-»)*       ('(«.-o)^».-»)' 


Die  beiden  Gleichvngen  sind: 
,'  =  (i-lif{x-bf  nnd   »•  +  «(»;- 
nnd  des  Integral  ist: 


■)(»- »)V + ^  («-")■(»-')'■=  0 
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oder 


aY{x,-b)* 
a)\x,-b)* 
«)»(«. -6)* 


«)(«i-*)*y.*  yi 

■")(^s 


ft)V»'  ys' 


=  0 


(Xi 

(ar, 

(^3 


6)% 


(a?,. 


6)% 
6)% 


(ar,- 


=  0. 


XI) 


dXf 


dxi 


y{x,  -  a)*  {X,  -  6)»  "•"  y{x,  -  a,\x,  -  b)0 


=  0. 


Die  beiden  Gleichungen  sind: 
y«  =  (ar  — <i)*(x— 6)'    and    y^  +  a{x—a){x—b)*y^  +  ß{x—ay(x 
und  das  Integral  ist: 

K -«)"(«! -6)*   («1 -«)(«»-*)* yi'  y/ 

(a;,- «)«(«,- 6)«     (x,-«j)(a;,-6)»y,»    y,' 
(aJ3-a)»(a;3-6)*     (a!s-a)(aj,-6)V 


6)*  =  0 


=  0 


oder 


(a;i-a)H(a;,  — 6)^  (a;,-6)H  1 
(a;,-«)K(ar,-6)%  (aj,-6)%  1 
(a;3-«)H{x,-6)%     (a;,-6)%    1 


y» 


=  0. 


/dX  «y r 

1   wenn   yIi{xY    vom 

Geschlecht  eins  ist,  reducirbar  zu  elliptischen  Integralen.  Am  einfach- 
sten kann  das  geschehen,  wenn  man  den  von  Königsberger*  ge- 
gebenen   Regeln     folgt.      Eine    dieser    Regeln    sagt    ans,    dass,    wenn 

I  f(j^i  y^i,xy)dx  reducirbar  sein  soll  zu  elliptischen  Integralen,  n  den 

Werth  3,  4  oder  6  haben  soll,  and  diese  haben  wir  bestätigt  gefanden ; 
wir  werden  sehen,  dass  aach  die  übrigen  Bedingungen  in  unserem  Falle 
erfüllt  werden  können. 

/*  dx 

„  ist  von  Königsber- 

ger**  selbst  schon  angeführt  und  kann  also  hier  weggelassen  werden. 
Wir.  werden  uns  beschränken  auf  die  Reduction  der  Integrale 

/• dx^ r dx ^ 

y(X''a)\x-b)^(X'-cf    ^°     J  y{X'"ay{x^b)\x'-c/ 
weil  die  Reduction  der  übrigen  ganz  einfach  aus  diesen  abgeleitet  wird. 


*  Crclle's  Joam.  Bd.  86  und  89;  Mathem.  Ann.  Bd.  15. 
**  Allgemeine  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen. 
Leipzig  1882.    S  15  S.  280. 
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Zar  BediteUoa  4m  enttan  MtBea  «r}r: 

und  bestinatmi  «  so,'  daw  J''«*— 1  ntiwial  wiid.'    Dann  maw  «  der' 
Oldebnag  gwiflgsn 

4(«-l)(«  »«-  fl>)^(9«-  «{*+«)]^, 

4(— *)(«-•) 
IMnteh  wird 


r  die  r   dt 


mr 


wo  _ 

dann  ist: 

iiiid  wir  mitosen  jetzt  a  und  ^  so  bestimmen,  dass 

^11*1»  — fl)*(x—c)  —  («—/?)•(«— 6) 
rational  wird. 

Einfacher  ist  es  aber,  o  nnd  ß  dnrch  folgende  Ueberlegnng  zu  be- 
stimmen. 

Dnrch  nnsere  Snbstitntion  wird 

dz  Va  d» 


(g-<?)(g--^)(4a?-3c-~fl)-(g-fl)(g-c)(4x-36-g) 
j/a*(«— a)»(«  — c)  — (a?  — /S)»(«  — (») 

Weil  £  nnd  ^«(z*— 1)  rational  in  d?  nnd  af  anegedrückt  werden  sol- 

/•      dz 
-  nnr  anf  ein  einsiges  AbeTscbes  Integral 

führen ,  nnd  das  geschieht  nnr  dann ,  wenn  o  nnd  ß  so  bestimmt  werden 
können,  dass 

(g— /?)(g— 6)(4g  — 3c  — g)  — (g— a)(g  — c)(4g  — 36  — ff) 

einen  constanten  Werth  Ar  bekommt,   nnd   das  ist  hier  möglich«     Denn 
setzt  man  in  der  Gleichung  vierten  Orades: 
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[(ar-/5)(jr-6)(4a?-3c-a)-(ar-a)(x-c)(4x-36-/Sj]« 
-  Ä«  [«8  (jr  - /i)»  (jf  -  c)  -  (a?  - 15)»  (j?  -  6)]  =  0 
x^s:a,   ar  =  6,   x  =  c^   so  findet  man 


96c  — 8flc  — o6 


9a  — 86  — c 

Setzt  man   diese  Wertbe  von  a,  |3,  k  in  obige  Gleichung  ein,  so  über- 
zeugt man   sich  leicbt,   dass   noch  zwei  andere  beliebige  Wertbe  von  x 
(z.B.  x  =  0  und  a:  =  Qo)   der  Gleichung  genügen.     Die  Gleichung  wird 
also  durch  obige  Wertbe  von  a,  ß^  k  eine  Identität. 
Die  Conclusion  ist,  dass,  wenn  man  setzt 

^       4(6-c)(6-«)H (a;-Q)(j:-c)H 

*-(9a-86-cJ(c-aJ^-    /     ,  96o-8ac- a6\  ^^     ^)^    ' 

/*                  dx                                                r      dz 
«, —  übergeht  in  g  1  — i  wo 
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XV. 

Das  ebene  Kreissystem  and  seine  Abbildong 
auf  den  Raum. 

Von 

J.  Thomae, 


VeranlaBst  durch  Roye's  Werkuhen  über  die  Geometrie  der  Kugeln  im 
Raamc,  als  einer  Itoe&ren  Geometrie  vnn  vier  Änsdelmniigen,  habe  ich  in 
meinem  Semiunr  im  Winter  18S3/84  Aufgaben  behandeln  lassen,  wt-lch« 
stell  auf  ein  KugelgebBsch  beziehen,  dessen  Kugeln  ihren  Miueljmnkt  in 
einer  Ebene  haben.  Ua  dteee  Kngeln  dnrch  ihre  Schnittkreise  mit  jenen 
Ebenen  völlig  beNtiomt  sind,  so  bezieben  Bich  diese  Aufgaben  wesenllieh 
auT  ein  System  von  Kreisen  in  einer  Ebene,  auf  das  „ebene  Kreis- 
System'*.  Die  Mannichfaltigkeit  dieser  Kreise  ist  ein  InbegriiT  vttn  drei- 
facher Aosdebnnng  nnd  llist  sich  aaf  die  Punkte  des  Raumes  eindeutig 
beziehen.  Gerade  diese  Beziehung  war  es,  welche  mich  veranlasste,  dem 
Kreiasjstem  fär  seminaristische  Dehuugen  den  Vorzug  vor  dem  allgemei- 
Den  Kugelsystem  zu  geben,  weil  es  so  dem  Lernenden  leichter  werden 
mochte,  eine  nicht  aus  Punkten  oder  Ebenen  bestehende  M annich faltig • 
keit  aufsufassen,  indem  er  durch  jene  Beziehung  ein  Bild  derselben 
in  der  Punk tmann ich faltigkeit  dea  gemeinen  Raumes  vorfindet.  Anch 
konnte  jene  Beziehung  die  Quelle  werden  für  die  Bildung  der  einfach- 
sten Mannigfaltigkeiten  einer  nnd  sweier  Ansdehnungea  im  System. 
Jedem  Punktgebilde  im  Räume  mnsa  eine  Confignration  von  Kreisen 
des  Systems  entsprechen.  Jedem  Axiom  Über  Ebenen,  Gerade  und 
Punkte  im  Raum«,  jedem  Postulat  über  die  Verbindung  jener  Elemente 
mnss  ein  Satz,  eine  Construclion  im  Ereissystem  entfiprecben.  So 
ergab  sich  eine  Ftllle  von  Aufgaben,  zum  Theil  von  Steiner,  Pon- 
celet  nnd  Anderen  bereits  gelöst,  die  hier  unter  neuen  anregenden  Ge- 
sichtapankten  auftreten  und  auf  welche  dnrch  den  Spiegel  des  Raumes 
nenea  Licht  fXllt.  Anch  giebt  die  Beziehung  zum  Räume  Anlass  genug 
cur  Stellung  und  Lfisung  völlig  neuer  Probleme,  zur  Entwickelung  neuer 
Sitae,  so  dasB  mir  ein  Hinlenken  des  grSssern  mathematischen  Fublicnms 
auf  diesen  Gegenstand  ufitalich  erscheint,  weshalb  ich  hier  das,  was  in 
dieser  Sache  in   meinem  Seminar  zar  Sprache  kam,  und  Einiges   mehr 


[ 
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iltlieile.  Dabei  beabsichtige  ich,  diesen  Mittheilnngen  soviel  als  mög- 
lich eia  geometriachea  Gewaod  zn  geben,  weshalb  ich  erläuternde  Rech- 
nungen unter  den  Text  verlege.  Allerdings  mufl»  ich  hierzu  manche 
KeunloissB  der  Geometrie  des  Raumes  vornDfisetzen ,  namentlich  die 
Kenntuies  der  Polarentheorie  und  der  ste  reo  graphischen  Proj^ction.  Uii'se 
Prnjeclion  ist  es  eben,  durch  welche  die  Beziehung  zwischen  den  Kreisen 
des  Systeme  und  den  Punkten  des  Raumes  hergE-stellt  wird. 

Auf  die  Systemebene  5  setze  ich  eine  Kugel  auf,  deren  OurcbmfssCT 
■Is  Maasaeiaheit  gelten  mag  und  die  ich  fernerhia  die  Kngel  A'  nennen 
Der  Gerührongspunkt  mag  Südpol,  der  gegenüberliegende  Nurdpol 
it  werJeu.  Vi^m  Nordpol  aus  projicirt  man  die  Kreise  des  Systems 
■nf  die  Kugel,  wo  sie  hehanntlich  wieder  als  Kreise  abgebildet  werden, 
nnd  umgekehrt,  nur  dans  allen  Kngelkreiaen  durch  den  Nordpol  gerade 
Linien  des  Systems  entsprechen.  Allein  diese  geraden  Linien  üind  selbst- 
redend dem  System  zuzurechnen,  etwa  als  Kreise  mit  unendlich  grossem 
BadiuB.  Diese  bekannte,  eur  Herstellung  von  Planiglohen  viel  benutzte, 
die  stereograpbiscbe  Projection  bat  die  KigeuBchnft,  dass  Linien  der 
Systemebene,  welche  sieb  unter  einem  Wiukel  cp  schneiden,  Lininn  Ruf 
der  Kugel  entsprecbrn,  welche  sich  dort  genau  unter  demselben  Wiukel 
9  »chncideo,  oder  dass  Bild  und  Original  in  den  kleinsten  Theileu  ähu- 
ich  Bind. 

Constrnirt  man  nun  zu  einem  beliebigen  Kreise  I  in  5  sein  Bild  x 
Buf  A"  nnd  bestimmt  zur  Ebene  des  Kreises  k  den  Pol  fr  in  Bezng  auf 
K,  so  gicbt  es  zu  jedem  Kieise  (  in  S  einen  und  nur  einen  Punkt  k  im 
Räume,  der  ihm  entapricbl.  Aber  umgekehrt?  Umgekehrt  giebt  es  zu 
jedem  Punkte  fr  im  Haume  ausserlialb  der  Kugel  K  eiue  diese  in  einem 
Kreise  x  schneidende  Polarebene  und  einen  x  etereograpbisch  abbildenden 
Kreis  f  in  S,  welcher  den  Radius  Null  hat,  ein  Punklkreis  ist,  wenn 
der  Punkt  k  auf  die  Kugel  Tallt,  oad  den  Radius  Unendlich  bat,  d.  b. 
in  eine  Gerade  ausartet,  weuu  x  durch  den  Nordpol  geht,  also  wenn  k 
in  dor  Taugoutialebene  A'  des  Nordpols  n  liegt.  Den  Punkten  im  lauern 
der  Kugel  aber  entsprechen  Polarobenen,  welche  die  Kugel  nur  in  ima- 
ginKren  Kreisen  treffen,  deren  stereograpbiscbe  Bilder  daher  auch  ima- 
gin&r  sind.  >Sollten  auch  diesen  Punkten  reale  Objecte  entsprechen,  so 
lieeee  sich  das  dadurch  erwirken,  dase  man  statt  der  Kreise  die  durch 
■ie  bestimmten  Polarsysterae  einführte,  was  jedoch  die  Vorstellung  et- 
schweren  würde,  weshalb  es  unterbleibt. 

Bfkannllich  versteht  man  unter  Potenz  des  Punktes  m  in  Be- 
zng auf  den  Kreis  I  den  Inhalt  des  Rechtecks,  welches  aus  den  beiden 
durch  (  bestimmton  Segmenten  eiuer  Sccante  durch  m  gebildet  wird, 
positiv  genommen,  wenn  m  ansserhnlb  f  liegt,  negativ  geuomrae 
andern  Falle.  Diese  Grösse  p,„  ist  unabhängig  von  der  Wahl  der  Seoante 
^UmI  «Uo  für  eiaen  Kaisern  Pnokt  dem  Qaadict  der  Tangente  voil%i 
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gleich,  80  daas  ein  mit  dem  Radius  T=ypm  im  tn  geschlagener  KreU  f 
rechtninklig  schneidet."'  Liegt  m  innerhalb  f,  so  schneidet  f  den 
um  m  mit  dem  Radius  x^V—^m  geschlngenen  Kreis  diametral.  D 
Angabo  des  Mittelpunktes  eines  Kreises  (  nnd  seiner  Potoos  p  in  Bi 
auf  den  Südpol  der  Kngel  A',  also  darcb  drei  Grössen  ist  derselbe  völlig 
bestimmt. 

Ist  aber  p  grösser  als  das  Quadrat  der  Entfernung  S  des  Mittelpunk- 
tes vom  Südpol,  so  ist  der  Radius  y[iö  —  p)  des  Kreises  imaginlir,  so 
dass  unsere  Mannichraltigkeit  die  EigenibUmlicbkeit  bat,  dass  in  ihi 
reellen  BeslimmangsstUcken,  reellen  Coordinaten,  imagiuKre  Objecle  ent- 
sprecben  können. 

Es  ist  für's  Folgende  nülBÜcb,  einen  Sati  über  Kngelkreise  vorauf- 
geben  an  lassen.  —  Legt  mau  durch  einen  Punkt  des  Kanmes  P  Ebei 
«elclie  die  P  Ausschliessende  Kugel  in  Kreisen  (x)  schneiden,  so  stehen 
die  Kreise  (■)  sSuimtlich  rechtwinklig  auf  dem  Kreise  n,  welcher  dnrch  die 
Polarebene  von  P  bestimmt  wird.  —  Es  ist  evident,  dass  von  den  Ereiseu 
(x)  diejenigen  Kreise  (k')  aul'  n  senkrecht  stehen,  welche  durch  die  Ver- 
bindungslinie IUP  des  Kagelmittelpnukles  und  des  Punktes  /'geben.  Von 
den  Sbrigeu  Kreisen  ans  (x)  berührt  Mn  jeder,  wie  ein  Blick  auf  den 
Tangen tialke gel  lehrt,  awei  Kreise  der  Schaar  (x')  auf  dem  Kreise  n  und 
folgticb   stehen   auch   sie  senkrecht  auf  n,   w.  z.  b.  w. 

Liegt  P  im  Innern  der  Kugel  A',  so  trifft  jede  Ebene  durch  P  die 
Kugel.  Von  den  so  bestimmten  Kugelkreisen  (x)  ist  derjenige  der  kleinste, 
der  seinen  Mittelpunkt  in  P  hat.  Dieser  wird  von  allen  übrigen  Kreisen 
(k)  diametral  geschnitten,  weil  ihre  Ebenen  durch  seinen  Mittelpunkt 
gehen. 

Wir  fragen  nnn  snerst:  Was  für  eine  Confignration  von  Kreisen  in 
S  entspricht  den  Punkten  einer  Ebene  im  Kaame?  Wir  nennen  diese 
Configuration    KreisbUndel;    sie    bildet   selbstredend   eine    Scbsar   von 

*  Nimmt  man  r,  tt  %a  rochtwinkUgen  Coordinaten  in  der  Ebene  S,  den  Süd- 
pol von  K  znm  Anfang  derselben,  und  bestimmt  durch  t>  i)  den  Mittolpankt  eines 
Kreises  t,  durch  die  Potenz  p  de»  CoordinatenantiuigB  in  Beiiebung  auf  F  seinen 
Halbmeeser,  eo  ist  I  darch  t,  ij,  p  völlig  beatimmt,  und  zwar  int  sein  llalbmesser 

t  =  /'(rt-H\ii}-p). 
Der  entap rechende  Punkt  k  im  Räume  mag  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  t 
haben  und  die  x-  und  y-Aie  mOgen  bes  mit  der  i-  und  q-Axe  zusammenfallen. 
Alsdaiui  bestehen  die  Bexicbungen 

r=ar:(l-f).    i,  =  j,:(l-s).    p  =  s:(l-s): 
a!=r:ti-n.>,    y  =  ^i(l-i-Pl,    «=iii(H-p)i 

wenn  |)  die  Potenz  von  k  in  Bezug  auf  K  ist.  Nati  ist  p  negativ  für  das  Innere 
der  Eogel  (Null  auf  der  Kugel),  folglich  iet  t  fdi  solche  Punkte  imaginär,  wäh- 
nud  1,  9,  d.  b.  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  Kreises,  immer  reell  und. 


I 


Rweifach-DDODdlicber    MaDnichraltigkeit,    eine   Scbaarschaar.*      Wii 
tracbtfiu  KunSchst  solche  Ebenen  E,  welche  die  Kugel  K  eclmeitieu. 

Die  FoUrebenen  aller  Punkte  von  E  gehen  durch  einen  l'unkt  o 
ftasserhalb  K.  den  Pol  von  E,  aod  trefl'en  die  Kugel  K  in  Kreisen  (x), 
welche  den  Kreis  m.  den  E  aua  der  Kngcl  schneidet,  sümmtlich  recht- 
winklig treffen.  Die  Btereograp  bis  eben  Frojectiunen  (I)  der  Kreise  (x) 
treffen  mithin  die  Projection  o  von  u  ancb  sKmmtlich  rechtwinklig,  wes- 
halb wir  0  den  Orthngonalkreis  des  Bündels  nennrn.  Umgekehrt, 
alle  Kreise  (E),  welche  einen  Kreis  a  rechtwinklig  treffen,  bilden  eich 
stereograpbiscb  auf  Kreise  der  Kngel  ft  ab,  die  die  Projection  u  von  o 
rechtwinklig  treffen,  deren  Ebenen  durch  einen  Punkt  e  aueseihalb  A' 
l^ben,  deren  Pole  in  einer  Ebene  E  liegen,  die  durch  a  geht,  Den 
Punkten  von  E  im  Innern  von  K  entsprechen  keine  realen  Kieiso,  den 
Punkten  auf  H  enlsprecbon  Pnnktkreise  des  Sysleros,  welche  die  Kreis- 
linie 0  ausfüllen.  Der  Kreis  e  als  solcher  gehurt  nicht  zum  BUndel, 
ebenso  wenig  als  o  auf  E  liegt,  wenn  E  nicht  Tangenliulebene  ist.  Den 
Bchnittpankten  von  E  niid  JV  entsprechen  gerade  Linien  in  S,  weluhn  o 
rechtwinklig  schneiden  nnd  daher  alle  durch  den  Milte'iiuvkt  von  o  gi'hen. 
Schneidet  ein  Kreis  t  den  Kreis  o  rechtwinklig,  so  ist  seine  Tangente 
im  Schnittpunkte  zugleich  Kadius  von  o,  nnd  folglich  ist  das  Quadrat 
dieses  ßadins  —  XeXi, —  die  Potenz  dieser  Kreise.  Alle  Kreise,  welche 
e  orlbogonal  schneiden,  also  alle  Kreise  des  Dündels  @  haben  in  Bezug 
auf  die  Mitte  von  o,  den  Potenapunkt  des  BUndels,  dieselbe 
Potenz,  genannt  Bündelpotenz-  Ist  £  Tangentialebene,  so  gehen  alle 
Kreise  der  entsprechenden  BUndel  @  durch  oiuon  Punkt,  den  einzigen 
Funktkreis  des  Bündels,  der  zugleich  Orthogonalkreis  und  die  Projection 
des  Berührungspunktes  von  E  an  h'  ist.  Umgekehrt  bilden  die  Kreise 
durch  einen  Punkt  ein  Bündel,  dessen  entsprechende  Ebene  Tangential- 
ebene ist.  Da  die  Bündelpotenz  Null  ist,  so  wolleu  wir  einen  solchen 
Bündel  Nullbttndel  nennen. 


f 


Ut  Äx  +  By+Cs-  B^O  die  Gleichuitg  der  Ebene,  so  ist  die  Qleicbung 
itsprecbenden  Bündels 

A-[  +  Ji\i  +  (0-D))!-D  =  (i. 
üeiie  X,  u,  p;  x\  i)',  p'  schneiden  sich  rechtwinklig,  wenn 
)rr'-*-^i)'-i(p-fp')  =  0 
rjst;  folgbeb  schneiden  alle  Kreise  des  Bündels  den  Kreis  s,  dessen  Coordinuteu 


aind.  rechtwinklig.     Dieser  Kreis,    der  Ortbogonalkreis   des  BflndeU, 
den  Radius  ^„  =  l'^AA  +  JiB +  AD{D-C)):2yiD--C), 

dessen  Quadrat  sugleich  die  Potenz  aller  Kreise  des  Bündels  in  Bezug  auf  den 
Mittelpivikt  des  Kreises  c  ist  und  daher  Btindelpotenz  heisst,  auch  wenn  ti  imagi- 
sar  ist.    Die  Poteni  des  Ponktes  i',  q'  in  Bezug  auf  den  Kreis  i,  q,  p  ist 
iY+  p'q'  -  2  rr'-  8  « xi  +  )f. 
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Irgend  swei  diametral  gegen  übe  cliegeDd«  Punkte  dee  Orlhognnai- 
kreiies  o  sind  fUr  alle  Kreise  des  Bündels  conjagirt,  and  umgekeliit, 
nlle  Kreise,  die  swei  gegebene  Paqkte  xa  conja^irlen  haben,  liegen  in 
einem  Bündel,  dessen  Ortbogonalkreis  die  Verbindangslinie  jenei  swci 
Pankle  inin  Unrclimesser  hat. 

Ehe  wir  zu  Ebenen  tibergeh«n,  die  K  nicht  treffen,  betracliten  wir 
eine  Gerade  im  Ksumo.  Sie  mag  bezeichnet  werden  durch  zwei  tÜbenen 
{^,,  £.~J,  deren  Schnitt  sie  ist,  oder  durch  Kwei  Ptinkie  {k^,  A'^),  deren 
Verbindungslinie  sie  ist. 

Ist  die  Gerade  (£,,£^,)  Tangente  an  die  Kugel  K,  so  haben  alle 
Ebenen,  welche  Polsrebenen  der  Punkte  dieser  Geraden  sind,  die  Gerade 
(o,,0j)  zur  Äse,  welche  senkrecht  auf  {£,,  E^  steht  und  die  Kugel  in 
demselben  Punkte  bU  jene  beriibi-t.  Alle  Kreise  (x),  welche  durch  die 
Polarebenen  auT  K  bestimmt  werden,  berühren  sich,  also  müssen  sich  auch 
die  Btereographischen  Bilder  (!)  dieser  Kreise  berühren-  Man  nennt  die 
Confignretion  von  Kreisen,  welche  den  Punkten  einer  Geraden  entspre- 
chen, ein  Kreisbüschcl  und  bezeichnet  diesen  entweder  durch  ivret 
KroisbÜDdel  (fj, ,  (5»)  oder  dnrch  swei  Kreise  (I,,  Tj),  Alle  Kreise,  welche 
sich  in  einitro  Punkte  berühren ,  entsprechen  einer  Tangeule  an  die 
Kugel;  einen  solchen  Büschel  wollen  wir  einen  Berbhrungsbüscbel  nennen. 
Ist  (£■,,  fe'j)  'l'angenle  an  die  Kngel  und  also  anch  ihre  Polare  {o^^o^, 
so  si'hneiden  die  Kreise  des  Büschels  (1|,,@,)  die  Kreise  des  Büschels 
(i>i,0,).  welcher  der  Pclare  {o^^o^  entspricht,  sSrnmllich  senkrecht,  woil 
dies  uffcnbar  mit  den  Kreisen  aiil'  der  Kugel  der  Fall  ist,  welclie  die 
siereogrnphischo  Projection  dieser  Büschel  sind.  Im  Büschel  (@|,(Fj)  ist 
eine  Gernde  mit  enthalten,  ebenso  in  (0|i  O;),  welche  Potenzlinie  des 
Büschels  heisst,  weil  jeder  ihrer  Punkte  din  evidente  Eigenschaft  bat, 
für  jeden  Kreis  des  Büschels  dieselbe  Pi<tenE  zu  haben.  Die  Potenzliuie 
des  Büschels  (($,,  g,)  ist  die  Centrale  des  Büschels  (o,,  C,)- 

Trifft  die  Gerade  (fj,  £,)  die  Kugel  A".  so  gehen  die  Polarebenen 
ihrer  Punkte  durch  eine  Gerade  (n,,  c^),  die  Polare  von  (fj,  E^,  welche 
die  Kugel  nicht  frißt.  Die  Polarebenen  der  Punkte  auf  (f^,  £,)  schnei- 
den sich  dahiT  auf  A'  nicht,  mithin  schneiden  sich  auch  die  Kreise  Aea 
EUgehörigen  Büschels  (€,,  @j)  in  S  nicht,  wie  ans  der  stereograpbischen 
Verwandtschaft  folgt.  Zum  Büschel  (@,,  IS,)  gehören  aber  zwei  Pimkt- 
kreise,  die  den  Schnitten  von  (£, ,  £,)  mit  Ü  entsprechen.  Eine  Ebene 
E  durch  (£'(,  B^  trifft  die  Kugel  in  einem  Kreise  cn,  dessen  stereogra- 
pbische  Projection  o  in  S  von  jedem  Kreise  des  Büschels  (@,,@j)  recht- 
winklig getroffen  wird,  weil  p  Orthogonalkreis  des  Bündels  <S  ist,  der 
der  Ebene  £  ontspricht.  Die  Gesaromthoit  der  Kreise  o  bildet  aber  den- 
jenigen Büschel,  welcher  der  Polare  (o,,  Oj)  von  (£,,  £,)  entspricht.  Sind 
zwei  Gerade  im  Kaume  einander  polar  in  Bezug  anT  K,  so  haben  die 
eDts|irecbeadeu  Biiscbel  die  Eigenschaft,   dass  die  Kreise  des  einen  die 


dea  Rudern  senkrecht  schneiden.  Umgekehrt  eolspreclien  Biisclieln ,  derea 
Kreis«  sich  senkrecht  Bclioeiden,  poUre  Gerade  im  Kname.  Die  (tänunt- 
liehen  Kreise  des  einen  dieser  Büschel,  dessen  entsprecliende  Gernde  k' 
nicht  trifft,  gehen  durch  zwei  Teste  Punkte,  die  Doppelpankte  des 
BUschele,  die  Puuktkreise  denjenigen  BUscIiela,  welcher  der  Polnre  ent- 
spricht, denn  anch  diese  mUssen  von  allen  Kreisen  des  ersten  Bäst^hels 
rechtwinklig  getroffen  werden.  Die  Verbindungaliuie  der  Doppelpankle 
hat  die  evidente  Eigenschaft,  dasa  jeder  ihrer  Punkte  in  Bezug  auT  alle 
Kreise  des  Büschels  dieselbe  Potenz  hat;  sie  gehört  seihst  mit  zum  Büscliel 
and  entspricht  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  (£, ,  E^)  mit  der  Ehenn  A'  im 
Ranme..  Sie  heisst  die  Pute  n  zli nie  dea  BQscheld.  Sie  ist  die  Centrale  des- 
jenigen Büschels,  der  zur  Polare  der  dem  Büschel  im  Kaume  eutsprecben- 
den  Geraden  gehört.  Zn  einem  Büschel  mit  Doppelpunkten  gehört  ein 
kleinster  Kreis,  auf  welchem  die  Doppelpunkte  diametral  liegen.  Zn  einer 
Geraden,  welche  die  Kugel  trifft,  gehört  ein  Bflschel,  dessen  Kreise  sich 
nicht  schneiden,  deren  Mittelpunkte  aber  auch  auf  einer  Geraden  liegen, 
der  Verbindnngalinie  der  Punktkreise.  Die  Potenzlinie  des  znr  Piilare 
gehörenden  Blischela  mnsH  nämlich  alle  Kreise  des  ersten  BUschels  senk- 
recht schneiden,  also  durch  alle  Mittelpunkte  gehen.  Zn  einem  Büschel 
ohne  doppelte  Pnnkte  gehört  auch  eine  Gerade,  der  Kreis  (so  zu  aagen), 
welcher  dem  Schnitt  der  Geraden  im  Räume  mit  A'  entspricht;  da  sie 
die  Kreise  des  Polarbüacbels  rechtwinklig  schneidet,  so  ist  sie  die  Cen- 
trale dea  letzteren,  woraus  GoTort  folgt,  dass  ihre  Punkte  l'fir  alle  Kreise 
des  Bdscbela  dieselbe  Potena  haben,  dass  sie  die  Potenalinie  des  Bü- 
aebels  ist. 

Liegt  die  Gerade  in  der  Ebene  JV,  eo  besieht  der  entsprechende 
Bttschel  ans  einem  gewöhnlichen  Strahlenbüschel,  wir  haben  nur  einen 
Doppelpunkt.  Die  I'olare  dieser  Geraden  geht  durch  den  Nordpol,  ihr 
entsprechen  concentrieche  Kreise,  deren  Potenzlinie  die  unendlich  ferne 
Gerade  der  Systemebene  ist.  Liegt  eine  Gerade  in  iV  und  geht  aie  zu- 
gleich   durch  den  Nordpol,    so  entspricht  ihr  ein  ParallelstrableDhUschel. 

Projicirt  man  einen  Punkt  k  vom  Nordpul,  ao  geht  der  Projec- 
SoDSstrahl  durch  den  Mittelpunkt  m  des  Kreises  f.  welchem  k  entspricht, 
1  den  Punkten  des  Projectionsstrables  concentrische  Kreiee  entsprechen, 
lervon  ISsst  sich  sofort  eine  schöne  Anwendung  machen.  Allen  Kreisen 
in  S,  welche  eine  Curve  6  berühren,  entsprechen  die  Pnnkte  einer  ab> 
wickelharen,  die  Kugel  k  berührenden  Flache  im  Räume,  denn  die  Scbaar 
von  Kreisen,  welche  6  in  einem  Pnnkte  berühren,  entspricht  den  Pnnk- 
tea  einer  die  Kugel  K  berührenden  Geraden.  Dem  Krümmnogskreise 
Ton  €  aber  in  jenem  Funkte  entspricht  der  Schnittpunkt  zweier  unend- 
lich nahe  benachbarten  Geraden,  also  ist  die  Fläche  abwickelbar.  Pro- 
jicirt man  nun  die  Wendecarre  dieser  abwickelbaren  Fläche  vom  Nord- 
pol    in    die   Systemebene   S,    so    sind    die   Projec tious^Aiik.tA  d.\%  ^iajtiy^_ 

ZallHliflll  t  MiUtauitife  a.  Pbjtik  ZllX,  b. 
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Trift  iän  Ebna  C  di*  X«gd  ^tbt,  so   entsprechen    den  Pnnkteg    ^ 
d«r  Otnd«»  (f ,  JV)  g«»d4  UaiM.     JMeee   gciaden    Linien    gehen    tUa  , 
iatdt  Ü»a»  Pwkt.  .d«a  Tviktkvdi  dM  Soncentrischcn  Büschels,  wetchef 
dwFolw«  (•,ii).der  Owad«l.(^  JV)  «B4»piicbt,  welche  durch  den  Nord-     v 
pd.K  9tbL    DiMW  Fmi^  kt  dl«  EtC^ectiDu  des  I'olcii  o  T.<n   £  von  n   '3* 
■w  !■  difl  Elmi«  &     Dar.pRtil(k,  n  W*1chem  {o.n)  die  Ebene  £  trifft,    f 
fi  d,  der  Knü  d<«  BMd«b  Ü,  Ta)«h«r<Jbm  enUpricht,  sei  t>.     Dsnn  h&t    -'" 
b  »HIB  lÜtMlimskt  dw  Omtna  da»  d«>  Geraden  (£,  K)  enteprecliendcin 
StablrabtoDbab  -«ad    itlrd   tdm   dham   Strahlen    diamotral    gimcbuitten. 
Legra  vir  daiak-tf  atk  Oaiadaa,  vdahe  £  erzeugen,   go    erhallen    wir    ..!■' 
aiae  Baik«  ff» . Blwfcalnt :  valplia  .4«B  Kreis  b  gemein  haben  nnd  dtrfia  "•. 
Krriaa  dieaa«  Knla  >  itotUah  dhuMStnl  schneiden,   weil  dies  die  l'o-    ijp 
teaaliaiaa.dar.BllaeM  lhaat.»oiaaa  tob  selbst  folgt,  itAes  b  der  klein^ta 
Krek/dai  BOadflla  lat^ar.Mwf-.DUnatrAlkreis  desselben.     Die  Po-    .   , 
teaa  de*  Hittdpauktaa  «a»^!»  Bataf  auf  alle  Kreise  des  Bfindels  ist    ."^ 
däa-Qaadnt  det  Halbaawara  «oD-bt  aagativ  genommen,  weil  jeder  Kreta   ■/. 
Uaan  DanlmaaMr  T«a  k  aarBAaa  hat  .  Der  Mitlelpnnkt  dieses  Kreises  ^ 
iat  alao  der  Patanapaski  4aa  BKadels,  nnd  das  negative  Quadrat   • 
aaiaaa  Radiaa  n  iit  di«  Btadalpotasi. 

Den  Postalalan  der  Bannigeoinetrle  stahen  im  Kreiasyatem  niaU 
FostoUle,  Bondarn  Coastmctionsanrgaben  gegenüber,  weil  man  fdt  die 
CoasIroctioDeD  im  System  nicht  nene  Fostniate  selten,  sondern  die  der 
gemeinen  Geometrie  annehroeD  wird,  aaf  welche  die  Correlate  jenar 
PüStalate  nicbt  nnroittelbar  fttbran.     Die«  wird  sofort  erkannt  werden. 

Zwei  Punkte  im  Ranme  beetimmeD  eine  Gerade.  Postulat;  Dia  Ge- 
rade dnrch  swei  Punkte  in  constrairen.  —  Zwei  Kreise  (, ,  f,  bestimmen 
einen  Bttscbel.  Anfgnbe:  Den  zwei  Kreise  enthaltenden  Büschel  an  con- 
strniren.  —  Schneiden  sieb  t,,  I,  reell,  so  ist  die  Verbind nogsliuie  der 
Scbnittpnnkie  die  Poteuzlinie,  die  Verbin dnogslinie  der  Mittelpunkte  die 
Centrale  des  Bflschels.  Ist  nnn  ein  Kreis  (  des  BUschels  ((, ,  t,)  en  con- 
struiren,  dessen  Mittelpunkt,  oder  von  dem  ein  dritter  Punkt  gegeben 
ist,  so  ist  die  LSsung  elementar.  Schneiden  sich  aber  f , ,  t,  nicht  (reell), 
so  ist  die  Centrale  auch  wieder  unmittelbar  gegeben.  Auf  ihr  bestimmt 
eine  Tangeole,  welche  von  beiden  Kreisen ,  aber  auf  verschiedener  Seite 
berDhrt  wird,  den  Fnsspnnkt  der  auf  der  Centrale  senkrechlen  Poteua- 
linie  (innerer  Aebnlichkeitsponkt),  womit  diese  gefunden  ist.  SpSte'r 
werden  sich  jedocb  fttr  diese  Constructioa  einfachere  Mittel  ergehen. 

Von  einem  beliebigen  Punkte  m  der  Potenzlinie  ziehe  man  eine 
Tangente  an  I  und  schlage  mit  ihr  als  Radius  um  m  einen  Kreis.  Die 
Scbnitipunkte  desselben  mit  der  Centrale  sind  die  Pnnkikreise  des  Bü- 
achels.     Soll  nun   ein  Kreis  t  des  Büschels  durch  den  Punkt  m'  gelegt 


werden,  «o  «eichne  man  anerst  den  Kreis  f,  der  durch  m'  und  die  Punkt- 
kreise    geht.     Die  Tangeote   de«    Kreiaea    ('  in   m'  trifft   die  Centrale  im 
Mittel|mnkte  des  geeuchlOD   KreispH.     Denn    dieEPr  Kreis  ist  der  einzige^ 
der  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Centrale  hat,  darch  in'  geht  und  t'  reclit- 
winktig  scbneidpt,  EigeeRchnlten,    die  der  gesnchte  Kreis  f  baties  muBS. 
Diese    Constrüction    lehrt,    daes    die   Hitteliiunkte    der    Kreise    (    des 
Bündels    [, ,  f^    die  Oenlialo  nicht  vollsländig  ausrüllen,    sondern  ausser- 
halb  der  Punklkreise  liegen.     Die  Krei»e,    deren   Mittelpunkte  zwischen 
hihnen  liegen,  haben  imaginSre  Radien.     Ist  von  dem  gesDchlPn  Kreise  f 
laicht  ein  Pnnkt  seiner  l'eri|)hej'ie,    sondern  der  Mittelpunkt  iu  gegeben, 
ziehe  man  dnich  die  l'anklkreise  einen  beliebigen  Kreis,    der  seinen 
iMittet^unkt  auf  der  Potenzlinie  hat.     Vnn  m  eiehe  man  an  diesen  Kreis 
l^ine  Tangonte  und  schlage  mit  ihr  als  Radius  am  m  einen  Kreis,  er  ist 
r  Kreis  t. 

Drei  Punkte  beslimmeu  eine  Ebene.  Pnslulnt:  sie  zu  constrniren, 
l^rei  Kreise  hestiminen  ein  Bündel.  Aufgabe:  denselhen  za  con- 
-niren.  Wir  betraditen  den  Bündel  als  conslruirt,  wenn  wir  seinen 
iPotenepQnkt  und  seinen  Orthogonslkreis  o  oder  seinen  Diametralkreis  tl 
K-Bonstruirt  hshen.  —  Die  drei  Kreise  t,,  [j,  [j  beslimmeu  paarweise  ein 
iBUechel,  mithin  drei  Potenzlinien.  Der  Schnittpunkt  der  Potenzlinien 
i  (t,,t,l  mit  (f^.rj)  muss  auch  auf  der  Potenzlinie  (t^,  M  I'fgen,  weil 
Vvnn  ihm  aus  die  Potenz  für  alle  drei  Kreise  dieselbe  ist.  Er  ist  un- 
Ibestimmt,  wenn  die  drei  Kreise  iu  einem  Büschel  liegen.  Giebt  es  von 
B^iesem  Punkte  aus  eine  Tangente  an  einen  und  mitbin  an  alle  drei 
■preise  t,,  T,,  fg,  so  ist  sie  der  Radius  des  Kreises  o.  Giebt  es  keine 
ingente,  so  zeichnen  wir  die  kleinste  Sehne  fär  einen  der  drei  Kreise, 
I  ist  der  Durchmesser  des  Diametralkreises  t),  womit  die  Anfgabs  er- 
ibdigt  ist. 

Zwei  Ebenen  bestimmen  eine  Gerade.  Postulat:  diese  Gerade  zu 
konatroiren.  —  Zwei  Bündel  @, ,  6g  bestimmen  ein  BU>-chel.  Aufgabe: 
iflenaelben  zu  constrniren.  —  Diese  Aufgabe  zerfüllt  iu  die  drei:  I.  alle 
■^  Kreise  t  zu  zeichnen,  welche  o, ,  0;  orthogonal  schneiden;  2.  alle  Kreise 
t  zu  zeichnen,  welche  b, ,  b,  diametral  schneiden;  Z.  alle  Kreise  I  zu 
■eichnen,  welche  o  orthogonni  und  b  diametral  schneiden. 

Erster  Fall.  Man  bestimme  die  Potenzlinie  zu  o,.  O3;  sie  ist  die 
Centrale  des  gesuchten  BüschelB  und  die  Centrale  D, ,  0^  ist  die  Poteuz- 
lioie  desselben.  Hat  der  Büschel  (0,,  0«)  reelle  Doppelpunkte,  so  sind 
•ie  die  Punktkrcise  des  gesuihlen  Büschels;  hat  er  Pnnktkieise,  eu  sind 
de  die  Doppelpunkte  derselben. 

Zweiter  Fall:  Die  Putenzlinie,  also  ein  erster  Kreis  des  gesuchten 
BHschels  ist  die  Centrale  b,,  b,,  die  beide  Kreise  diametral  trifft.  Die  End- 
punkte der  Durchmesser  von  bp  bj,  die  auf  der  Centrale  aenkrccbt  stehen, 

1  Auttparatlelogramm ,  folglich  ein  Kreisviereck,  aad  Uatt.aa.maifc^ 


eo  einen  tw«iten  Kreis  des  gesncfateo  BUacbeU,  womit  derselbe  coDstrnirt 
ist,     Er  h&t  immer  DopjH^lpankte. 

Dritter  Fall.  Soll  o  ortbogootd  nnd  i  diftnietr«!  gesclinilteD  worden, 
Bo  ifit  wied{<r  die  Polenzlinie,  slse  ein  erster  Kreis  des  gesucliten  Büsdifls 
die  Centr&le  cti-  Beliebig  viele  andere  Kreise  des  Uliachels  findet  man, 
wenn  man  durch  irgend  zwei  Diantetralpnnkte  von  b  einen  Kreis  zieht, 
der  0  orthogonal  trifft.  Diese  Aufgabe  ist  unr  ein  speciellei'  Fall  der 
bereits  gelösten,  zu  drei  Kreisen  c, ,  o,,  c,  den  Orthogonal  kreis  sn  Eeich- 
neu,  indem  hier  zwei  derselben  su  Punklkreisen  zusammengeschrumpft  sind. 

Der  Fall,  dasa  einer  der  Bündel  g, ,  6^  oder  beide  Berührungsböo- 
del  sind,  kann  seiner  Einfachheit  wegen  Übergangen  werden. 

Pustnlat:  Den  Schnitlpunkt  einer  Geraden  mit  einer  Ebene  zn  finden. 
—  Aufgabe:  Den  Kreis  zu  seichneu,  den  ein  BUndel  tj  und  ein  Büsibel 
(Ei.Gjl  gemein  haben.  —  Man  construire  zwei  Orthogonalkreise  c,,  o, 
des  Büschels  (gi.gj)  und  zeichne  den  Kreis,  der  diese  und  den  Ortho- 
gonalkrcis  o  von  6,  wenn  ein  solcher  vorhanden  ist,  ebenfall«  recht- 
winklig schneidet;  es  ist  der  gesuchte.  Besitzt  aber  @  einen  Diaiuelral- 
kreis  i.  so  zeiclinen  wir  zwei  Kreise  des  Büschels  (@,,  1^^),  welche  b 
schneiden.  Die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  f,  b  geben  durch 
den  Potenxpnnkt  m  des  Bündels  (r,,f„))),  welcher  Bündel  auch  den 
gesuchten  Kreis  enthalt.  Zieht  mau  daher  durch  m  einen  DurcbioeBser 
an  b.  so  bestimmt  er  die  Schnittpunkte  des  gesuchten  Kreises  mit  i, 

Zielit  man  von  m  Tangenten  an  b,  so  liefern  sie  die  Beriibmngs* 
punkte  der  beiden  Kreise,  welche  dem  BUschel  (6,,  6,)  angehören  nnd 
b  berühren.  Somit  ist  nebenbei  die  wichtige  Aufgabe  gelöst:  Die  bei* 
den  Kreise  eines  Büschels  zu  finden,  welche  einen  gegebe- 
nen Kreis  berühren. 

Postulat:  Durch  den  Schnitt  zweier  Ebenen  und  einen  gegebenen 
Punkt  eine  Ebene  zu  legen.  —  Aufgabe:  Ein  Büschel  ist  durch  zwei 
BUndel  d,,  <St  gegeben,  man  soll  denjenigen  Bflndel  constmiren,  dei 
diesen  Büschel  und  einen  Kreis  t^  entbült.  —  Mau  construire  zu  zwei 
Kreisen  des  Büschels  t, ,  tj  und  zu  t,  den  Orthogonal-  oder  Diametral- 
kreis, so  ist  der  Bündel  bestimmt. 

Ist  nicht  der  Kreis  t^  gegeben,  sondern  wird  verlangt,  dass  der 
Bündel,  der  (t,,  t^)  eutbSit,  ein  NuUhündel  sei,  was  nur  möglich  ist,  wenn 
{f, ,(,)  reelle  Doppelpunkte  hat,  so  sind  die  beiden  Bündel,  welche  je 
einen  der  Doppelpunkte  zu  Orthogonal  kr  eisen,  hier  Punktkreisen,  haben, 
die  gesuchten. 

Poslnlat:  Drei  Ebenen  bestimmen  einen  Pnnkt;  denselben  zn  seicb- 
neo.  —  Aufgabe:  Drei  Bündel  bestimmen  einen  Kreis;  denselben  zn 
zeichnen.  —  Sehen  wir  von  dem  einfacheren  Falle  ab,  dass  unter  den 
gegebenen  Bündeln  sieb  Nnilbttndel  vorfinden ,  so  zerlKIlt  die  Aufgabe  in 
die  vier: 


Einen  Kreia  in  seiebnen,  dm 

1.  0|,  Ol,  Cj  orthogonal, 
I  S-  bn  V  bj  diametral, 

I  3.  0|i  0)  orthogonal,  i^  diametra] 

4.  0|  orthogonal 
trifft.  —  Im  Falle  1   ist   der  geiueii 
die  Tangente  von  ilim  aa  einen  de 
les,    der    auch  imaginär  erin  ki 
vilie  Lösung  immer  reell,  weil  der  1' 


),  diametral 

Fotenzpunkt  Milteliiiinkt ,  uoA 
>e  ist  der  Radius  des  gesuchien 
In  den  anderen  drei  Fällen  ist 
den  die  drei  den  Bündeln  eut- 


;el  Ä  liegt,  wenn 
le  vier  Aufgaben  bereits 
nmen  ein  IJüschel,  und 
Üiiäehel  mit  dem  durch 
I  Aufgabe  ist  aber  schon 


■  «prcclieuden  Kbenen  gemein  haben,  auSHerhatb  di 
von  ihnen  K  nicht  trifFt.     Uehrigens  sind  al 
erledigt,    denn    iswtti  der  gegebenen  Kreise  hesliu 
L   nur  der  Kreis  zn  ziehen,   welchen  di 
kn  dritten  gegebenen  Bilndel  gemein  bat. 
;elÖst. 

Weiss  man  a  priori,  dass  zwei  Büschel  einen  Kreis  gemein  haben, 
PO  ist  er  mit  den  bisher  gegebenen  Mitteln  auch  leicht  zu  finden.  Zwei 
[Büschel  mit  Doppelpauktcn  haben  einen  Kreis  gemein,  wenn  diese  ei& 
Kreisviereck  bilden. 

>ieB  dürften  die  Fundamentalconatructionen  sein,  anf  welche  die 
linearen  Aufgaben  zwischen  Kreisen,  Büscheln  und  Bündeln  führen;  ehe 
wir  aber  zn  Gebilden  zweiter  Ordnung  übergeben,  fügen  wir  noch  einige 
nützliche  Aufgaben  und  Bemerkungen  an. 

Die  Aufgabe,    denjenigen  Kreis   zu  Bnden,    för  welchen  zwei  Paare 
von   l'uukten  einander  eonjugirt  sind,    führt  anf  ein  BUschcl.     Denn  die 
irhindungslinien  der  Punkte  je  eines  Paares  sind  die  Uurchmesaer  der 
thogonalkreise  zweier  Bündel,  denen  die  gesuchten  Kreise  angeht)) 


Fall  ist  der,  dnea  alle  Kre 
Welche  ein  Punkt  und  eine  Gerade  ein. 
der  Punkt  bildet  mit  zwei  beliebigen  Pu 
conjngirter  Punkte,  mit  der  Beschränkun 


3  gefunden  werden  sollen,  für 


De. 


anf  der  Polare  zwei  Paare 
s  ein  Punkt  beiden  Paaren 


K 

i 


1  ist. 


Sucht  man  die  Kreise  eines  Büschels  (tj.fa).  fr  welche  ein  Paar 
'on  Pniiklcn  conjngirt  sind,  so  folgt  aus  dem  Gesagten,  dass  die  Auf- 
e  daranf  hinauskommt,  den  Schnitt  eine«  Bündels  mit  einem  Büschel 
tinden.  In  einem  Büschel  aber  befindet  sich  nicbt  immer  ein  Kreis, 
welchen  zwei  Paare  von  Punkten  eonjugirt  sind,  weil  zwei  Büschel 
sieht  immer  einen  Kreis  gemein  haben.  Dasselbe  gilt  für  Pol  und  Polare, 
I(t  aber  a  priuri  die  Gewiasheit  der  Existenz  eines  aolchen  Kreises  vor- 
banden, so  ist  auch  der  Kreis  selbst  leicht  gefunden.  Ein  solcher  Fall 
tritt  ein  bei  der  Aufgabe:  diejenigen  Kreise  eines  Büschels  su  fiuden, 
für  weiche  zwei  Gerade  einander  eonjugirt  sind.  Die  Pole  der 
Geraden    in  Bezug    anf  di«  Kreise    des  BUscbels   UeigWL  \ 


SM    Dm  ebene  SMuqreteqfi^  wA  iiihie  AbMlduf  mf  dm  Smml 


mDem  Kegebebirfile.  TUt  vea  deher  fünf  «elelier  Pole  eonelnnii«  M 
eonttroirt  maii  (mit  Hilfe  vea  ^keimd  Lineal)  4ie  beiden  Schnittpmikle 
m  nnd  m'  dee  Kc^^eltebnittes  mit  dei:,  swditen  Oereden.  Denn  sind  fie. 
jenigen  beiden  Krme  sn  anelien^  ftr  welebe  die  en^  Gerede  nnd  meder 
m'  Pol  nnd  Pobure  sie^«  '  Dfo  Szittens  dieser  bfidm  Krdte  bkr  M 
«Tident 

Bi  wer  neeb  ten  einer  YermifiMbnng  der  Oonetrnetion  der  PMpur 
Knie  mreier  Kreise  (I| ,  t^  gesproebem  Sie  gebt  diireb  den  FotenspwjM 
di^  dtei  Kreise  ||,  t|»  V-  Wftblt  mui  .1^  so«  dass  dieser  Kreis  tg  «»d.^ 
pdineidet,  so  li^eit  der  Sebnittponbt  der  Verbiodnsgslinien  der  ^  :m# 
ti  gemeinsenmi  Peebte  und  der  Ig  and  1^.  genniwiseiien  Pnnbte  eieef 
Punkt  der  PolsAsUniei  wodnreb  dßeisr  bestimmt  ist,  .?^. 

BlUtebelttt  weiebe  dieselbe. Petmi^linie  beben,,  Sfutspreeben  im  Supfl^ 
0erede,  wel^  jriMi  in,  einem.  Pinlrte,  der  Ebe^  Basobub^ 

welebe  dieselbe  Gerade  snr  Centrale  beben»  entsprechen  im  Benme  G»» 
lüde,  velebe  i«  efaier  Kbene^  dvvcb  den  Kfordpol.n  liegen;  B|^|distet 
wdebe  dasselbe  G^iMenpiMur  .«S  i)ei^trale  nad  PeteaiUpie  babep,  «nft;* 
ppreebea  die  Btieblen  eines  ebenw  StfablenlNIifbelati .  dessen  Bbene  dii# 
n  gebt  nnd  dessen  Centrnm  in  N  liegt  ^-V>|- 

Allen  Baampnakten  iwiseben  den  ISbeiien  S  nnd  if  entspredmil 
Kreise  i^eb  wenn  sie  imsginilre  Badiea  babei^},  dfren  Poteu  in  Benif 
anf  den  Südpol  positiv  ist,  den  Punkten  ansserhalb  solche,  deren  Potens 
negativ  ist.  Den  Punkten  der  Aequatorebene  entsprecben  alle  Kreise  in 
iS,  welche  den  um  den  Südpol  gezogenen  Einheitskreis  orthogonal  schnei- 
den. Derjenige  Bündel,  dessen  Kreise  denselben  Kreis  diaipetral  schneiden, 
entspricht  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Raumes. 

Ein  fruchtbares  Hilfsmittel  zur  Vereinfachung  mancher  Sfttze  sowohl, 
als  auch  znr  Ausführung  von  Constructionen  liefert  für  das  Kreissystem 
die  Möbins^sche  Kreisverwandtschaft,  die  Abbildung  durch  reciproke 
Radii  vectores,  welche  sowohl  durch  einen  reellen,  als  auch  durch  einen 
imaginären  Kreis  vermittelt  werden  kann.  Das  Princip  ist  allgemein 
bekannt  und  braucht  deshalb  hier  nicht  auseinandergesetzt  zu  werden. 
Diese  Verwandtschaft  bildet  das  Kreissystem  auf  sich  selbst  ab.  Ist  ( 
der  Kreis,  in  Bezug  auf  welchen  die  Abbildung  vorgenommen  wird,  so 
bildet  sich  jeder  den  Kreis  f  rechtwinklig  schneidende  Kreis  auf  sich 
selbst  ab,*  woraus  sich  eine  neue  Lösung  der  Aufgabe  ergiebt,  o  ortho- 
gonal, b  diametral  durch  einen  Kreis  zu  schneiden.  Man  bilde  in  Bezug 
auf  0  zwei  Diametralpunkte  von  b  kreisverwandt  ab,  so  bestimmen  die 
Bildpunkte  mit  den  Diametralpunkten  ein  Kreisviereck  und  somit  den 
gesuchten  Kreis.  —  Bildet  man  drei  Kreise  von  einem  Punkte  ihres  Or- 

•  Zwei  Kreise  r',  t)',  p';  r",  tj",  p"  sind  einander  in  Bezug  auf  den  Kreis  r,  ^y  p 
verwandt,  wenn  die  Beziehung  statt  bat 


thogonatkreisea  ab,  en  liegpn  die  Mittel pnultte 
raciän.  —  Bildet  man  die  Sclinsr  von  Kreisen  di 
einen  Kreis  a  onter  dem  Witikel  /l  scbiieiden 
kb  (d.  b.  vermittekt  eiiiee  Kteisns,  desflen  Ceni 
wird  aus  der  Krei^sclianr  eiue  ^cbasir  vod  GeraUi 
von    a   uDter  dem  Winkel   ^  stlmeideu    und    also 


er  Bilder  auf  einer  6e- 
vh  einen  Punkt,  welclie 
von   jenein  Punkte   ans 


reiche  da« 


eil  dienelbe 


Bild  a' 
iltbien. 


m 


I 


Di«  Winkel  worden  hei  der  Abbildung  erba 
fArme  iBt.  Die  Kreise  eines  NullbUndels  oder  die  Kreise 
duTch  einen  Punkt,  welclie  einen  Krei»  unter  festem  Win  kel 
acbneiden,  berfiliren  einen  andern  Kreis. 

Von  den  Gebilden  zweiter  Ordnnng  will  ii-b  baupIsSchlicb  dieJenigeD 
icbten,  welcbe  geradlinigen  FInclieu  entsjtrecben,  aber  über  die  rU- 
'inen  einige  Bemerkungen  vorau^Behicken. 

Eine  Oberflache  F  zweiten  Grades  Iriflt  die  Kngel  k  in  einer  Curve 
vierler  Ordnung,  rolglii'b  bilden  die  Punklkreise  der  ibr  eut(i])recbeuden 
ScbsarBcbanr  g  eine  Curve  vierter  Ordnnng  mit  zwei  Doppelpunkten. 
Zerftklll  diese  Curve  in  zwei  Curven  zweiter  Ordnung,  so  aind  iMcae  alle- 
Kreise,  weil  ebene  Curven  auf  A'  immer  Kreise  sind,  deren  atereo- 
mpbiiicbe  Projectionen  wieder  Kreisp.,  gelegentlich  gerade  Linien  sind. 
Inr  diejenigen  FlSclien  F  nacben  eine  AuBnahme,  welcbe  A'  im  Nord- 
lol  berllliren.  Die  duruh  sie  beflimmte  Curve  vierter  Ordnnng  liegt  in 
d  anf  einen  Kegelschnitt  in  S 
Nullkreise  der  Scbaarscbaar  g 
Oberdacbe  F  vom  zweiten 
bilden  die  Punktkreise.  von  g 
zählen  ist.  Ist  F  eine  Kugel, 
einen  (einfachen)  Kreis  aus. 
Durch  die  Punktkreise  und  einen 
Grades  im  Allgemeinen  gegeben.  Zwei 
schneiden  sieb  in  einer  Baumcurvo  vicr- 
Die  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  den 
len,  liegen  auf  einer  Curve  vierter  Ord- 
inng  mit  Kwei  Doppelpunkten,  der  Projection  der  Räumen rve  von  n  aus. 
iese  Cnrve  kann  auch  in  zwei  Kegelschnitte,  oder  in  eine  Gerade  und 
ioe  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  zerfallen.  Diese 
Inrve  vierter  Ordnung  enthält  acht  Punktkreise,  die  natUrlicb  Eum  Tbeil 
ler  &acb  alle  imngin&r  sein  können. 

Zu  den  Kreisen,  welcbe  denselben  Radius  haben,  gehören  auch 
solche,  deren  Mittelpunkt  unendlich  weit  entfernt  ist,  mithin  berührt  die 
sugehSrige  Oberfläche  die  Kugel  A',  weil  die  unendlich  fernen  Kreise  die 
einzigen  Punktkreise  der  Scbaarscbaar  sind.  Die  Fläche  ist  offenbar  eine 
Rotaltousiläcbe.  Ist  der  Radius  der  Kreise  kleiner  als  Eins,  so  liegt  die 
Polarehene  desjenigen  unter  ihnen,  dessen  Mittel^ uokt^ 


die  Punktkreise 
|er  natUrlicb  auch  imaginär 
Kreis  ist  die  Schaarsch 
Flächen  zweiten  Grades  F,,  . 
ter  Ordnnng  (erster  Familie). 
f  nuklen  jener  Curve   enttpi 


V  t 


«.■  1 


S96    Dm  #Inmm  EntoyilM»  juA  üiM  AbUUvsg  Mf  dm  Bmml 

Kttgd  f  falt  «M  dfawB  nf  ienelbn  Saue  di»  Aeqwaton«  die  nMii 
ist  eis  dk  Kf^^el  «inaoUküMidM  BUpwiid.  Ist  der  Biidm  gleidi  Skm 
•o  bl  iie  ein  B«tatimqiuftbol«id{  bl  er  grftMer  «b  EiMt  «e.  iil  die 
Fliehe  da  Betetimaiiyperbdirid  ait  swel  Kiiitofau« 

BMoede»  rinfaeh  iied  die  Oebilde,  weklie  fttadlinigm  VUkkm 
jnrritor  Ordmug  eaUpradMe,  wddM  vir  jetst  «etemriieii«  '.  -^ 

Alle  Kfoisa,  veMie  eieem  gageWew  Kreis  oitlijDgoiial  edir  dhir 
aetiel  aehetidea»  Itogee  ia  einMe  liiiMvee  Büsdet  Em  liegt  edbeyfPr^li 
fmgeo:  w«  ftr  aioe  HuBicIlUtfgk^  blldra  die  Krme,  «dehe  eieaH. 
Kreis  ,«  neter  den  WialEd  ^  eder  der  Se^e  e  selweideB?  Isl  •■»4^ 
so  ist  eedi  ^  i^kieh  Neil  eder  gleiek  ewei  BediteBU  Dieser  «iefiidie 
Fall  wird  Meiai  betra^M.  •  —   -tf 

Alle  krdse  f,  welebe  dee  Kreis  a  in  demselbee  Peekte  berlfcrü^ 
bildm  einen  Berilhwngibgacbel  t  deaaen  Oorrdat  iai  BanoM  eine  Um 
Kngel  berffbrende  Gerade  isl.  Aue  diese  BOsshel  haben  den  Ksela^n. 
gemein,  alle  entapteshenden  Genien  lai  Bennie  haben  den  Pnniat.l^ 
gemein  9  der  dem  Krsiae  a  enta|Mrisbt.  Abo  entsprechen  alle  Kreiae  daiet 
Sehaaraahaar  %^  webbe  einen  Kvria  e  bedlhren,  den  Punkten  elnae 
Kegeb  1^  «efaber  die  Kngd  im  steieographiaehen  Bilde  «  von  a  hwribfi 
nnd  seine  Spitae  in  e  bat    fir  ist  dn  BotationskegdL  .  r! 

Ein  KegebdiMtt  anf  einem  BerOhmngskegel  i^entspiiebt  einer  gilmag 
Ton  Kraben  t  welebe  einen  Kreb  orthogonal  oder  diametral  aehnetden 


*  Alle  Kreise  mit  dem  Radien  t  befriedigen  die  Gleichung 

rr+t)i)--p=  rr 
und  folglich  igt  die  Gleichung  der  entsprechenden  Fläche 

a:a;  +  yy  +  5*{l-.rr)  +  *(2rr-l)  =  rr. 
Die  Schaarschaar  rr  +  t}t)  +  pp  =  c  gehört  zur  Fläche 

*^  Alle  Kreise  r«  t),  p,  welche  den  Kreis  Xat  t^«,  pa  unter  dem  Winkel  9 
schneiden,  befriedigen  die  Gleichung 

ca^q>  (r'+^*  -  p)  (r«*  + 1).«  -  p.)  =  (r  r« + ^  ^a  - 1  (p  +  p«))». 
Die  entsprechende  Fläche  hat  die  Gleichung 

co»«g)(Ä«  +  y*+jf(5-l))(ar««  +  y,»  +  5a(*«-l))  =  («a:a  +  yya  +  if*a-i(if+if.))«. 
FQr  9  =  0  oder  9  =  »  ist  dies  die  Gleichung  desjenigen  die  Kugel  berQhrenden 
Kegels,  dessen  Spitze  der  Punkt  a  ist,  welcher  dem  Kreise  a  im  Räume  entspricht. 
Für  9  =  4«  wird  aus  der  Fläche  eine  Ebene,  doppelt  genommen.  Für  beliebig 
reelle  Werthe  von  tp  ist  die  Fläche  ein  Rotationshyperboloid,  welches  die  Kugel 
in  dem  Kreise  a  berührt,  welcher  die  stereographische  Projection  von  a  ist/  Ist 
der  Radius  des  Kreises  imaginär,  so  ist  die  Fläche  nicht  geradlinig.    Ist  z.  B. 

so  ist  die  Gleichung  der  Fläche 

-.cos«9(x«+y«-i-r(5-i))n=(jif(n-n)  +  n)« 

und  sie  ist  daher  ein  Rotationsellipsoid.  —  Ist  jP(ä,f  >  die  Fläche,  welche  dem  Kreise 
a  und  dem  Winkel  q>  zugehört,  F(b,f)  die  zu  b  und  9  gehörende,  so  sind  die 
Schnittebenen  derselben  unabhängig  von  9. 


[-■nd  tiotin  AOilem  berühren.  Da  durch  einen  solchen  Kegelschnitt  immer 
■  K  berührender  Kegel  geht,  so  berühre 
wenn  sie  nicht  dart^h  einen  Punkt  gehen,  noch  einen 
Darch  einen  Punkt  gehen  die  Kieiae,  wenn  der  Kegelschnitt  in  einer 
Tangentialebeoe  liegt.  —  Berührt  ein  Kegelschnitt  die  Kugel  A'  ia  zwei 
Ponkten,  so  girbt  es  stets  zwei  Beriihrungskegel,  in  denen  er  liegt. 

An  diese  Sütze  tässt  sich  naturgemäsa  die  Lösung  der  Apollonischen 
Prohleme  anscIilicsKen,  bIb  Correlat  der  Aurgabe,  die  acht  Sclmittpunkle 
dreier  Kitgel  £n  finden,  welche  ein  und  dieselbe  Kugel  berfihren.  Man 
bedarf  daxn  des  geometrischen  Satzes:  Berühren  zwei  Üheräffchen  zwei- 
ten Grades  ein  und  dieselbe  dritte,  so  achuetden  sie  sich  in  ebenen 
Cnrven.  Drei  ebensolcbo  Oberöächeu  schneiden  sich  in  acht  Punkten, 
die  in  vier  Geraden  van  solcher  Beschaffenheit  liegen,  dttss  durch  jede 
drei  Ebenen  gehen,  wekhe  Kheneo  die  Schnitte  je  zweier  Oberflächen 
■ind,  so  dass  diese  Geraden  schon  dnrch  die  Scbnitlebenen  von  zweien 
der  Oberflächen  bestiuiuit  sind,* 

Alle  Kreise  (r,  a),  (t,  b),  (t.  c),  welche  bes.  die  Kreise  a,  i,  C  be- 
rühren, entsprechen  im  Raurae  Kegeln,  welche  die  Kngel  K  berühren, 
nnd  ihre  Spitzen  in  a ,  b,  c  den  a,  b,  t  entsprechenden  Funkten  haben. 

IJ)ie  Kegel  {a),  (6)  und  die  Kegel  (/>),  (c)  and  ebenso  {c),  (a)  schneiden 
rieh  in  ebenen  Curvenpaaren,  etwa  in 
i''.r)„     {6,c),i 
(..«)„     {c.a),. 
Es  seien  fi,  v  die  Combinationen  1,  1 ;   J.  2;  2,1;  2,2.    Die  Ebenen 
(n,6)^,  (6,1%  bestimmen  vier  Gerade,  beseicbnet  etwa  durch  (o,  6,  e}^,, 
dnrch    welche    paarweise   auch    die  Ebenen    (f,  a),,  (r,  n)^   gehen.     Diese 
Tier  Geraden  lieffe»  die  Kegel  (n) ,  (/.),  [<•)  in  acht  Punkten,  welche  für 
jeden  Kegel  dieselben  sind.     Es  wird  daher  im  Allgemeinen  acht  Kreise 
gebeu,  welche  a,  h,  C  zugleich  berühren. 

Der  Geraden  (a.b.r)^^,  entspricht  ein  Büschel,  welcher  leicht  zu 
canstmiren  ist.  Die  Kreise  (a.l')^  (in  leicht  verständlicher  Bezeichnung) 
Uegen    in    einem  Bündel,    von    welchem    man    drei  Kreise  za  coastruiren 

•  Ist  f  eine  Oberfläche  zweiten  Grades,  aind  £,,  B,,  £,  Ebenen,  l, ,  X,,  1, 
Conitante,  so  sind  die  Gleithuu^en  dreier  F  berührenden  Oberflachen 

F,  =  F+i,£,I':,=0,    F,^F+XtE,E,^0.    F,  =  F  +  l,E,£:,  =  0. 
Die  Ebenenpaare,  in  denen  sie  «ich  schneiden,  haben  die  Gleichungen 

»iM,  E,  -  ^r,£,i  {yi,  iü + vi:,E,)  =  o, 
{yh£,-yikE,}\.i\E,-hyi,E,)=o, 
{yi,B,-yi,Et)(vi,E,+yi,E,)=^o. 

Die  Ebenen  des  dritten  Paares  gehen  durch  die  Schnitte  je  zweier  Ebenen  des 
cnten  und  tnreiten  Paares.    Alle  Ebenen  gehen  durch  den  Schnittpunkt  von  E„ 
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bat.  Maa  eeicboe  drei  Kreise,  velche  a  und  b  van  Bussen  oder  ionen, 
nnd  drei  Kreise,  welche  den  einan  voa  anssen,  deo  andern  von  inBoo 
^erlilirnD.  Die  dnrcb  die  beiden  Kreibtrip«)  beelimnilen  Bündel  (a,l)],, 
(a,  b)j  entgptecbmi  den  Ebenen  (a.A), ,  (a,'f), .  Du  za  den  Bertibrnngs- 
hreisen  die  Tungenten  mit  gehören,  so  lipfern  diese,  wenn  sie  vorhaudeo 
eind,  BofuTt  die  Potenipnnkte  der  Bflnrlcl,  welcbe  »usserer  «nd  innerer 
^ÄebDlichkeiUpnnkt  heissen  (auch  wenn  sie  nicht  durch  die  Tangenten  su 
finden  sind).  Die  Construclioo  der  beiden  Tripel  and  folglich  der  Aehn- 
lichkuitäpnohte  tat  immer  elementar,  ebenso  die  Construclinn  de«  Onhtv- 
goaa.]-  nnd  DiBmetrstkreieeB  der  Bilodel,  die  eu  den  Tripeln  gehören. 

In  gleicher  Weise  können  die  Bündel  (l,c\,  (t,  clj-  {^,a\,  {c.a\ 
leicht  coDstrutrt  werden,  man  bedarf  aber  nur  der  beiden  ersten  oder  der 
beiden  leisten.  Um  die  Kreise  zu  finden,  welche  a,  t,  c' zugleich  b«- 
rubren,  hat  man  die  Kieiee  des  Buxcbi^ls  (a,b,  C^f,,.,  welcher  den  Bän- 
deln (o.b)^,  (t,c}f  gemein  ist,  zu  conelruiren  und  dann  diejenigen 
Kreise  derselben  au  Keichnen,  welche  a  oder  b  eder  c  berühren,  wozu 
die  Mittel  frUher  gegeben  sind,  Jedar  solcher  Kreia  berührt  alle  drei 
Bngleich.     Die  Aufgabe  ist  siso  gelöst. 

Die  Potenslinien  der  Büschel  (ä,b,  e)^r  gehen  dnrch  die  Putens- 
punkte  der  Bündel  (a,b)^,  (b,  c),,  etad  also  die  sogenaiinten  Aelmlick- 
keitsaxen.  Da  es  nun,  wie  wir  sahen,  nur  einen  solchen  Büecbel  giebt 
nnd  also  ancb  nur  vier  Potenslinien,  eo  liegen  die  acht  Aebnlichkeita- 
punkte  auf  einer  Geraden,  anf  jeder  Hegen  drei.  Die  vier  Geraden 
(o,A)fi,  {b,c)t  gehen  durch  einen  Punkt,  den  Pol  der  RegelspilzeDebeoe 
abc.  Die  vier  BUschel  (a,b)fii  (b>  c}*  haben  einen  gemeinsamen  Kreist 
den  Orthogonal  kreis  an  a,  b,  t-  Mithin  gehen  die  Centralen  der  vier 
Büschel  durch  einen  Punkt,  den  Hittelpunkt  des  OrthogonalkreiseB  za 
Ol  b.  C.  welcher  dem  Pol  der  Ebene  abc  entspricht.  Die  Centralen  sind 
also  die  Potenslinien  der  Büschel  (a.b),  (b,  c),  (c,a)-  Auf  jeder  Centrale 
liegen  zwei  Mittelpunkte  der  acht  unsere  Aufgabe  lösenden  Kreise. 

Nun  nntersnchen  wir  diejenige  Schaarscbaar  %  von  Kreisen,  welche 
einen  Kreis  a  unter  dem  Winkel  tp  schuniden.  Zieht  man  an  a  eina 
Sehne,  welche  a  unter  dem  Winkel  q>  schneidet  —  es  giebt  durch  jeden 
Punkt  von  a  zwei  solcher  Sehnen  — ,  und  zieht  iu  dem  einen  Schnitt- 
punkte deraelben  mit  a  alle  möglieben  die  Sehne  dort  berührenden  Kreise, 
so  schneiden  diese  a  sämmtlich  unter  dem  Winkel  q).  Zn  jedem  Punkte 
von  a  giebt  es  also  zwei  $  angehörende  Berilhrangshüscbel ,  denen  Kugel- 
tangenlen  im  Kanme  entaprechen.  Die  g  entsprechende  Fläche  ist  eine 
geradlinige,  die  Kugel  im  stereograp bischen  Bilde  u  von  a  berührende; 
dnrcb  jeden  Beruh  rangspnnkt  giebt  es  awei  Gerade  der  Flüche.  Jeder 
Büschel  bat  mit  ^  zwei  Kreise  gemein,  die  natürlich  auch  imaginXr  sein 
können,  d.  h.  deren  Mittelpunkt  imagiuKr  sein  kann.    Wir  begnügen  ans, 
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dies  Hir  Atia  Fall  nnchzuwpisen ,  in  wulcliem  der  Büschel  reelle  Dnppel- 
pauVtn  hat,  —  Wir  schlagen  um  einen  der  DnppelpnDlcle  des  Üüochela 
einen  Kreis  und  hilil<^ii  in  hf/.ng  auT  diesen  Kreix  den  BlUchcl  und  a 
(kreievprwaudt)  ab.  Aue  dem  Büschel  wird  ein  Slralilenbüsche],  dn«  Bild 
Kreis  a'.  Nun  isl  es  evident,  dass  es  nur  zwei  Öiiahlcn 
^e»  Büschi-la  gieht.  welche  den  Kreis  a  niiter  dem  Winkel  q>  Bchneideu, 
e.  Folglidi  giebt  es,  weil  die  Abbildung  conrnrin  ist,  nnr  iwtti 
fi  urHpriluglichen  Büüchela,  welche  a  nnter'm  Winkel  gi  schni-ideo. 


Pie  t'tävhe  F  ist  demnach  vor 
nshyperboloid  ,  die  Scbaa 
le    früher   auKgel'ülirte  Ai 

die    beiden  Ünppelpnnkle    des 


«chn 


I  Grade,  ist  ein  A'  beriihvpndeB 
ist  ein  Gebilde  zweiten  Gradea, 
(auf  S.  2(17)    healäiigt.     FflUen 


aar  I 


)   liefei 


Äbbildui 


dessen  Slral.ten  a 
gehört    dann  ^  gan 
fiemeikung    ^ee  Ue 
Winkels,  welchen  j. 


k 

dt 
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Pai-allelfitisldeiibü»chel, 
er  demselben  Winkel  schneiden.  Der  Büschel 
Uefatigens  ist  (man  vurgl.  eine  nach  folgende 
'ssfeld)  der  Winkel  q.  das  Complement  des 
mgendc  des  Uyperbolnids  mit  dein  Berllhrungs- 
kreisp  a  macht.  Denn  projicirt  man  eine  Erzeugende  C  von  n  aus,  so 
bestimmt  die  Projectionsebene  auf  A'  einen  Kreis  y,  der  mit  a  denselben 
.'Winkel  bildet  als  6^,  oder  in  Zeichen:  es  ist  L(y,a)  =  L(G,  a).  Die  l'ro- 
'Ction  vnn  y  \a  S  int  nher  eine  a  unter  ilem  Winkel  {y,  a)  schneidende 
ierade  g,  welche  die  Centrale  eines  Bfischels  ist,  dessen  Kreise  a  unter 
dem  Winknl  <p  schneiden.     Also  ist  ip  =  ^n  —  L{G,a\,  w.  s.  b.  w. 

Eine  beliebige  Ebene  E  trifl't  F  in  einem  Kegelschnitte,  durch  wel- 
chen sich  ein  oder  im  Allgemeinen  zwei  BerUhrungskegel  legen  iHssen, 
denn  der  E  und  F  gemeinsame  Kegelschnitt  berührt  A'  in  zwei  Punkten, 
berühren  die  Kreise  eines  Büschels  @,  welche  zugleich  g  «ngebö- 
ioen  Kreis  i  uder  im  Allgemeinen  zwei  Kreise.  Und  so  ist  es 
nicht  schwer,  die  beiden  Ivreise  eines  Bilschels  zn  construiien,  welche 
den  Kreis  a  unter  dem  Winkel  ij.  schneiden.  Zu  dem  Büschel  (6, ,  Ss) 
zeichnen  wir  zwei  Orthognnalkreise  0,  <  0^.  Da  mRn  die  Bündel  (£,,  @j, 
Büschel  bcstimmeu,  nncb  dem  Fri: 
ie  Orthngonalk 
rtliog.-na! kreise  von  6, ,  Ö»  di 
neu,  welcbo  o,  rechtwinklig  i 
nur  der  gemeiui 
EU  bestimmen,  nämüch  desjenigi 
9  schneidende  Sehne  zur  Potenzlinie 
kreise  hat  mit  dem  Bündel  <Sj.  Drei  oi 
bestimmen  den  Kreis  i,  dessen  im  Bündel 

a  «änimtlich  unter  dem  Winkel  qi  schneiden.  Die  beiden  Kreise  des 
Büschels  (&, .  (Sj),  die  S  betilhien,  deren  Coustrnction  schon  gegeben  ist, 
»ud  die  gesDchteo. 


r 
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Hiermit  kann  man  zar  LösuDg  der  Stein 
die  Kcht  Kreise  r.a  cnnstrniren,  welche  die  Ki 
gngebenen  Winkeln  <p,  i[r,  j  schneiden.  Die 
K  reis  sei)  aaron  (a.ip),  [biV)i  (<^i)  entspreche 
bezeichnet  werden  können,  schneiden  sich  in 
(-.t),:  ((',c)^,  (6.c),j  {c,a)„  (c,a\.  von  de. 


ir'ficbea  Anrgabe  scfareiten: 
eise  a,  bi  C  bez.  nnter  den   | 

Hyperboloide,  welche  den 
1  und  die  mit  («),  (6).  (c) 

drei  KbeueDpaaren  (n,*),,    i 
en  iwei  Paare  Tier  Gerndo 


beBtimmen,  darch  welche  auch  die  letzten  gehen.  Llieite  vier  Geraden 
bestimmen  anf  jedem  der  Hyperboloide  acht  Punkte,  die  aber  dieselben 
fUr  (a),  (A),  (c)  sind.  Die  Krei.se,  welche  den  Schaarschaaren  (a,?), 
(b,^)  zugleich  angehören,  liegen  in  zwei  Bundein.  Es  ist  eine  elemen- 
t»re  Aufgabe,  zwei  Kreietripel  an  zeichnen,  welche  die  Bündel  bestimmen. 
Ebenso  bestimnil  matt  die  beiden  Bllndel,  welchen  die  Kreise  angeboren, 


die   den  Schaarschaaren    (b,if'),  {q.x)  gemein 
paare    bestimmen    die   vier  Büschel,    in    dene 


sind.     Die 
i    unsere  Kl 


beiden   Bündel- 


sn  suchen 

sind  nnd  deren  Centralen  beiläufig  bemerkt  durt:h  einen  Punkt  gehen. 
Die  Aufgabe,  die  Kreise  eines  UÜBchels  nn  bestimmen,  welche  einen 
Kreis  noter  gegebenem  Winkel  schneiden,  ist  aber  bereits  erledigt,  und 
somit  ist  auch  die  vorliegende  Aufgabe  gelöst. 

Von  den  Aehnliclikeitspuuklen  zweier  Kreise  ausgehende  gende 
Linien  treffen  die  beiden  Kreise  unter  gleichen  Winkeln.  Diejenigen 
BUndel 
gleichi 


,  welche  die  K 
I  Winkeln  achne 
nicht  bloB  dies,  sonder 
welche   zwei  Kreise   a, 


einem  oder 
keitspnnkle 
kreises   für 


■   enthalten, 
,  haben  dahi 
e  sind  überhaupt  identisch,    oder  alle  Kreiae, 
nnter   gleichen   Winkeln    schneiden,    liegen 


Kreise   a   und    b   unter 
denselben  Potenzpunkt.    Aber 


vielmehr  iu  zwei  Bündeln,  deren  Polenzpnnkte  die  Aebnlich 
sind.  Dies  ergiebt  sich  aus  der  Bestimmung  des  Orthogonal- 
ein  gegebenes  <p.  Die  Polare  der  Schnittlinie  g  der  beiden 
Ebenen,  welche  durch  die  etereograp bischen  Projectionen  a,ß  anf  A' der 
Kreise  a,  b  bestimmt  wird,  ist  eine  Gerade,  welche  durch  die  Pnnkle 
6  im  Kaume  geht,  die  a,  b  in  S  entsprechen.  Der  ihr  entsprechende 
BQschel  ist  der  Bäschel  (a,  b).  Die  Gerade  g  ist  nun  von  gi  unabhängig, 
jene  Ebenen,  in  denen  sich  die  ((1,9)),  (b,v)  entsprechenden  Hypei 
boloide  schneiden,  gehen  durch  g  hindurch.  Die  Gerade  {a,b)  enthXtt 
daher  die  Pole  aller  Ebenen  durch  g,  aller  Ebenen,  in  welchen  sich  die 
Bypetbolotde  schneiden.  Der  Büschel  (a,  b)  enthält  die  Orthogonal  kreise 
aller  Bündel,  welche  die  Kreise  der  Schaarschsar  {a,ip),  (b.  9)  enthalten. 
Das  Centrum  der  Orlhogonalkreise  ist  bekannt,  es  ist  einer  der  Aebn- 
licbkeitspunkte-  Alle  einem  Punkte  concentriscbeu  Kreise  bilden  ein 
Büschel,  dieser  Büschel  kann  mit  dem  Büschel  (a,  b),  wenn  er  nicht  mit 
ihm  zusnmmenfüll t ,  was  auigeHchlosGen  ist ,  nur  einen  Kreis  gemei 
haben,  also  ist  der  Orlhogoualkreis  unabhängig  von  tp  völlig  bestimmt 
und  damit  unser  Satz  erwiesen.  Ex  folgt  daraus  noch,  dsss  die  Hyper- 
boloide,   welche    («,¥>),  (b.qo)   entsprechen,    eich   in   swei   von   9  uuab- 
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LKngigeo  Ebenen  schneiden,  wae  schon  in  einer  Anmerkung  analytisch 
betvieaen  wurde. 

Die  Ebenen,  anter  welchen  eich  die  (0,9),  (6,1p),  ((<  v)  entspre- 
chenden Hyperboloide  Bclineiden,  und  aUo  die  vier  Gt-mden ,  durch 
welche  immer  je  drei  der  Schnittebenen  g(^l]en,  sind  von  ip  niiRbhängig. 
Die  Schnittpunkte  der  drei  Hyperboloide  bewegen  aicli  auf  diefien  vier 
Gereden,  wenn  q>  rariirt-  Die  Kreise,  welche  a,  b,  t  unter  gleichen 
Winkeln  Hcbneiden,  bilden  vier  Bflechel,  von  denen  mittels  der  Constmc- 
tion  des  ApolloDievhen  Problems  je  zwei  Kreiae  gefunden  werden  (und 
die  offenbar  den  OrthogonalkTpis  zu  a,  h,  t  gemein  haben),  also  bestimmt 
sind.  Sncbt  man  ebenso  die  vier  Büschel,  deren  Kreise  a,  b,  i  unter 
gleichen  Winkeln  schneiden,  so  führt  die  Ant'gabe,  die  Kreise  zu 
finden,  welche  a,  b,  c,  b  nnter  gleichen  Winkeln  schneiden, 
■nf  das  AnfsncLen  der  genieinenmen  Kreise  von  je  zwei  Büscheln.  Es 
giebt  acht  solcher  Kreise,  weil  jeder  der  vier  Büschel  (a,t,ti)  nur  mit 
je  zweien  der  Büschel  {o,b,c)  in  demselben   Bündel  liegt. 

Nun  würde  die  Schaarscbaar  von  Kreisen  zu  nutersnchen  sein,  deren 
Individuen  einen  Kreis  a  nnter  gleich  grosser  Sehne  schneiden.  Dies 
lüsst  sich  auch  so  «arfsssen:  Man  ziehe  alle  Tangenten  an  einen  Kreis 
2,  welcher  dem  Kreise  a  concentrrscli  ist.  Die  Tangenten  hetrncbte  man 
rIs  Potenzlinien  von  BitBcholn,  welche  die  Schnittpunkte  dieser  Tangen- 
ten mit  a  an  Doppelpunkten  haben.  Man  wird  daher  etwas  allgemeiner 
•ein,  wenn  man  darauf  verzichtet,  dass  i  mit  a  concentrisch  sein  soll,* 
Die  Scbaarschaar,  welche  ofl'enbar  den  Kreis  a  mit  enthHlt  und  die  mit 
gim  bezeichnet  werden  mag,  ist  von  der  zweiten  Ordnung.  Die  Kreise 
«ines  BElscbels  uämlich  treffen  a  in  Funkten,  deren  Verbindnugslioien 
durch  einen  Funkt  m  gehen.  Durch  ihn  giebt  es  iwei  Tangeuten  an  i; 
es  giebt  also  in  jedem  Büschel  zwei  (reelle  oder  imaginHre)  Kreise, 
welche  an  ^n,«  gehören,  wenn  der  Büschel  nicht  ganz  in  j^a,!  enthalten 
ist.  Da  jeder  BUschel,  welcher  0g,(  ganz  angehCrt,  den  Kreis  a  enthBlt, 
ao  ist  die  entsprechende  FUche  ein  Kegel  mit  der  Spilze  a,  welche  dem 
Kreise  a  entspricht.  Besitzen  o  und  8  gemeinsame  Tangenten,  so  giebt 
r>e8    unter   den    Erzeugenden    des    Kegels    Fa_i,    welcher   dar  Schaarschaar 

*  Sind  X,  T  laufende  Coordinaten,  so  sind  alle  Kreise,  welche  den  Kreis  a 
in  den  Punkten  schneiden,  welche  durch  die  Tangenten  an  i  bestimmt  werden,  in 
der  Oleichung  enthalten 

y'-2Zra-2l».  +  p,-2»{(a:-r,)e(Wo  +  (j/-i,,)«n"-t.)  =  0, 
I  «orin  (t  nnd  1  willkarlich  veränderUch  sind.    Die  Coordinaten  dieser  Kreise  erfdl- 
a  die  Oleichungen 

ist, +  laM«,    i)  =  ^i-f-ln'ti«,    )}  =  )}t+>'lrt-)-Slr(eosii  +  2Jlt}(Stn«, 
s  folgt 
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t)ra,i  entspricbl,  solche,  welcha  die  Kugel  berühren.  Die  Tangenten  mn  8 
gehören  zn  ^a,«^  ihnen  entsprechen  Punkte  der  Ehene  JV,  durch  velcbe 
eich  ein  Berührongekegel  an  die  Kugel  legen  lässt.  Diese  Kugel  ttiSt 
/a.t  nnch  in  einer  zweiten  eben<-n  Ciirve.  ToI^Hich  giebl  ee  in  gt,« 
Kreine,  welche  sngleicb  einem  Bündel  Angehören  und  einen  Krei^  ä  be- 
rühren. 

I.>.t  g  mit  a  coticentriach,  bo  liegen  die  Punklkreiae  der  in  t^g,.*  ent- 
hsltenen  BUscIiel  Buf  xvei  (reellen  oder  imaginfiren)  Kreisen,  der  Kegel 
/■fl,,  trifft  die  Kngel  in  eheneo  Curven,  in  Kreisen.  Trifft  eine  Tangente 
den  Kreises  g  a  nicht,  bu  beeitiuinit  sie  gleichwohl  als  Puteuilinie  mit  a 
deu   Büschel,   welcher  g»,«   ang^hSrt. 

Eine  all  gemeinere  Schnarscbaar  von  Kreisen,  die  einem  Kegel  nat- 
epricht,  erhält  man,  wenn  man  von  einem  BiiDdel  g  diejenigen  Kreise 
(g,  ö)  nimmt,  die  einen  Kreis  d  berühren,  und  durch  die  S<:hnillpnnkte 
dieser  Kreise  mil  a  BiiBchel  legt  oder,  da  diese  den  Kreis  a  nicht  reell 
zu  schneiden  hrnucbea,  wenn  man  die  Büschel  conslniirt,  welche  darch 
den  Kreis  a  und  je  einen  Kreis  (@,«)  bestimmt  werden.  Uer  Kreis  a 
ixt  allen  Blii^cheln  gemein,  die  enisprechende  FlSche  ein  Kegel  mit  der 
Spilae  n,  der,  wie  sofort  an  ersehen,  vom  sweiien  Grade  ist.  Legen  wir 
dnrch  den  Büschel  (f,,  f,)  und  den  Kreis  a  den  Bündel  g',  so  entspre- 
chen diejenigen  Kreise  dieses  Bündele,  welche  i  berühren,  im  Räume 
einem  Kegelschnitte,  eioem  ebenen  Schnitte  des  BerabroagBkegeU  (8^ 
Unter  diesen  Kreisen  giebt  et  also  iwei,  welche  dem  Bündel  (tu  Ig) 
angeboren. 

Alle  Kreise  in  5,  für  welche  iwei  Gerade  @,  ®'  einander  conjagirt 
sind,  liegen  in  einer  Schaarschaar  ^,  welcher  ein  Hyperboloid  im  Ranme 
entspricht,  daa  die  Kngel  £  in  einem  Pnnkte  berührt.  Jeder  Bflscbel 
(ti,t,)  hat  n&mlich  mit  %  swei  Kreise  gemein.  Die  Pole  Ton  ®  in  Be- 
sng  anf  die  Kreise  des  Btlscbels  (t,,  fg)  liegen  anf  einem  Kegelschnitte, 
nnd  dieser  hat  awei  Pnnkte  mit  @'  gemein.  Dieser  Pnnkt  bestimmt  aber 
mit  @  ale  Pol  und  Polare  einen  Kreis  des  Büschels  (f,,  t,),  wenn  nicht 
dieae  Elemente  für  jeden  Kreis  des  Büncbels  Pol  nnd  Polare  sind.  Die 
Sebaarschsar  $  ist  also  vom  aweiten  Grade,  die  FlHche  F.  welche  ihr 
entspricht,  natürlich  auch.  Die  beiden  Berührungsbüschel,  welche  @  oder 
@'  Eur  Potensliuie  nnd  den  Schnitt  von  ®®'  zum  Pnnktkreis  haben, 
gehören  zn  %,  es  gehören  also  zn  F  zwei  die  Kngel  in  demselben  Punkte 
berührende  Gerade,  F  ist  ein  Hyperboloid  und  berührt  die  Kngel  in  dem 
dem  Schnittpunkte  von  @  und  ®'  anf  if  stereographiach  BugehörendeD 
Pnnkte.  Kreisbüschel  mit  reellen  Doppelpunkten  besitzen  kein  gemein- 
sames Polardreieck ,  wohl  aber  die  Kreise  eines  Büschels  mit  imaginSren 
Doppelpunkten.  Die  Ecken  derselben  sind  der  unendlich'  ferne  Punkt 
der  Poteozlinie  nnd  die  beiden  Pnnktkreiea.     Daraus  folgt,  dase  alle  za 


g  grliörcDtlnn  BUschel  Paiiklkreise  linben,  von  denen  der  eine  anf  &, 
d«  andere  anf  @'  ÜPgt  und  deren  Verbindnngslinie  entweder  anf  @ 
oder  RuI'  ®'  senkreclit  etelit,  entsprechend  den  beiden  Si^haarcn  Er- 
xeugi-nder  des  Hyperboloid«.  J«de  Ersongende  lies  Hyperboloids  triETt 
die  KuKel. 

Gb'itet  eine  Gerade  H  Ilber  drei  Gerade  C,.  G^,  C,,  die  die  Ku-;«! 
AT  nicht  Irefl'eu  mögrn  nnd  sich  nicht  echneideo,  ao  erzengt  eie  ein 
Uy perboluid.  Die  lJ->ppri|innkie  der  entaprt^chenden  KreittBchnnrscliaar 
in  5  liegen    auf  einer  Curve  vierter  Ordnung   mit    zwei   Uoppe.l punkten. 


weil  die 
ee  gebt  die« 
den  Biisth.ll 
Panktepanri 
nnng  mit  %' 


Mithi 


<lle  Punkte 
Doppelpunkten,  i 


FlKcbe  doB  Hyperboloide  wieder  ein  Hyperboloid  ist,   und 

nrve  darcb  die  Doppelpunkte  der  C, ,  (»'ji-Gg  entsprecben- 

:,  welche  mit  drei  gegebenen 

if   einer   Curve   vierl.-r   Ord- 

f  welcher  die  drei  gegebenen  I'nnkie- 

«10    mich    liegen,    »bachon    sie    nicht  I'aare   sind,    die  mit   den   beiden 

deren  Kreievierecke   bilden.     Projicirt   man    das  Polathyperbnloid    von 

ans,    BO    prejiciren    sich    die    li^rzeugenden    auT   die    Tangenren    eines 

K«gelschnitles.      Mitbin    umhüllen    die    Verbindungslinien    aller   Pnnkte- 

welcbe  mit  drei  Punktepaaren  Kreisvierecke  bilden,  einen  Kegel- 

ihn  in. 

Hieran  knllpTt  sich  die  Löaung  der  Aufgabe:  Diejeniß;en  beiden 

ktcpaaro    ku    bebtimmen,   welche   mit   vier    Punk t opanr en 

in   Kreisviereck  bilden.  —    Uie  Büschel,  welche  die  vier  festen 

inktepaaio  sn  Doppelpunkten  haben,  seien  &.  ©,,  @,,  @j,  denen  die 

Inraden  G,  C,,  G^,  G^  im  Knuoie  entsprechen.     Die  Doppelpunkte  eines 

iHtchela  $.   dem    die  Gerade  H  im  Räume  entspricht,   seien    noch  will- 

lich.     Hat  nun  der  BUfchel  .&  mit  den  Btlscbeln  @, ,  @,.  ©^  je  einen 

L-is   gemein,  so    bilden    alle   solche    Büschel   eine   Schaarschnar  $  vom 

'eiten  Gr«de.     Der  BUncbel  6)  hat  mit  g  zwei  Kreise  gemein,  und  ein 

lUschel  §,  welcher  einen  von  diesen  nnd  je  einen  Kreis  von  @,  und  @, 

ihMlt,  enthült  auch  einen  Kreis  des  Btlachels  (S^.     Haben  die  Uii.scbcl 

©,   ®i.   @j,   ®,   reelle  Doppelpunkte,   so   liegen   die  Üoppelpunklo  des  80 

bealimmlen    Bfiacbels  S^,    wenn   solche  vorhanden    sind,   allemal    mit  den 

gegebenen  vier  Paaren  je  in  einem  Kreiavierecfe, 

Legen  wir  durch  G,.  C,  Ebenen,  welche  sich  In  G^  schneiden,  nnd 
Igen  wir  annUg  durch  @, ,  @,  Bündel,  die  einen  Kreis  mit  @g  gemein 
labcn,  so  bestimmen  hex.  die  Rhenen  auf  der  Geraden  G  und  die  Bün- 
del durch  ihre  gemeinsamen  Kreise  mit  ®  projectivische  Gebilde,  und 
xwar  sind  die  Mittelpunkte  der  hierdurch  bestimmten  Kreispaare  von  @ 
projectivtGche  Gebilde.  Auf  @  nun  sind  die  sieb  selbst  entsprechenden 
Punkte  der  projectiviscben  Gebilde  die,  welche  Fangehliren,  anf®  cind 
die  sich  seihet  enteprecbenden  Kreise  dtejeuigou,  welcb" 
Ua  «ie  dnrch  ihre  Mittelpunkte  bestimmt  a 


r 
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selbst   eoupr       enden  Mittelpunkte   zu    beBtimmen,    was    Jnrtb  eine  ele- 
mentare Con      iction    mit   Hilfe   van   Zirkel   nad    Lineal   ansDibTbar 
Der  Scbnitt  aer    beiden  Bündel,    welche    dnrch  einen  diesT  Kreise  nnd 
die  Büschel  ®,    nnd  @,   eraengt    werden,    ist  derjenige  Büscbel  ^,  wel- 
ir    mit   allen    vier  Btiscbeln    ®,  @i,  ®,,  ©j   einen   Kreis    gemeio    bat, 
•        wenn  ^  Doppelpunkte  hat,  so  bilden  sie  dasjenige  Paar  vod  Pnnk- 
■»  mit  jedem  der  vier  dnrch  @,  @j,  ©j,  @g  gegebenen  Paare 
naviereck    bildet.      Da    es    auf  @  zwei  aicb    selKat   entsprecbende 
ivreiae  giebt,  ao  giebt  es  zwei  Büschel  ^  nnd  also  zwei  Paare  von  Punk- 
ten, welche  der  Aufgabe  entsprechen. 

In    nachfolgender   Mittheilung   giebt    Herr  C.  Hossfeld    noch    eiaa   , 
Anwendung  des  hier  anfgeatelUea  Abbildnngsprmcipa. 
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ZIX.   XTeber  die  mit  dei  LOsang  einer  Steiner'Hchen  Aufgabe 

znaammeuhängende  Configur&tion  (12„,  16^). 
Eine  FlSche  aweiten  Graden  F  werde  von  vier  Ebenen  t^,  i^,  e,,  f, 
vwr  Kegelsvba ilten  getroffen;  wir  betrachten  die  vier  FUchenbascIip) 
«weiten  Grades  0,,  fp^,  0,,  C^,  welche  durch  sSmmtlicIie  längs  jener 
Kegelschnitte  die  Flfiche  F  berilhrenden  Flüchen  zweiten  Grades  gebildet 
werdoD.  In  jedem  der  vier  Büschel  ist  P  eotbatten,  ferner  je  ein  Kegel 
Dod  je  eine  Doppelebene.  Bezieht  man  nnn  die  vier  FUchenbiiachel  der- 
art projeciJviKch  auf  einander,  daes  der  Fliehe  F,  sowie  den  Uoppelebenen 
»in  allen  vier  Büscheln  derselbe  Fnrameterwerth  Bttkotnmt,  so  zerfällt  das 
ErsengnisB  von  je  zwei  FUchenbÜBcbeln 

—  die  FIfiche  vierter  Ordnung  —  in  die  FlScbe  F  nnd  in  zwei  Ebenen; 
laust  man  erstere,  welche  bei  allen  sechs  Combinntionon  auftritt,  nn- 
beiUckaichtigt,  so  erhalten  wir  sechs  Ebenenpaaro  oder  zwölf  Ebenen. 

kJe  drei  FlScbenbDschel 
<P,  0^^,,     (P,  <Po<X'(,     *i>i  0.0.,     0,  0301 
raeagen  den  Schnitt  zweier  Ebenenpaare,  d.  b.  vier  gerade  durch  einen 
'nnkt  gehende  Linien;  wir  haben  also  vier  mal  vier  durch  einen  l'nnkt 
ebende  Gerade,  d.  fa.  sechzehn  Gerade.     Jede  dernelhen  enthält  drei 
iner  zwölf  Ebenen. 
SXmmtlicbe  vier  FläcbeubUschel 
0,  0^  03  0^ 
onengen  den  Schnitt  zweier  Strahlen  quadrupel,  welche  z.  B.  dtirch 

0^  0^  0.  und  02  0;^  0( 
beatimmt  werden  und  die  in  den  beiden  Ebenen,  den  Erxengnissen  von 
0f0a,  gelegen  sind,  d.  h.  acht  Punkte.  Zu  vieren  liegen  dieselben 
in  den  gefundenen  swülf  Ebenen,  zu  zweien  in  den  IG  Geraden;  fügt 
man  ihnen  noch  die  vier  Miltelpnnkte  der  vier  Strahlenquadrupel  bei, 
an  erhält  man  zwölf  Punkte,  welche  zu  sechs  in  jenen  zwölf  Ebenen 
liegen,  die  ihrerseits  zu  sechs  durch  die  zwölf  Punkte  hindurchgehen ; 
welche  ferner  zu  dreien  in  jenen  16  Geraden  liegen,  die  ibrerseita  je  drei 
der  Bwötf  Ebenen  enthalten,  mit  einem  Worte:  man  hat  die  He 
confignration  (12^,  Iti^)  des  Herrn  Reye,    welche  neuerdin^«  «ittd«^ 
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mehrfach    GegeoBtand    der    mathematischen   Untersncbaog    geworden    tM 
(C.  StephanoB,  Bnlletin  dea  scieneea  matb^maliqnes,  2""'fl^rio,  tili,  - 
1879,  nnd  Reye,  AcU  mathematica ,   Bd.  1  Heft  2  8.  97). 

Ersetzt  man  die  Fläche  F  durch  eine  Kngel  ü'nnd  bestimmt  femn-, 
diH  auch  die  in  den  Fl  fiche  abdache  In  anflretenden  Keg«I  sich  eolspr»-   ' 
C^6a   sollen,    so   bilden  jetzt  die  (reellen   nder  imaginären)  Erzeagenden    -, 
ron  je   vier  in  den  BUacbeln  sich  entsprechenden  FliteheD  mit  dea  bez.  '' 
Bernbrungskreiiien  gleiche  Winkel. 

Bildet  man  nnn  mit  Hilfe  der  im  rorstelienden  Aaf^also  von  Herrn 
Horralb  Thomae  dargestellten  AbhildnngsSTt  das  Erzeugnis«  der  vier 
Flüchenbllscbel  anf  das  ebene  KreisNyslem  ab,  ao  erhalten  wir  eine  eben« 
Configuralion  {1%,  10,),  in  welcher  die  Elemente  der  Kreis,  das  Kreis- 
bUecliel  und  das  KreiabUndel  sind.  Mit  HilTe  des  leicht  zu  erweisenden 
SaiKes,  dass  FIflchen,  deren  Eraengende  mit  den  bez.  Berfilirungsk reisen 
k  gleiche  Winkel  bilden,  solche  Kreiae  in  der  Ebene  enlsprecben,  welcliQ 
dl«  slereographtscbe  Projectinn  von  A  unter  einerlei  Winkel  schneidea, 
erkennt' man,  dass  Ton  den  zwölf  Configntstionskreisen  der  Cnnägnration 
(l3f,  I63)  acht  die  stereographiNbe  Projecti'^n  der  vier  Bprülimngskrei»9 
ntiter  einerlei  Winkel  treffen,  die  Übrigen  vier  aber  je  drei  deraelbea 
OTlliogonal  schneiden.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Die  acht  Kreise,  welche  vier  gegebene  Kreise  unter 
einerlei  Winkal  schneiden,  bilden  in  OemeinschafI:  mit  des 
vier  Kreisen,  «elcheje  drei  der  gegebenen  orthogonal  aehnei- 
den,  eine  Kreisconfignration  (I3g,  16,],  d.  b.  die  zwölf  Kreiao 
liegen  za  sechs  in  zwölf  Kreisbttndeln,  welche  zn  sechs  jene  zwölf  Kreise 
gemeinschaftlich  haben;  sie  liegen  zn  drei  in  16  KreisbUscheln ,  von  denen 
jedes  drei  der  zwölf  Kreisbündel  enthalt. 

Jena.  Dr.  C.  Hosspbld. 

XX.  TJtbei  die  Verallgemeinemng  des  Fjrthsgoräiioheii  LebnatSBi 

nnd  des  Satcei  ftber  die  Lnnnlae  HippokraÜs. 

(lüena  Taf.  VIll  Fig.  1.) 

Zieht  man  in  einem  beliebigen  Dreieck  abc  eine  Transversale  cd 
von  willkärlicber  Bicbtnng,  ao  zerfällt  das  Hanptdreieck  abc  in  awel 
Theildreiecke  acd  nnd  bed.  Nnn  kann  man  (vergl.  Reye,  Die  Geo- 
metrie der  Lage,  Vortr.  7,  II.  Tbl.)  folgen dermassen  die  drei  Dreiecke 
aaf  einander  affin  beziehen: 

■      labe     «bc     cbd 

Die  homologen  Theile  stehen  senkrecht  nnter  einander.  Dnrch  diese  An- 
ordnung sind  das  Hanptdreieck  nnd  je  eines  der  Theildreiecke  in  fol- 
gender Weis«  affin  anf  einander  bezogen: 


ao  cnlsprecben  ih 
denen  p,  nls  zu  < 
Ocuken    wir 
Bclilosgene  Figui 


Im  Hftuptdreieck  and  je  einem  Theildreieck  entsprechen  als  gemein- 
BBme  Pnnkte  ihrer  ■ffinon  Systeme  die  Scheitel punkle  ihrer  geincinsamea 
Winkel.  Da  beide  Theildreiecke  dem  Bauptdreieck  af6n  sind,  so  sind 
sie  nncb  unter  sich  aTfln  und  läset  sich  die  Affinitätsbezielinng  derselben 
in  folgender  Weise  anadrilckeo; 

Der  den  afSnea  Systemen  der  Tfaeildreiecke  gemeinsam  entspre- 
chende Pnnkt  d  ist  derjenige,  in  welchem  die  von  der  Spitze  gezogene 
Transversale  die  Grundlinie  schneidet. 

Uurch  diese  Bestimmungen,  welche  die  Affinitätsbeaiehungen  der 
Dreiecke  festsetzen,  sind  alle  Funkte  der  Ebene  auf  folgende  Art  afQn 
aof  einander  bezogen: 

Bezeichnen  wir  einen  Punkt  als  zum  Dreieck  abc  gehörig  mit  p^, 
andere  aCtin  zugeordnete  Punkte  p,  und  p^,  von 
liiiig,  p^  als  au  bcd  gehörig  anzusehen  ist. 
in  pj  hewpglich,  ao  werden,  wenn  pj  eine  ge- 
reiht, die  Punkte  p,  und  /),  entsprechende  Figuren 
ind  Fj,  beschreiben,  welche  affin  Fg,  also  auch  affin  unter  einander  ttind- 
AiUMrdem  «xjatirt  unter  diesen  Figuren  noch  folgende  Beziehung: 

Beweis.  Wir  wenden  den  in  Reye  im  T.Vortrag  dea  II.  Theüea 
ahgoloileten  Salz  an: 

„tu  affinen  ebenen  Systemen  stehen  je  zwei  einander  entsprechende 
Figuren  in  conetantem  VerhHltnisH  zu  einander," 

Wir  bezeichneu  nun  das  zu  aOc  gehörige  System  mit  seinen  Figuren 
als  System  III;  diesem  entspricht  alsdann  das  zu  cbd  gehörige  System 
II  und  das  zu  crd  gehörige  System  I. 

Einer  beliebigen  geschlossenen  Figur  F^,  die  zu  abc  im  System  III 
gehört,    entsprechen    die  Figuren   F,  im  System  II  und  F^  im  System  I. 

Bezeichnet  man  nun  den  Inhalt  des  Dreiecks  abc  and  den  der  ilbri- 
I  entsprechend  durch  {abc),  so  ist  nach  dem  angeführten  Satze  offenbar 

Li    ^^). 

P,      \abcy 
denn  dem  Dreieck  ccd  im  System  I  entspricht  das  Dreieck  « 
Ans  gleichem  Grunde  ist  p       (cbd) 

da  dem  Dreieck  ebd  im  System  II  das  Dreieck  abc  im 
Daich  Addition  der  Gleichnngen 


u  System  lil. 


System  III  ent 


{abc). 


308 


Kleinere  MitllipilDngpn, 


Aller  anf  der  rechten  Seite  dieser  Gleiclinng   ist  dfr  Zähler  gleich  dem 
Nenner,  da  nach  der  Fignr  (rtcrf)  + (c6rf)  =  (oftc)  iit. 
Der  Werth  der  Brüche  ist  =  1 .  alaa 

^^4^*=!       d.h.    F,=  F,  +  F,. 


Diesen  Srttx  kann  man  als  den  durch  die  höhere  Geomeliie 
nerten  Pytlingoräischen  Lehrsals  BitBebeu  und  kann  demselbi 
Wdrllant  geben : 

em  Dreieck,  dem  Hnuptdi 
■  gegeuftbcrliegende  Grunc 
iwei  Thpildreiecke.     Nun 


'erallgemei- 
ri)]gen(f<>n 


eine  Transversale 
Hicrdnrch  eerOlllt 
man   das   Haupt- 


Man  eiehe 
der  Spilze  auf  di 
Ilanptdreietk    in 
drrieck    afliu    auf  jedi 

upldreieck  und  je  einem  der  Theildreiecke  die  Scheitelpunkte  der 
ncinennipn  Winke!  «ngieich  dii'jenigen  Funkte  bilden,  irelche  in  beiden 
inen  Systemen  einander  gemeinsam  entsprechen. 

Zieht  mau  nnn  eine  beliebige  geechloseene  Fignr  F^,  betrachtet  die- 
selbe ai«  aum  System  des  Uanptdreiecka  gehörig,  crniatmirt  nach  den 
friitgeeetzten  Beziehungen  dann  die  zn  den  beiden  anderen  Systemen  der 
Theildreiecke  gehörenden  Figuren,    beEcichnet  dieselben  mit  /"',  und   F^, 

'"'"'  n= ",+',■ 

Ans  dieser  VerallgemeinernDg  de»  PythagorSiechen  Lehrsaties  eriiol- 
ti'n  nii'  die  bekannle  t'uini  desselben,  indem  wir  folgende  Specialisirnngen 
annehmen. 

Wir  legen  ein  rechtwinkligea  Dreieck  abc  zn  Grande,  in  welchem 
die  Transversale  cd  aenkrecbt  zur  Grandliaie  ab  steht.  Bierdnrch  wer- 
den das  Hanptdreieck  nnd  die  Theildreiecke  nnter  einander  Xbnlich,  also 
werden  anch  nnter  einander  die  Figuren  F^,  f,  nnd  F^  Kbnlich,  zwischen 
denen  die  Beziehung  bestehen  bleibt 

Nehmen  wir  an,  /*,  sei  das  aber  der  Hypntennse  errichtete  Quadrat, 
eo  werden  F^  nnd  f,  die  über  den  Katheten  errichteten  Quadrate  sein, 
wodurch  sich  die  bekannte  Form  des  Pytfaagor&i sehen  Lehrsatzes  ergiebt. 

Die  soeben  gefnndene  Verallgemeinernng  setzt  nns  nun  in  den  Stand, 
auch  dem  bekannten  Satze  über  die  Lnnniae  Uyppokratis  eine  allgemei' 
nere  Form  zu  geben. 

Kehren  wir  wieder  znm  Dreieck  abc  nnd  seinen  affinen  Theildrei- 
ecken  acb,  cbd  zurück.  Durch  die  verUogeiten  Seiten  ac,  be  einer- 
seits, durch  die  Grandlinie  ab  und  die  Transversale  cd  andererseits  wird 
anf  der  unendlich  fernen  tjeradea  der  Ebene  des  Dreiecks  abe  eine 
gewisse  elliptische  Involation  J  bestimmt.  Nun  ist  ein  Kegelschnitt  be- 
stimmt durch  drei  Punkte  nnd  die  Involation  anf  einer  Geraden.  Dem- 
nach könnea  wir  constmiren 
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1.  eine  Ellipse  £3,  bestimmt  durch  abc  und  /, 

2.  „  ,f       Äj ,         „  „       acd    ,y     /, 

« 

Da  die  Involution  J  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  liegt,,  so 
wird  ab  Durchmesser  von  £3,   ac  Durchmesser  von  E^^  cb  Durchmesser 

von  ^2«  * 

Diese  drei  Ellipsen  sind  ein  specieller  Fall  der  Flächen  Fi^  P^,  P^y 
also  ist  ip        E»   I  F 

Also   sind   auch  die  halben  Flächentheile   durch   die  Beziehung  verbun- 
den, dass 

I?  t?  v 

2  "*  2  "^  2 
ist.     Jetzt  suchen  wir  die  Hälften  der  Ellipsen  derartig  aus,  dass 

-^s^aecfba,      '^=^agca,     -^=^chbc 

m 

ist.     Dann  ist  also 

1)  aecfbasstagca-^-chbc^ 

2)  aeca-\-  cfbc=^  a€ca  +  cfbc. 

Ziehen    wir  von   der  oberen  Gleichung  die  untere  ab;   d.  h.  die  Summe 
der  Segmente  aeca^i-  cfbc^  so  erbalten  wir 

aecfba  —  {aeca-^-cfbc)  =  agca'\'Chbc  —  aeca  —  cfbc 
oder 

abc  ={agca'~aeca)-\-(chbc  —  cfbc)^ 

d.h. 

abc  =  S^  +  S^. 

Hier  bedeutet  S^  die  Mondsichel    aecga   und  52   die  Mondsichel   chhfc. 

Somit  haben  wir  zwei  von  elliptischen  Bogenstticken  begrenzte  Mond- 
sicheln constrnirt,  deren  Flächeninhalt  zusammen  gleich  dem  Flächen- 
inhalt eines  Dreiecks  ist. 

Demnach  kann  man  den  Satz  über  die  Lunulae  Hippokratis  in  fol- 
gender Weise  verallgemeioern : 

Zieht  man  in  einem  Dreieck  abc  eine  Transversale  cd^  so  bestimmen 
die  verlängerten  Seitenpaare  ac^  bc  einerseits,  femer  die  verlängerte 
Seite  ab  und  die  Transversale  cd  andererseits  durch  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden  auf  derselben  eine  elliptische  Involu- 
tion /.  Constrnirt  man  nun  über  den  drei  Seiten  des  Dreiecks  abc  als 
Durchmesser  diejenigen  Ellipsen,  welche  auf  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden die  eben  bestimmte  Involution  /induciren,  so  ist  der  Flächeninhalt 
des  sich  bildenden  Paares  der  elliptischen  Mondsicheln  S^-^S^  gleich  dem 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  abc.  Diese  drei  Ellipsen  bilden  ein  Tripel; 
der  eine  Schnittpunkt  der  drei  Ellipsen  ist  der  Punkt  r;  die  anderen 
Schnittpunkte  von  je  zwei  Ellipsen  sind  a,  d^  6.     Da  die  drei  i^Vlx^^^xv 


k    -t 


810  KMMie  ÜttBirihngyi. 

auf  der  «nettdlidi  tmmm&mmiM  Smüh^  Inr^iatiÖB  ibdüirBii,  &o  äüA 
«ie  ttntor  mnindar  ttuitteh  and  tiiid  ihre  bomolbgeii  Azen  p«iilM. 

Ans  dteiem  Balte  erliilt  num  die  bekennte  Fora  dee  Seliee  Aer 
die  Imnnlee  H^pokrmlie  dnich  folgende  SpedeUdmu^ifM. 

lü  dee  Bni0tk.mkc  ein  leebtirinidigee  nnd^  «iiilt  mn  sei  T$amh 
veieele  die  HVbe  eil,  oo  wird  die  Ii«oIation  /  dnrcih  dieae  Annelufe,  wm 
CKrenkrinToIatim  enf  der  nneidH^  fernen  Genden« 

Des  EUipitnilripel  geht  in  ein  Kreirtripd  Über,  die  elliptitehen  ÜMJI* 
Meheln  in  aird  kreirftm^  und  es  bleibt  die  Beiiehnng  bettehen 

SebUes^eb  wA  noeh  enf  folgenden  Umttend  bingewiet^i.  ^  Legt  nia 
ein  beUeUgee  DreiedL  mie  nnd  dne  bdieb^  TnuMrertele  ed  sn  Ornnde, 
8o  nimmt  ed  nnendlieb  ^ele liegen. en,  wenn  men  sieb  cd  eontlmdiüsk 
nm  e  Von  dier  Chrenntege  ee  bis  snr  OroMlege  eb  dieben  lisst.  JedS» 
einsdnen  Lege  enlspriebt  denn  eine  bettimmte  InTolntion  J  enf  der  nn* 
endlieb  fernen  Gereden  land  dn  bestfaimtes.Elli|isentripel,  wddiee  dn 
bestimmtes  Xondsiehdpeer  entstehen  Usst,  dessen  Inbelt  gistdi  difle 
Dreieck  abe  ist. 

De  wir  ei>er  dnreb  die  WeU  der  Lege  der  Trensrersele  nnendUdi 
'irfele  Invointionetf  J  ennebnien  fctenen«  eo  evhehen  wir  encb  nnendKeb 
▼iele  EUipsentdpel.  Hithin  erbellen  wir  aneb  eine  nnendliche  Anseht 
von  Mondsichel  paaren,  die  alle  gleich  dem  Inhalt  des  Dreiecks  abc^  also 
auch  unter  einauder  gleich  sind« 

Soest.  Dr.  Paul  Schönbmann. 


XXL  Zur  Construction  der  Wendepunkte. 
(Hierzu  Taf.  VIII  Fig.  2  u.  3.) 

Ist  M  das  MomeDtaDcentrum  irgend  einer  Bewegung  eines  ntarren 
ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  (Fig.  2),  P  ein  beliebiger  Sjstempunkt 
und  AT-  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Bahn,  welche  P  momentan  be- 
schreibt, endlich  fF  der  Wendepunkt  auf  dem  Strahl  iVP,  d.  i.  der  Punkt, 
dessen  Bahn  ihren  Krüromungsmittelpuukt  augenblicklich  im  Unendlichen 
hat,  so  besteht  zwischen  den  vier  Punkten  ein  Zusammenhang,  welcher 

durch  die  Gleichung  

PfV.KP=MP^ 

(vergl.  u.  A.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  2.  Aufl., 
1.  Tbl.  S.  462)  dargestellt  wird.  Auf  Grund  dieser  Beziehung  ISsst  sich 
der  Punkt  W  finden,  falls  M^  P  und  A"  gegeben  sind,  und  zwar  mittels 
folgender  Linealconstruction.  Man  lege  durch  P  irgend  einen  Strahl  g, 
verbinde  einen  beliebigen  Punkt  A  desselben  mit  Af  und  AT,  ziehe  femer 
durch  A/  einen  Strahl  parallel  zu  AK^  welcher  g  im  Punkte  B  schneiden 


hroraqs  die  Kelation 


denn    trifft   die   Gtirade,    vfilche    dorch   B  pttTallel   au  MA   gelegt 
•wW,  den  Strabl  MI'  m  dem  Wendepankte  W,    Die  Uichtigkeit  der  Coa- 
■truction  wird  ertiidillicb,  wpon  man  beachtet,  dass 

AMPB.^AUPA    uüd   A  ^ /*J  ~  A 'f'/'ß 
.  üt;  denn  es  veihält  sich 

MP'.PK=l>B:PA 
=  PIV:MP, 

pii\WT'=Wp* 
'orgeht.  Mittpla  der  ganz  gleichen  Construction  iRsst  sich  &*  finden, 
n  ansser  M  P  und  'f  gegeben  sind.  Soll  dagegen  P  ans  M,  k'  und 
ermittelt  werden,  so  lege  mun  durch  M  zwei  beliebige  Strahlen  MA 
id  MB,  zithe  durch  if  einen  Parallelst rahl  iV B  zu  MA,  ferner  durch 
einen  Paralleletrahl  L  A  xn  M  B,  und  verbinde  die  Schnittpunkte  A  und 
g.  »o  schneidet  diese  auf  IHK  denjenigen  Sjstera- 
tabii  &'  momentan  zum  Kriimmungsraitlelpuukt  hat. 
inenlconstruction  des  Wendepunktes,  welche 
nicht  mitgelheilt  worden  ist,  hat  neben  ihrer 


t  durch 
^nkt  P  au 
Die    bi 
meines  Wisi 


!  Gerade 


gegebeni 


EinTacbbeit  den  Vurzug,  daea  zwei  der  znr  Construction  nöthigen  ätvableu 
willkürlich  gewSblt  werden  di'irf'en.     Aus  dem  letzleren  Umstände  verma;; 


im 


eben  Füllet 
über   die  Bewegung   des   ebene 
im  Folgenden  noch  dargetbat 
Die  Bewegung  des  ebene 
Bahnen  (oj  und  {<.,)  zwi 
[ie  Bewegung    dnrch    die  Eu 


ichtlich  der  Beweise  einiger  Sälzo 


arlbell  zu  sieben  und  die 


Ut 


wicl 


<  Systi 

werden, 

I  Systems  wird  gewöhnlich  bestimmt  di 

er  Systempunkte  /*,  und  /■,  (Fig.  3). 

ploppcn  zweier  Systemcurven  gegeben,  so 
treten  bekauntlich  die  Krilmmungsmittelpunkte  der  Systemcurven  iu  den 
Berlihrungsnormalen  an  die  Stelle  der  Punkte  P,  und  P^;  im  Uebrigen 
werden  jedoch  die  folgenden  Betracbluugen  hierdurch  nicht  modißuirt. 
Um  die  Wendepunkte  ff,  und  ff,  au!  den  augenblicklichen  Buhnnor- 
malen  MP,  und  M P^  zu  ermitteln,  benatzen  wir  iu  Anwendung  der  ent- 
wickelten Construction  als  den  einen  willkürlichen  Strahl  g  die  Systom- 
irade  PiPf  und  als  den  zweiten  durch  die  Krlimmungsmittelpnnktc  A, , 
iebnngsweise  A'^  zu  legenden  willkürlichen  Strahl  die  Verbindungglinie 
(j,  welche  l\P^  in  A'  echneidet.  Logen  wir  nun  durch  das  Momrn 
tancentrum  M  zu  A,  A',  eine  {larallele  Gerade,  und  durch  den  Scbnitl' 
punkt  A  der  letzteren  mit  /',/',  einen  Strahl  parallel  zu  MN,  so  triBt 
dieser  die  Bahnnormalen  in  den  Wendepunkten  h\  und  H',.  Diese  sehr 
einfache  Conslrucliun  der  beiden  Wendepunkte  macht  zugleich  ersichtlich, 
dasB  die  Verbindungslinie  ff,  ff,  der  Wendepunkte  parallel 
znr  Geraden   *A  ist.« 


•  Vergl.  Aronbold,  Kinematiscbe  Mittheilungen,  Verhandlungen  des  Ver- 
I  uu' BelOrdeiung  des  QewerbfleiBBCs  in  Preussen.    Berlin  1872.    S,  118. 
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MbiwdjBn  .^4  diMs  i«  Waadap»! .  V«,  dank  v«l«ban  Paskt  iS».läi^ 
der  PolbalinBomiaUB.  «nd  Mgtkh  MKb  dar  PdliabBtaagaate  J(2'..b*- 
itiamt  wird.    Jim  aas  -  '^ 

al»  Pariphariaviakd   Im  Waadekniw  ttber  danelbea  Sabae  Uf^it  vmA 

wd  1^1.1^,11««,  M  )M  folgliob 

LTmWj^LWMW,. 
Ana  diMsr  Besie^aag  folgt  »fort  da«  tehr  dpraefa»  OoBstraBltoi  dw 
Polb^niUBgäitei    «elclia  aacnt  voa   Bobillier*  gAgeb»  wördM  '6^ 
Aroabord  (ibid.  a  lU)  aaaat  ata  deshalb  di«  Bobilliar'Mba'Oäff- 


Eina  wdtera  riaraaba  BaalehaBg,  ▼ermittaUt  waleher  man  die  Weudo- 
paafcta  ^i  oad  W^  n  ebartraiiaa  varnag,  waaa  das  MomeniancentriiDi 
S  aaaMrhalb  dai  ZMabiiBBgsraamM  Hegt,  dagegan  ff  iin^rlinlb  desselbeu, 
arbklt  man  darab  folgende  Ervi^ng.  Legt  maa  dnrch  N  eiue  Paral- 
lele aa  l'if,,  vatebe  JT,!*,  im  Punkte  C  trifft,  aad.4«rcli  C  eiue  PMiel- 
lele  aa  MV,  m  ist  die  StoeekeCP  gleieb  aad  parallel  MN;  andeTerstits 
Ist  aber  «neb  AB  gleieb  and  psrallel  Mit,  worana  bervorgeht,  ilaes  die 
vier  Pankte  AB  CD  ein  Parallelogramm  bilden.  Dieser  Umstand  ist  des- 
halb von  Werlh,  weil  die  Punkte  W"  und  '*'",  in  denen  die  Gerade  CD 
die  Sirablen  JVA',  nnd  JVP,  trifi^,  die  Wendepunkte  der  Relalivbewegnng 
des  mit  der  Geraden  K^  P^  verbundenen  starren  Systems  gegenüber  dem 
dnrcb  A',/',  repr&sentirien  System  sind,  wie  die  Butstebaiigsart  dieser 
Punkte  direct  eraicbtlich  macbt;  da  man  nan  diese  Pankte  ff'  und  If" 
auch  ohne  Benutzung  der  Geraden  NIH  zu  finden  vermag,  indem  man 
diese  Punkte  einzeln  mittels  der  vorher  gegebenen  Constrnction  anfsucht, 
so  kann  man  sorort  CD  ermitteln.  Hat  man  aber  CD,  so  findet  sich 
a.  B.  A,  indem  man  W'a'=CD  macht  und  /A  parallel  zn  H^K^  aiebt. 
Die  dnrch  A  zu  W'W"  parallel  gelegte  Gerade  enthält  dann  die  Wende- 
punkte *r,  und  W,. 

Denkt  man  aich  die  vier  Pankte  K^IC^P^P^  in  dieser  Anfeinander- 
Tolga  durch  vier  starre  Linien  derart  verbunden,  dass  das  entstehende 
Viereck  beweglich  bleibt,  so  erbMlt  man  ein  sogenanntes  Geleukviereck 
oder  Gliedervierseit.  Wie  die  eben  angestellten  Erörterungen  erkennen 
lassen,  besteht  der  einfache  Zusammenhang  zwischen  den  vier  Wende- 
punkten der  Moment  anbewegungen  zweier  ausammenstossender  Glieder 
des  Gelenkvieiecks  darin,  dasa  die  Vorhin dungslinien  der  Wendepunkte 


*  Coura  de  g^omätrie,  12»  Edition,  pog.  232. 
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auf  den  Gegenseiten  die  anderen  Oogif^uidit^u  in  d<(»ii  Kcki^n  piwt^  VMik\- 
lelogramms  schneiden. 

Zar  ich.  Martih  UHttiti.Niii  (MtAlilooi^hl 


XXn.  lieber  die  insammengesetite  Centripetolb«iohleQiil||un(. 

(Hierzu  Taf.  VIII  Fi|r.  4  u.  A.) 

Coriolis*  hat   bezüglich   der  UoschlcuiiiKung  dur  K(«Utlvhf«wti|sun|t 
eines  Punktes  gegen  ein  sich  bewogf>ndes  rftutnlichcs  Hyrilrm  nurntiNl)'!!* 
schem  Wege  einen  Satz  bewiesen,  der  sich  In  der  folgmidttti  WKiit|{  vnr 
änderten  Gestalt  aussprechen  lässt. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  gegen  ein\'Mumncbes  starre  Hyninuu  w^lchiifi 
selbst  wieder  eine  Bewegung  im  ruhenden  listirnff  henltxf,  no  \ni  il)i'  Hi" 
schlennignng  der  absoluten  Bewegung  des  Punktes  dii*  Uf*iifiltlr^ffilf«  tum 
folgenden    drei   Beschleunigungen:    1.   der   Beschleutii^iitiK   d^s   M^ftfi'Mi 
Punktes,  mit  welchem   der  bewegliche  Punkt  momtininn  »HM^tiiiiwuiHWf  ^ 
2.    der   Beschleunigung    der    Helatirbewegttng    des    PfinktM    H^^^ii    f^Mn 
System;    3.   der   sogenannten   znsammeogesHzt^^n    Ceritrip»tslf/#f0#<hl/'MNl 
guDg,  deren  Grösse  durch  den  Ausdruck  2ia^fpf,iha  h^i^fimmi  w^rd  tiu/l 
welche  senkrecht  zo  einer  dorch  Wr  g^hend#^^   zur  M'im^f»fffr»/irt#r  f^nttil 
lelen  Ebene,  gleichsinnig  mit  »,  gerichtet  ist^     IhM  h^z^,hnM  th  S^V^- 
teroB  Ansdrvcke  m  die  Winkelgesebwibdi^k^^  mit  w^hh^f  4fi0  HjMf^itt 
oa  die  Me«e*taaaxe   rr,ün,   mr^  die  Oesehirfft'lf|^k#r$t  4^   fAfff^fo^^n  h^ 
wegang  ic»  Fnnkte»  gegen  <ias  Hjst^m  «bd  u  de»  Wt^k^i^^l,  ##r|4»K^t^  4»^^ 
G««cä:vmt£d»ic  mit  der  M''>meftt«a4xe  eirvseMU>Mt^ 

I>Q««r  äira  g^HCictet  <nn-*  ii^^hr  eiaf^idi-^;  na^  <i»*rÄH**<^hff$f»  W^f^f-^if-tAflf, 

^X2^  Jüärto.  41  leti  Vk*ant.ni  Anj^i/leÄTim  f*tr  *fl^  fcw<*Ur^»tvig^/>iVjfH'*ATVv- 
^rOatmcKiL  31  Cjiioit^Tcoir'tinjtfAii.  erkenium.  Ijfmit,  Im  e«»/ di^Mi^  AKMifimna^ 
■in«f»  "V^AHWii  iwiipr  al^ejl  aidic  snr'dt^rkiUfni.  ^Anu^^,y\f  •«r/vy/f-^n  ;•*  ^a 
s«üB  j»  ins  f  it^ffutAii   mir^i^rlunlc  werdeiw     £>wiMiH4ir  se*frsit  sieh  ^nt*  4ut 

aß 

X  an''  -an  JL:*»TM^<it«*Tn  v»*ic5i»ti.  *»%  ians.  ^'»im  jp,  1;^,  ^  üe  /-»*tU*<r;n*''»'j(prt 
^ftnermur*«!.   ue«e«i  P^inifri»^  iimt, 

Ti^  ^    n.   lenvn  .jit;    :1lr   tie    fn»i   ifc»j>riii»*nni«f;wi<»!M»om»>^n*»n«*»n    t»    f-*** 
Hitninni^   -äih    i.     'pth^t  ^•»ntt.'**rhr   anr  i?iv»Ti^    lnr>r^h    t**n    »^iti^*-    »»»'f    f«^ 

cuuutirn    ütff   XwAtuWc'jb^ 
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ren  Anwendangen,  iasbesondere  im  Versich^rnngewpsen ,  gem&obt  wird. 
Auch  die  oeue  pr^ussische  UterblicLkeitstsfel  ist  nur  als  Abeterbeordoang 
veiÖfTeDtlicht  worden;  die  WAlirsclieinlicbkeiUwettlie.  welclifi  doch,  wie 
iiDiiiKr  —  von  gani  aeltcnfn  Fällen  abge»eliea  — ,  das  ursprüngliche  Kr- 
gebuisa  dftr  Gtstistiecben  Ermittelnugen  gebildet  haben  und  jedeurnlta 
allein  znra  Vergleich  der  Tafel  mit  anderen  dienen  können,  sind  nicht 
nrilgetbeilt  worden.  Ohne  nun  den  Nulzen  in  Abrede  stellen  za  wollen, 
den  die  Zahlen  der  Abeierbeordnnng  für  die  Beantwortung  einzelner  Fra- 
gen, auch  des  Versicbetungaweaens,  bieten,  möchte  ich  doch  im  Folgen- 
den darauf  aufmerksam  machen,  dass  für  die  hierin  Betracht  kommende 
Hauptfrage,  fttr  die  BeBtimranng  der  Renten werthe,  die  Abaterbe- 
ordnaog  anniithig  ist,  —  ja  dass  sogar  die  von  ihr  aniigebende  Berech- 
nuDg  der  Rentenwerlbe  nndurubsiditig  und  weitschweifig  ist  im  Vergleich 
mit  der  Berechnung  aus  den  Wahrscheinlichkeiten. 

I.  Es  beseichnn  ;>«  die  Wahrticheinlicbkeit,  dass  ein  m-jKhriger  m  +  l 
Jahre  alt  wird.  Von  JH  heule  lebenden  Personen  des  Alters  m  leben  also 
nach  1,  2,  3,  ...  Jahren  noch  Mp^.  ^Pmpm+it  ^lpmPm  +  il>m+:it  ■■■  Ndd 
soll  jeder  Lebende  jährlich  die  Rente  1  nacbscbussweise  empfangen.  Der 
hi^utige  Werth  dieser  Zahlungen  ist,  wenn  e  den  Aufziusungsfactor  be- 
zeichnet, 


Daher  ergiebt  sich  als  der  Werlh  aller  pro  Person  zu  zahlet 

_Pin,Pm    Pm  +  \    ,  Pm    P« 


1  Reotei 


1) 


fl« 


-+^ 


-'+... 


Diese  selten  angewendete*  GIcichaDgist  zunächst  bei  weitem  dnrcbsit 
tiger,  als  die  gewöbnlicbe  Formel,  nach  welcher  der  Rentenwerth  des 
Alters  m  aU  Quotient  aus  der  Summe  aller  folgenden  discontirten  Zahlen 
durch  die  disconlirte  Zahl  des  betreffenden  Allers  erscheint.  Denn  jede 
discontirte  Zahl  ist  wie  jede  Zahl  der  AbHlerbeordnnng  von  den  ihr  in 
der  Ahersordnnng  vorangehenden  Zahlen  abhängig,  während  noeero 
Gleichung,  ebenso  wie  eine  einfache  Ueberlegung,  zeigt,  dass  der  Ren- 
tenwerth irgend  eines  Altere  doch  nnr  von  den  Sterblichkeitszuslfinden 
der  höheren  Alter  abhängt.  In  der  gewöhnlichen  Formel  tilgen  sich  eben 
die  EiüäUsse  der  vorangehenden  Ahersstufeu,  in  den  Beslaodtheilen  nn- 
serer  Formel  erscheinen  sie  überhaupt  nicht.  Formel  I)  giebt  also  den 
Renienwerlh  an  in  seiner  AbhNugigkeit  von  den  Elementen,  von  denen 
er  wirklieh  nur  abhängt,  enthält  nichts  Fremdartiges. 

Schon    daraus   kann    man  »chliessen,    dass  auch  die  Rechnung  naohj 
dieser  Formel  einfacher  sein  masa,  als  die  gewohaliche,  noch  durcbui''^ 


ZattBor,  Hathamati«^  SUtistik.  Letptig  1S6B.  8.  £01. 


I 


di«  onendlicli  tienacbbarte  Lage  (c'r).  indem  irir  die  Cnrve  parallel  in 
sieb  in  der  Ricbtung  der  absolutea  Gescbwindigkeit  ni,  «iues  beliebigen 
ihrer  Pnolite.  s.  B.  S,  Terschiebeo,  wodarch  die  Curve  zuiiSchst  in  die 
L»ge  (/,)  ond  der  Punkt  S  nach  S'geUugl;  eine  nnendiicb  kleiui- Ru- 
tatton,  welche  iim  die  eut  MoioeDtanax«  paralleleii  itnrcb  S'  gebendea 
Geraden  ZZ  and  awar  mit  der  momentanen  Winkelgeschwindigkeit  u  dea 
Systemi  xn  erfolgen  hat,  bringt  dann  die  Ourve  (i-'r)  in  die  neue  Lage 
(r"r),  nomit  engleicb  das  System  selbst  in  seine  nnendiicb  benacbbarle 
Lage  Übergeführt  ht.  Zerlegen  wir  nnu  das  Bahnelement  PP"  der  ab- 
soluten Bewegung  des  Punktes  f'  entsprechend  der  erwähnten  Zerlegung 
der  Systerabewegang  in  die  beiden  Componenlen  PP'  nud  P'P",  und 
setzen  wir  voraus,  dass  S  derjenige  Systempunkt  sei,  in  'welchem  sich  P 
■ngenblicklich  befindet,  so  ist  aufolge  eines  bekannten  elementaren  äntses 
die  totale  Beschlennigang  des  Pnuktes  P  die  Reanltirende  aus  der  Be- 
schleunigung des  Syetempunktes  5  und  aus  der  Beschli'unigung,  welcbs 
der  Bewegung  des  Punktes  von  /'  nach  P",  also  während  der  Rolaliun 
des  Systems,  entspricht.  Diese  letztere  Bewegung  siiinmt  aber  völlig 
fiberein  mit  der  vorher  behandelten  specicllen  Relativbewegung  eine« 
Ptinktea  anf  einer  rotirendcn  Curve,  da  sich  hier  der  bewegliche  Punkt 
P  in  S',  also  naf  der  Kotationsaie  beendet;  es  entspricht  folglich  der 
Bewegung  des  Punktes  f  von  P'  nath  P"  eine  Bescblennigung,  welche 
die  Kesultirendo  ans  der  Beschien nigung  f,  der  Relativbewegung  nnd  der 
zosammengesetzten  Centripetalbeschlenuigung  /(.  ist.  Da  die'iröiiBe  und 
Richlang  von  p„  sich  hier  in  derselben  Weise  bestimmt,  wie  vorher  au- 
gegeben, so  ist  damit  der  Satz  vqq  Coriolis  bewiesen, 

Zürich.  Mau-tin  Gbübler,  Privutdocent. 


,x  X  j  1 1 ,  Die  Berecimnnf;  der  Rententafeln  ans  Sterbliohkeitt  •  und 
lavaliditätflb  eobachtun  gen. 
Schon  Wittatein*  hat  wiederholt  darauf  hingewiesen,  dass  die 
Absterbeordnungen  nicht  als  das  eigentliciie  Ziel  der  Sterblichkeitsslalistik 
angesehen  zu  werden  verdienen,  dass  sie  zwar  eine  populäre  Form  siud, 
die  Ergehnisae  statistischer  Unlersuchnngen  uberaicbtiicb  darzustellen,  die 
wissenscharHiche  Pearbeilung  aber  den  tiefer  liegenden  Begriff  der  Lebons- 
wahTHcbein liebkeit  als  ihren  eigentlichen  Gegenstand  betrachten  inlisee. 
In  der  That  scheint  es  mir  nur  bietorisch  —  durch  die  Nachfolge  Ualley'a 
-—  erklärbar  za  sein,  dass  immer  wieder  die  Absteibeordnnng  als  das 
Scblnssergehniss  der  statistischen  Arbeiten  znr  Grundlage  für  alle  weite- 

*  Wittstein,  Ueber  eine  zur  Zeit  noch  nicht  exi^tirende Wigsenscbafl,  vor- 
getragen auf  der  40.  Natut forsche rrersanimlung.  Hannover  1866,  und:  Mathema- 
tiacbe  Statistik.  ManDover  1667. 
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^H  dnH  Prodnct/)  mp  <t+ä  ■<>■  den  WahrBcIieinliclikeiten  der  TerbnndenenLebea 
^H  einsetet;  aie  paasen  auch  für  abgektirsle  Renteo,  wean  man  far k  nicht 
^^B  dsB  höcliste  erreiclibare ,  sondern  das  höchste  vprsicherte  Alter  nimmt. 
^^H  Waisenrenten  in  solcher  Art  zn  berechnen,  igt  z.  13.  recht  vortheithafl. 
B  Auch    in  anderen  Fällen  bewährt  eich  die  dnrgelegle  Methode.     Im 

Folgenden  mögn  sie  noch  sar  Berecbanug  der  einfachen  In vaUdit Ats- 
reserve  angewendet  Verden.  Es  sei  q„  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein 
m-JÄhriger  Arbeiter  im  folgenden  Altersjahre  invalid  wird,  «„  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  er  während  des  Jahres  activ  bleibe.  [Bekanntlich  ist 
a  ^  p  —  %.</,  wo  K  einen  Bruch  bezeichnet.  Über  dessen  Abh^iDgigkeit  von  p 
oder  von  p  und  g  verschiedene  Hypothesen  gemacht  worden  sind.  Nach 
Zenner  ist  z.B.  %  =  2p:{l+p).] 

Ans  ttiner  heute  vorhandenen  Gruppe  von  H/  Arbeitern  des  Alters  m 
wird  nnn  wahrscheinlich  invalid  ^m  \ 

im  Alter  m  m  +  l  u,  +  2  ...  ^H 

die  Anzahl     !Uq„  WCmJm  +  l  Jtf<'n.''m  +  l?ra  +  I    -••  ^^^ 

Diese  Invaliden  werden  versorgt,  indem  Für  Jeden  die  von  der  ßterbüch* 
keit  dieser  Invaliden  abhängige,  nach  2)  berechnete  Invalidenrente  hinter- 
legt wird,  also  vorschussweise 

l  +  ff„  l  +  n«+,  l  +  B-fi 

Der  hentigc  Werth  diaer  wahrgeh einlichen  Leiatangen  ist  pro  Arbeiter 

3)Jm      =(l  +  Ä-}?-  +  (H-Ä-+.)y?-+i  +  (l+Ä-+s)y^?-+j+... 

Die  Berechnung  dieser  Invaliditltareaerve  geacbieht  wieder  mittels  der  Er- 
wXgttDg,  daas 

Denn  die  Yergleichnug  l^hrt  kaf  die  Becnnionsformel 

4)  /-  =  {1  +  Ä»)?.  +  ^J»+,. 

Hat  man  «ich  also  erstem  ans  der  Lebenswahrscheinlichkeit  p  der  Aetiven 
and  der  Invalid ittts Wahrscheinlichkeit  q  die  Activitltswahrscbeinlichkett  a 
berechnet  und  aweiteng  ans  der  Invsitdensterblichkeit  die  Invalidenrente  A, 
so  ergeben  sich  die  Invalid  itStsreserven  fSr  die  einzelnen  Altersjahre  in 
folgender  Weise.  Hau  bestimmt  {l  +  R)q  und  a:e  fBr  alle  Alter.  Ist  k 
das  höchste  Alter,  in  dem  noch  Active  leben,  eo  ist  dann 

j    /t_,  =  (l  +  Ä*_.,)y*_i  +  J*     •^. 


4b) 
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Es  ist  also  nnnöthig,  eine  Absterbeordnnng  der  Invaliden  nnd  eine  Aciivi- 
titsordnung  zn  berechnen.  Die  Wahrscheinlichkeiten ,  ans  denen  man  diese 
Zahlenreihen  findet,  genügen  vielmehr  unmittelbar,  um  auch  die  Renten 
SU  berechnen. 

III.  Anch  Versicherungen  auf  den  Todesfall  könnte  man  ja 
mittels  derselben  Methode  behandeln.  Soll  für  eine  jede  von  M  heute 
lebenden  Personen  des  Alters  m  beim  Tode  die  Samme  1  ausgezahlt 
werden,  so  ist  die  heute  dazu  erforderliche  Reserve 

•"^  '~e~ ^ e* ^**'' 

denn  im  ersten  Jahre  sterben  wahrscheinlich  Msm,  von  den  Ueberleben- 
den  Mpm  sterben  im  folgenden  Jahre  Afpm^m+t  u.  s.  f.,  wenn  man  mit 
«^=1 — pm  die  Sterblichkeit  des  m^^^  Altersjahres  bezeichnet.  Für  jede 
versicherte  Person  ist  also  die  Reserve  zu  hinterlegen 

-V  n  ^m    ,>m  ^w  +  t    I   Pm  Pm  +  t  ^w-fl   , 

5)  />^=_  +  ___  +  -.  __  -J-+... 

Indem  man  das  Deckungscapital  fttr  die  Lebensversicherung  des  (m  +  l)- 
jährigen 

'  e  e         e 

mit  dem  für  den  m -jährigen  vergleicht,  zeigt  sich,  dass 

6)  i)-  =  ^+^ßm+l, 

wodurch  die  Reserven  D  recursionsweise  ermittelt  werden  könnten.  Vor- 
theilhafter  ist  es  aber,  sie  aus  den  R  zu  berechnen:  mit  Hilfe  der  Sub- 
stitution s  =  l—p  und  unter  Berücksichtigung  von  1)  geht  5)  über  in  die 
bekannte  Gleichung 

6b)  />-.  =  4  +  ä..4-^'»=t(1+^-)-^"- 

Auch    die    für  die  Todesversicherung  erforderliche  Jahresprämie  ß 
findet  sich,  da  ihr  heutiger  Werth  /3(l  +  ^m)  ist,  nach  6b) 


^  ^      e      1  +  Ä«     1  +  Ä«     \        ej 


+  Äm     1  + 

Das  sind  bekannte  Beispiele  für  die  Verwerthung  der  Function  R 
zur  Erledigung  einiger  Aufgaben  des  Versicherungswesens.  Man  kann 
also  einige  einfache,  aber  besonders  oft  vorkommende  Fragen  beantworten 
auf  Grund  der  Rentenwerthe  allein,  ohne  die  sonst  gebräuchlichen  beiden 
Zahlenreihen ,  die  Werthe  der  discontirten  Zahlen  der  Lebenden  und  die 
Werthe  der  Summen  dieser  Zahlen  zu  kennen,  und  auch  das  spricht 
dafür,  die  Rentenwerthe  nicht  auf  dem  üblichen  Umwege  zu  berechnen. 
Im  Allgemeinen  jedoch  reicht  selbstverständlich  die  Kenntniss  dieser  einen 
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ZAiilenreibe  der  Ren t en wert lie  nicht  ans,  jene  beiden  Reiben  tu  ersetson. 
BerPcbnete  man  aber  noch  di«  diecontirten  ZAblen  a  ans  den  bei  Ermilte- 
Inng  der  Kentennerthe  benutzten  Z«hteD  p:e  mittels  der  Farmeln 

=  1      a    ='^.^.E*  ...  P"~' , 

"       e     e     e  e 

eo  könnte  man  die  Summpn  d«r  diecnntirten  Zahlen  ans 

9)  J«  =  a«-ifl_-, 

finden  nnd  bHtte  dann  in  den  Functionen  a  and  A  die  gebrSuchlichen 
QrnndUgen  für  die  Behandlang  vfirsicbeTongstecbnischer  Aufgäbet 
mit  anderen  Worti^n:  Die  nach  2)  nod  S)  zn  berechnenden  Functinnea 
ft  und  (1  genügen,  nm  alle  Aufgaben  zn  lösen,  welche  mi 
lichetweise  mittels  der  discontirtcn  Zahlen  nnd  ihrer  Snmmen  bebandelt. 
Dresdes.  Dr.  Qboko  Helm. 


XVI. 
Das   gleichseitige  Tetraeder.i^ 


Dr.  Adolf  Schmidt 


1. 

Als  die  dem  gleicIiEcitigen  Dreieck  Hoaloge  räonilkhe  Fignr  «rsuheint 
aaf  den  ersten  Blick  das  reguläre  Tetraeder.  Die  fondumentale  Eigen- 
schaft des  ereteren,  sich  in  Bezug  auf  saine  drei  Seilen  ganz  gleit^li- 
mSesig  zu  vertialteo,  kommt  indessen  ochon  einer  weniger  speciellen 
Figor,  dem  von  vier  congruenlen  Dreiecken  eingeechlussenen  Tetraeder, 
an.  Ein  Tetraeder  dieser  Art  will  ich,  nach  dem  Vorschlage  von  Herrn 
Professor  Schroeter,  als  gleichseitig^  bezeichnen. 

Man  erkennt  leicht,  dass  in  einem  solchen  die  Gegenkanteu  ein- 
ander gleich  sind  und  dass  auch  amgekelirt  aas  der  Gleichheit  derselhen 
die  Congmenz  der  SeilenäHclien  folgt.  Eh  ist  ferner  ersichtlich,  dass  die 
Ecken  in  der  Grösse  und  Reihenfolge  ihrer  Stücke  ühereinetimnien  und 
mithin  congruent  sind.  Daher  ist  auch  das  Tetraeder  sich  selbst  in  ver- 
schiedener Stellung  cnngruenl,  wie  man   erkennt,   wenn  man  irgend  eine 


^^■'  t  Als  ich  den  grCetten  U'heil  meiner  Arbeit  vollendet  hatte,  machte  mich 

^^r.HsiT  Professor  Dr.  Schröter  darauf  aufmerksani,  dais  in  den  NouTellea  Aonales 
de  Uatb^matiqueB   bereits  einige  Äbhandlungea   über  denselben   Gegenstand  er- 
schienen sind,  und  war  zugteicb  so  freundlich,  mir  einen  Einblick  in  dieselben  zu 
gewähren.     Es  sind  die  folgenden: 
^^^    Eiercices  sur  le  t^traedre;  propos^  pnr  M.  Geoty.     1878.     T.  XVK  p.  223. 
^^^^  Quelques  thäorfemes  sur  les  tetrafidres  dont  les  aräteü  opposees  sont  Egales  deux 
^^H  'ä  deux.     FarM.Em.Lemoine     1880,   T.  XIX  p.  13:1.     Herr  L.  bemerkt, 

^^^1  dasB  er  seine  Ueuultate  xum  Theil  scheu  1875  auf  dem  Congr^s  de  rasso- 

^^^B  ciation    fran^aise   pour   l'uvancement    des    Sciences,   a   Nantes,    bekannt 

^^^m  gemacht  hat. 

^^^K  Eolutiooa  des  exercices  tur  le  ti^truodre  propo^^s  par  M.  Geutj,  Par  M.  Ch^fik- 
^^H  Be;.     1880.    T.  XIX  p  403.     Diese  Arbeit  enthält  nur  die  Beweise  zu  den 

^^^B  von  Herrn  Uent;  ohne  Beweis  angegebenen  Sätzen. 

^^^H  D»  die  Nouvelles  Aiinatea  vieltach  schwer  zngBjiglich  sein  dürRen,  so  werde 
^^^Wfa  in  meinet  Arbeit  diejenigen  Resultate,  welche  sich  in  den  genannten  AbhanJ- 
^^^Ttaigen  tindeo,  durch  ein  Sterneben  (•)  kennzeiclmen, 

tt  Herr  Oenty  bezeichnet  ein  solches  Tetraeder  als  üoacele  (gleiuhschenktig), 
wohl  mit  Backsicht  auf  die  Qleichheit  der  Gcgenkanlen,  yotv  ^el>;\\p'c 

iibtmatik  n.  Piifiik  XXIX.  «  ^^^ 


SflS  t)as  gleichseitige  'l'etraeder. 

Heiner  Ecken   mit  einer   andern    zur  Deckung  bringt,    wobei  infolge  der  , 
Gleichheit  der  von  ihnen  Kttsgebenden  Kanten  aach  die  ihnen  gegeiiUbei^  ^ 
liegenden  Settenfiäcben  zusammen  fallen.     Man  findet  bo  ABCD-^HAOr. 
•^CDAB^DCBA.      Am    &  noch  aal  icbmen    ergeben    eich    diese   Resnltat*  ^ 
auf  folgende  Weise.  "l' 

Es  eei  ABCD  ein  gleichseiligea  Tetraeder,  also  AUCD^  ADC,^ 
^  DAB';^CBA.  Die  Mittelpunkte  der  Kanten  BC,  AP  u.  8.  w.  mfigen  V 
E„,  E't  H- «.  w,  heisaen.  In  den  cangiufinlen  Dreiecken  BCÜ  and  C  fiA  ^- 
■ind  alsdnnn  die  homologen  Seh  w«rpnnk  In  transversalen  ll  E,  und  A  B^  ■^ 
fiinander  gleich;  ea  ist  mithin  ^4'E,D  gleichschenklig  and  fnlKÜch 
K^B'aS-AD.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  £■«£",  ±ßP.  Somit  gilt  j 
der  SaU: 

*1.  Die  KantenmittellinieD,  d.  h.  die   die  Mitten   der  Ge> 

»genkanten  verbindeadea  Geraden,  stehen  im  gleich- 
seitigen Tetraeder  auf  den  sngehürigen  Kanten  senk- 
recht. 

■»  Da   die  Ebene    zweier  KanienmittelliDien    dem    durch    die  drille  ge- 

schnittenen Kantenpaar   parallel,    also  auf  jener  dritten  selbst  senkrecht 
int,  so  folgt  weiter: 

*2.   Die  drei  Kantenmittellinien  eines  gleichseitigen  Te- 

LlEut  maa    nun    das  Tetraeder  um   eine    dieser  Geraden,   etwa   vn    ~ 
li,E',,  eine  halbe  Umdrehung  machen,  so  gelangen  die  beiden  anderen 
B^B'i   und  EtE't  in  die  umgekehrte  Lage  E\  E^  und  E'^Ef.      Die  zwei 
Kttf  E^E'^  senkrechten  Kanten  BCnaA  AD  fallen  ebenfalls  in  verkehrter 
Bichtung  mit  sich  selbst  wieder  zusammen.     Infolge  dessen  gelangt  jede 
der  Tier  übrigen  Kanten    in  die  bisherige  Lage  ihrer  Gegeukaute.     Das 
Tetraeder  kommt  daher  in  verXuderter  Stellung  mit  sich  selbst  zur  Oeckaug. 
3.  Ein   gleichseitiges  Tetraeder  bildet  in  vier  verschie- 
denen Stellungen  dieselbe  rHumlicbe  Figur.    "Es  geht 
ans  einer   derselben   in  eine  andere  durch  halbe  Um- 
drehung um  eine  seiner  KaDtenmittetlinien  über. 

Oder:     Zwei    congrnente    gleichseitige    Tetraeder 
können  auf  vier  Arten  zur  Deckung  gebracht  werden. 
Hieroach  ergiebt  sich  unmittelbar: 
-    *A.  Die   vier  Ecken    eines  gleichseitigen  Tetraeders  sind 
congruent. 
Dieselben  gelangen  nSmlich  paarweise  zur  Deckung,  wenn  mau  daa 
Tetraeder  in  die  angegebenen  Stellungen  bringt.     Aus  demselben  Grunde 
folgt: 

*5,  In  einem  gleichseitigen  Tetraeder  ist  jede  Kante 
gleich  ihrer  Gegenkante.  Dasselbe  gilt  von  den  an 
ihnen  gelegenen  Flächen  winkeln. 
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Di«  UmkphmDgen  dieser  Sätze  siad  offBobar  «benTallB  richtig: 
6.  Ein  Tetraeder  ist  gleicbeeitig,  w^dq  seine  Ecken  con- 
gniest,   niler  seino  Qegeii kanten  gleichlang,  oder  die 
FUchenwinkel  «n  Intiteren  gleich  sind. 
Aus  den  gemacliten   Voraiissetziiugen  ergiebt  eich  nAmlich  unraittfl- 
hmr  die  Congmenz  der  Begrenzangsdreiecke. 

Der  Satz,  (Ibbb  ein  Tetraeder,  dessen  Ecken  congrneut  sind,  gleich- 
aeittg  ist,  erscheint  nls  Anslogon  desjenigen,  dass  ein   Dreieck  mit  glei- 
chen  Winkeln    gleichseitig   isl.     Uebrigene    geniigen    bereits  viel  weniger 
speeielle  Voranssetziingen.      Es  gelten  z,  B.  Tolgendp.  Sätze: 
n  Tctrneder  ist  gleichseitig,  wenn   in  ihm 
)  dieSnmme  der  Kanten  wi  nke  I  an  jeder  Ecke  gleich 


b)  die  Sc 
selber 

c)  die  Si 
b)    nnd    c)    sim 

Erkennt    man    am  ei 
I  die  Ebene  des  v 


.  odei 
:  Flücheuwinkel  an  jeder  Ecke 

oder 


Werth   ha 

US   seiner  Ecken    gleich    gross  sind,    u.  n.  m. 

«ehr   leicht    au    beweisen.     Die  Richtigkeit    von    a) 

ifacbsten,    indem  mao  drei  der  Begrenaongsdreiecke 

srien,  etwa  in   diejenige  von    BCD,  umgelegt  denkt. 

{£>  eolsteht  dadurch  im  Allgemeinen  ein  Sechseck  A,f)J^f/A,C.    welches 

nfolge  der  VoraUBBetünng  zu  einem  Dreieck  JjJ^^j  wird,  welches  darch 

|ie  Verbindungslinien    der   Milien    B,   C,   0    seiner  Seiten    in    vier   con- 

pnente   Dreiecke   BCß.  AjiC(^'  ADC)  n.  s.  w  zerRlllt. 

Satz  7a)  ist  die  Umkehrung  des   rolgenden: 

8.   Im    gleichseitigen    Tetraeder    besitzt   die   Summe    der 

Kantenwinkel     an    jeder    Ecke     den     Werth    von    ewei 

Hechten. 

sich  aus   der  Bemerkung  ergiebt,    dsss  diese  Winkel  denjenigen  des 

i^nllberl legenden   Dreiecks    bezilglich    gleich    ttind.     Dn    in  den   Ecken. 

gleite  notbwendig  convex  sind,  die  Summe  zweier  Kantenwinkel  grösser 

der  dritte  ist,    so  muss  jeder  derselben  kleiner  als  ein  Rechter  sein, 

*9.   Die     Begrenzungsdrniccke    eines    gleichseitigen    Te- 
traeders kännen  nur  spitzwinklig  sein. 
(Im  Grenzfalle    rechtwinkliger  Dreiecke    ralleu  die  Flüchen  des  Te- 
nieders   in    eine  Ebene.     Seine   Kanten    werden  Seiten    und  Diagonalen 
es  Rechtecks,) 
Aach  die  Sätze  3.  und    1.  sind  umkehrbar: 

10.  Ein    Tetraeder,    dessen    Kanten  mi  itellini  en  ein   recht- 
winkliges Itreikant  bilden,  ist  gleichseitig. 
Ein  solches  geht  nümlich  offenbar  durch  halbe  Umdrehung  um  irgend 
eine    der  Mittellinien    in    sieb    selbst   tlber,    wobei   die    einzelnen  Begren- 
xungs  drei  ecke  zur  Deckong  kummea. 


l>as  gleichaeitign  Tetraeder. 

11.  Ein  Tetraeder,  dessen  Kanten  mittelHnien  ntif  den 
angehfirigen  Kanten  besBglich  senkrecht  stehen,  ist 
gUicbseitig. 

Aas  der  VnratiBeetsiing  folgt  znnftehst,  daes  die  Mittellinien  B^lbel 
paarweise  in  einander  normal  sind,  woranfsich  die  Behanptang  mit  Hilfe 
Von   10.  BTgiebt,'^ 

loh  wende  mich  zu  einigen  weiteren  Batzen,  welche  eich  ans  der 
in  3.  angegebenen  Ginadeigenecbaft  des  gleichseitigen  l'etra^ders  ergeben. 
Gelangt  durch  Drehnng  um  £«  £'«  der  Punkt  ^  in  die  Lage  von  0  unfi 
die  Ebene  BCD  in  die  Lage  von  CBA,  so  lullt  die  tod  A  aaf  B<:  JMS 
lii^rah gelassene  Senkrechte  mit  der  vdu  0  nach  i:  P  A  gehenden  zusaiame-^Hi' 
Beide  sind  einander  folglich  gleich.  Kbeneo  gelangen  alle  Linien  %^^mi 
Deckung,  welche  von  A,  bez.  D  nach  homologen  Pankten  der  Gege  n- 
ebene  gehen  oder,  was  dasselbe  ist,  homologe  Strahlen  der  Ecken  siiM^sd. 

Die   Ton    den    Eckpunkten    bis   zn    den    gegenüberliegenden    Ebenen   j ;j- 

meseenen  Strecken  sind  demnach  von  gleicher  L^nge.  Sie  sind  feri^^pr 
gegen  die  Kanten  und  Ebenen  bezüglich  gleich  geneigt,  da  die  Wink  -«>. 
welche  sie  mit  denselben  bilden,  sich  ebenfalls  decken.  Es  gilt  also  der  Sa^zrrz- 

12.  Im  gleichseitigen  Dreieck  sind  die  vier  Höhen  ei  -vi 
ander  gleich  und  gegen  die  Ebenen  und  Kanten  b  <"  ' 
zflglich  gleich  geneigt;  dasselbe  gilt  von  den  (na^K=^  ^ 
den  6chweriinnklen  der  Dreiecke  gehenden)  Eckmi  ^ 
tellinien,  von  den  HShenstrahlen  der  Ecken,  ab«-  V 
haupt  von  irgend  vier  homologen  Linien. 

Als  einfache  Folgerungen   von   3.  ergeben  sieb  anch  die  beiden  f^c:^" 
genden  SStze,  welche  Herr  Lemoine  beweist: 

*13.  Es    giebt  eine   die    vier  Höhen   des  gleichseitigen  T    ^^ 
traedere  berührende  Kugel,  welche  den  Schnittpnn^*'^ 
M    der    KnntenmittelliDien    zum    Centrum    hat.    —    "^^ 
gieht  eine   Kngel    mit    demselben    Centram    M,    welcb^ 
die    in    den    HShenschnittpunkten    der   Begreutang«:^ 
dreiecke   auf   deren    Ebenen    errichteten  Senkrecht»    ^ 
berührt. 
tJebrigens  sind  diese  beiden  Kugeln,  wie  Satz  19  zeigt,  idenliscV'^' 
—  Der  Schnittpunkt  Af  der  Kantenmittellinien  ist  bekaoullich  zngleic;  ^^ 

t  Einen  von  dem  hier  gewählten  verschiedenen  Ausgangspunkt  Für  die  ünte^'' 
Buchung  de«  gleichaeitigen  Tetraeders  bietet  die  Betrachtung  des  demselben  uik*  "^ 
Kcbriebenen  Spats.     Derselbe  ist  offenbar  rechtwinklig,  wahrend  er  bei  dexV^^ 
andern  apeciellen  Tetraeder,  dem  orthogonalen,  gleichseitig  ist.     (Vergl.  eJ-  ' 
Vogt,   Dos   Telrueder   mit   Böhenschnittpunkt     Breslau  1681.     Progr.  d.  Pried^' 
Gymn.)     Die  Wahl   dieses  Ausgangspunktes  wäre,   worauf  mich  Herr  ProfeBsC»^^ 
Schroeter  aufmerksam  machte,  besonders  bei  einer  Untersuchuug  der  bei  deV^^ 
]'etraeder  überhaupt  niäglicheu  apeciellen  Foruieu  zweckiuiUsig. 


derjenige  der  BckmittelliDien,  also  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders, 
UDÜ  er  ibeilt  die  Eckmittellioien  im  Verbältnias  1:3.-  Ans  der  Gleich- 
lieit  der  lel»lereii  folgt  demaacb,  daNS  anch  ihre  iwischen  IH  und  den 
Eckpanklen  gelegenen  Absuhnltle  gleiche  Laoge  beBitzeu,  dass  alao  .V 
*  zugleich  Aatt  CentrQiD  der  dem  'IVtraeder  nmEchriBbeDeD  Kugel  ist. 
DieseE  Reänilat  folgt  übrlgena  auch  unmittelbar  aus  3  ,  da  uacb  diesem 
Satae  irgend  zw.-i  der  Geraden  MJ,  Mß.   MC,  MD  zur  Deckung  ge- 

I  bracht  werden  könneii,  Auf  Grund  dpsselben  Salzes  müeeen  die  Be- 
grenzuugsebeneu  des  Tetraeders  von  M  gleiche  Entfernung  besitzen, 
da  sie  ja  durch  Drehung  um  dienen  Punkt  in  einander  übergeben 
*  können.  M  Ist  aUo  auch  das  Cenirum  der  dem  Tetraeder  einbuschrie- 
benen  Kugel.  Der  Monge'sche  Punkt  (in  welchem  sich  die  durch 
die  Mitten  der  Tetraederkanten  senkrecht  zu  den  bezüglich  gegenüber 
liegenden  Kanten  gelegten  Ebenen  schneiden)  fsllt  ebenfalls  mit  M 
Buaammen,  da  seine  Verbindungslinie  mit  dem  Centrnm  der  nmbeschrie- 
benen  Kugel  in  jedem  Tetraeder  durch  den  Schwerpunkt  halbirt  wird. 
Ueberbaupt  gilt  der  nilgemeine  Satz: 
14.  In  einem  gleichseitigen  Tetraeder  fallen  sämmtliche 
eindeutig  definirten  ausgezeichneten  Punkte  mit  dem 
Schnittpunkte  seiner  Kanlenmiltelli  nien  zusammen. 
Ein  ausgezeichneter  Punkt  des  Tetraeders  darf  nämlich  offenbar  seine 
Lage  nicht  ändern,  wenn  dieses  eine  halbe  Umdrehnng  um  eine  Kanten- 
mitlellinie  ausführt,  weil  durch  eine  solche  Drehung  die  ränmtiche  Figur 
an  sich  nicht  geändert  wird.  Nun  sind  M  und  die  unendlich  fernen 
Punkte  der  Mittellinien  die  einzigen  Fnnkte,  welche  bei  keiner  dieser 
Drehungen  in  eine  andere  Lage  gelangen;  von  diesen  kann  indessen  nur 


-y  < 


tinde 


■  Pu 


M    den    Mittelpunkt    des    gleichseitigen  Tetraeders.     Der 
c  Sarz  enthalt,  wenigsteoH  soweit  die  speciell  angeführten 
Punkte  in   Betracht  kommen,    wie    alle    bisherigen  SStie    eine  cbarakte- 

Irialiache  Eigenschaft  des  gleichseitigen  Tetraeders;  es  gilt  die  Umkebrung: 
I        15.  Fallen    irgend    zwei    der    folgenden    ausgezeichneten 


Kugel.  C 

ntrnm  der  eint 

eher  Pun 

kt.  zusaramen. 

itig. 

mnsE   ich 

auf  die  Beweise  c 

hier   verzic 

ten.     Mit   Ansnal 

Punkte    B 

züglicben    bieten 

el,   Mong 


Aus  Mangel   an   Raum 
mengefsssten    seclis   Satze 
beiden     zuletzt    genannten 
Schwierigkeit. 

Im    AnscblusB   hieran   beweist    mau    leicht   einige  Sätze,    welche   die 
Dmkfltarang  eiaea  Theiles  ves  12.  büdeo! 


Das  gleichseiligi;  TetrsoÜer. 

16.  Ein    TetTfteder,    d«BBeD    Eekmitt«lli&ien    gUicliUng    ' 
sind,  ist  gleichseitig. 

Am  ätx  TiMgiiiliiiii|  fo^t  noBittdbKr,  imaa  ier  8cbw«rp«akt  T*a 
d«  SekpmktoD  gMebeAbaUadc  bemtst,  alu  uglmeh  duCMOwB^Bi 
«abM^äaboMB  Kogel  kt. 

17.  Ein  Tfttraeilcr,  detten  HShen  gle^h  Uog  *iadv  ist 
gl«iehisitif. 

In    diw«B  F«Ha  iit  dar  8ehw«rpwiki  nit  daai  Ceatm  60t-  «k- 
bwrfufabenaB  Sog«!  idMüieh/d«  müm  EntfHimngra  to»  dm  BUdMa    . 
dw  Tatnedan,  wclehe  bekanotKeh  ^lgan«iB  dro  vintoo  TbalBo  4ar 
mttpMohoid««  HttbsB  glsMh  nui ,  infolge  dar  gamaditaa  VorwM*«m»f 
eiaaiidar  ^«U  waiden. 

Denatba  Sati  UNt  deh  falgandemanen  MMpraebau: 
*18.  Sind  die  Begreni«Bgidi«iacke  «iset  TatT«t)d*rs  flS- 
•kanglaiah,  le  aind  sie  »neb  eonginant. 

Ich  flUuto  kun  SoUvm  aoek  ivai  Sttw  «n,  weleb«  eise  d—tfiaka 
Vontallang  yob  dar  Gaatdt  «inaa  ^eiabidtigan  Totraedaii  gawlkvati, 
wwio  daMen  BapcBsangidrMeek  gegeben  wt. 

19.  Dia  Strack«  swiiehan  Aam  HShansehnittpnDkt  •!&•• 
BegrenBvngcdravaeka  and  dan  Fnsapnnkt  d«r  amf 
daaaes  Bbana  gefllltan  TatraaderbShe  wird  dnr«k.das 
CeDtrnmdai  diesemDreieck  ambeaehri ebenen  Ereiaea 
halbirt. 

20.  Die  Höhe  eine«  gleichBeitigen  Tetraeders  ist  doppelt 
io  grABS,  ali  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den, 
Abschnitten,  in  welche  irgend  eine  Höhe  des  Begren- 
ZQDgsdreiecks  durch  den  Höheuschnittpsnkt  getheilt 
wird. 

2. 

Die  Ecken  eines  gleichseitigen  Tetraeders  sind,  wie  bereits  bemerkt 
wurde,  Bpecieller  Art;  sie  genügen  der  Bedingung,  dass  die  Summe  ihrer 
Kantenwinkel  zwei  Rechte  hetrKgt.  (Ausserdem  sind  diese  Winkel  sSmmt- 
lich  spitze.)  Aus  dieser  Bedingung  ergeben  sich  zahlreiche  guniometriscbe 
Besiehangen  zwischen  deu  Bestimmungsstücken  dersrtiger  Ecken.  Die 
einfachsten  derselben   sollen  hier  abgeleitet  werden. 

Um  Dnterbrecbtingen  zu  vermeiden,  stelle  ich  zunHchst  einige  in  der 
Folge  anzuwendende,  grösstentheils  bekannte  Formeln    hier  zusammen. 

Genttgen  die  Winkel  a,  ß,  y  der  Bedingung 
1)  «  +  ß+j.  =  «, 

so  gelten  folgende  Belatioaen: 

«1  sina  +  si^ß  +  iHny=4cas^cos^cosL, 
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cc        8        V 
ß)  cos  a  +  cosß  +  cos  y  =  1  -|-  4  sin  ~  sin  -^  sin  ^  i 

»t  *t  A 

y)  fgcc  +  fgß  +  tgy^igatgßtgY, 

sin  ß  sin  y  -f-  sin  y  sin  a  +  sin  a  sin  ß 

O)  a  ^  a   ß  y 

=  —  1  —  005«  cosß  cosy  +  8  cos^ -^  cos^ -^  cos^ —^ } 

^  »t  At 


«) 


cosß  cosy  +  cosy  cosa  -f-  cosa  cosß 

et        ß        y  /  o        ß        y\ 

=  cosacosßcosy  +  A  sin-^  sin ^  sin  s^  (  1 +  2  «>i  ^  «Vi^5m-^  j 


cos  -^  cos  —  CO*  -^ 

Aas  ct  +  ß  +  y  =  n  folgt  cos«  =  —  ro*(/J+y),  d.h. 

cosa  =  —  C05/S  coi'y  +  sinß  siny. 

Andererseits  ist 

cos  a  =      cos  ß  cos  y  +  sin  ß  sin  y  cos  A: 

Hieraus  folgt 

2  cos  er  =      stn  ß  stn  y  (l  4- cos  A)  cos*  tt  =   .   /»    . — » 

'  2       stnßstny 

/^ 
0  =  —  2  cos /J  cos y  +  si/i ß  siny{l-' cos A)   si«*  ^-  =  ctg ßcigy^ 


sin  2  =  Vctg ß  ctgy,      cos  ^  =/^ 


cosa 


^v  *  -«      r      sinß  sin  y 


A      l^cos  a  cos  ß  cos  Y  .    ^       2  l^cos  a  cos  ß  cosy 

2  cos  a  SM  ß  stn  y 

Den  hier,  wie  auch  den  weiterhin  auftretenden  Quadratwurzeln  ist 
das  positive  Vorzeichen  zu  geben,  da  o,  /3,  y  spitze  und  A,  B,  f  con- 
cave  Winkel  sind. 

Aus  den  soeben  erhaltenen  Resultaten  ergiebt  sich 

ox  A        ^    B  r      / -^ —    .  A ,  B    r 

3)    cosalg  -^^  =zcosßtg-^  =  cosytg—  =  y  cosa  cosß  cosy  =^  lg -^  tg -^  ig -^^ 


.  sin  A  __  sin  B sinV 2  ^cos  a  cos  ß  cos  y 

sin  a      sin  ß      sin  y  sin  a  sin  ß  sin  y 

Mit  Berücksichtigung  des  ffir  sin^ -^  gefundenen  Werthes  findet  man 

/^ 

/ga  Igßtgysin^  —  =  /^a. 


CO»  a  +  cokb  +CM  r  =  i. 

Dllicfa  sechs  wissentlich  veracliiedene,  zur  Bestimmung    ^ 
eiper  Ecke  dienende  ComhinatioDen  der  Kanten-  and  PlScheowinkel: 

1.  «,   ß,  y;  3.      A,  ß.   y;  5.      o,   ß,   B; 

2.  A,  B.f;  4.     o,   B.    T;  6.     A,  B,  ß. 
Zwischen  den  diei  in  irgend  einer  dieser  Gruppen  vereinigten  Win- 
keln   moBs   natürlich   eine  Relation  slatlfinden,    wenn    die    dorcfa    sie    be- 
stimmte Ecke  einem  gleichseitigen  Tetrsedei 

Für  die  drei  ersten  Fälle  hahen  eich  die  f 
hereits  ergeben : 

1.  «+|3+y  =  «,  , 

2.  cosA  +  cüsB  +  cosr=l, 

Em  ist  ferner  nach  2}  tg -^  Ig -^  •=  cot  a  oder 

6)  4.     co.BC(j,|cJff^  =  l. 
Ersetzt  man   in   der  hieraus  folgenden  Gleichung  co^  a  cl^ -^  cl^ -^  b 
mit  Rtickricht  anf  2)  ctf^-s  durch  {Iga 

7)  6.     co,'a{lg«lgß-l)cts*^ 


ingehSren  soll, 
iotsprechenden  Belationea 


jtyßlOY  = 


-l),  lo  findet  man 
.B      , 


Aoagehend  von  5)  findet 
nn  ....    ^ 


I  endlich 


+  «n»-  =  ™i»-  =  - 


i+'ff'k 


l  +  cös'ßclg*': 


[Die  beiden  zaleUt  eDtwickelten  Gleichnngeo  lassen  sich  ie  felgende  ffir 
)  Rechnnegen  bequemere  Formen  bringen: 


A-r 

2 


]■ 
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. .^  w  V  ^» 


Die  Gleichung  6)  gestattet,  wenn  die  ^'Iftchenwiukel  gegeben  sind, 
die  Cosinus  der  Kantenwinkel  zu  bestimmen.  Auch  die  Sinus  der  letz- 
teren sind  leicht  zu  berechnen.     Ks  ist  nach  2)  und  6) 

B    r 

cosa  '^  2  '^  2 


2      stn  p  sm  y       stn  p  stny 
oder 

sin  ß  sin  y  = ^^ —  • 

Berechnet  man  in  gleicher  Weise  sin  y  sin  a  und  sin  a  sin  ß,  so  findet 
man  durch  Ausziebung  der  Quadratwurzel  aus  dem  Froduct  dieser  Aus- 
drücke 

,ABr  .A.B.r 

'^2^2    ^2  sw  ^  stn -^  stn ';^ 

9)  sinasinßsiny=—^ ^ r=T— ^^ ß fy" 

c/>ar -^  ro5  2-  ro« -^       [cos -^  ro5  ^  ro*  —J 

Somit  ist 

.   A 

iA\  2  smfii 

10)  5wa  =  — 


B     r     ^     A     B     r 

cos  -^cos-^       2  C05  -5-  cos  ^  cos  — 

Man  hat  demnach 

^^,  *fwA     5mB      sinV      ^       A        B        f 

1 1 )  ^ —  ==  -r--  =  -: —  =  2  CO*  7^  cos  —  ro«  75- 1 

sma      sinß      smy  2         2         2 

woraus  durch  Vergleichung  mit  4) 

•    «,  ABT       "^cos  a  cosß  cos  y 

12)  cos  —  ro*  —  cos-sr  =  ^— : — r-^ — - 

2         2         2         stn  a  stn  ß  stny 

folgt«     Aus  den  für  ma  und  co^a  gefundenen  Werthen  ergiebt  sieb 

.  A 
stn-^ 

13)  iga  =  - 


B  .  r 

Hiernach  ist 

""■2       ""  y      ""2  ABT 

1 4)  -^  =  -^  =  -^—  =  sin  2  «•«  2  «■«  2  =^'9"  ^'9 ß  ctgy. 

In  Vorstehendem  sind  bereits  mehrere  Beziehungen  zwischen  sym- 
metrisch gebildeten  Ausdrücken  ermittelt  worden.  Es  lassen  sich  solche 
noch  in  grosser  Zahl  aufstellen.     Man  hat  z.  B. 

sin  A       sin  A  +  sin  B  +  si>i  f        ^         A         B  f       2  VoßS  «  cosß  cos y 

-: =  -  -: : — 7-^- — : =  2  CO*  ^  COS -s"  ^O»  ~  = : --^—, 

stna         stn  a  -f-  stn  ß  -f-  stn  y  2         2         2  stnasm^  sin«^ 


1 

33fl                                    Uns  gleichseitige  Tetraeder. 

"^H 

Hieraas  folgt  mit  Rückaicbt  auf  die  voTsosgeschickte  F 

'ormel  a)               1 

r              „„.^..B+.»r=,c.|™.f».l.4™,B, 

r                 1 

"•i                       1 

'                                                   /c„.r„ß..„ 

-f-f-l 

^m 

Mit  Benntauug  von  3)  fiodet  man  Iiieraas 

^^H 

AB     r 
"»2  ""2"    2-   '    .,VA™B.I»r 

H 

.      3      ,      .™A+..."B+™r 

l»)                 —5,™.  2~.j                 ABT' 

^1 

'J2'J5'S2-(„>,A  +  ~B4-."r)'- 

^ 

In    allen    bisher   entwickelten    Bezieliungen    treten    nnr 

die  FlXchen-       1 

und    die    Kantenwinkel    der  Ecke   auf.     leb    betrachte   nno 

nuch   eiaige       ■ 

weitere  auf  die  letitere  bezügliche  Grö»sen. 

1 

Der  Sinus  der  Ecke,  den  ich  kurz  durch  5  bezeichoen 

will,  ergiebl 

_ 

8tch  BUS  der  hekaDUleo  Furmel 

S:=sinßsiny  nnP>,. 
DoTch  Einsetsnng  des  fUr  ^nA  FrOher  gsfondenen  Werthe»  2)  nimmt  der 
angegebene  Änsdrnck  die  aymmetriacbe  Form  2^co««  cojfJcoiy  an.     In- 
dem m«n  mit  Hilfe  der  in  dem  Vorhergehenden  entwickelten  Relationen 
dicBee  Resnltat  nmformt,  erhlllt  man 


S^  sinß  sin  y  sin  f^^=  siny  sin  e 
=  2  rosa  tg-s  =  2co»ß  Ig  ^ 


mßsinr 


^ij/cosacosßcos 
=  2  sin  «  sin  ß  sin  y  c 


A 


=  2co»r'S2 
2 '»2 


■  2>iii^ 


:-«»-i-(»ViA  +  »»B  +  sinr) 


Der  DeberschoBS  E  (ler  Flkchenwinkelenrnme  Über  einen  gestreckten 
Winkel  (der  »genannte  sphSriache  Exceea  des  der  Ecke  zngebfingen 
Dreiecks)  ergiebt  sich  in  folgender  Weise; 
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<  ^  w       -      *  -  — 


.  E  .  A  +  B  +  r-» 

st»  2  =     um ^ 


/A  .  B  ,  r\ 


A     B     r,     A.B.r.A    B.r.A.B     r 

= -  tos  ^  cos  ^cos-  +  cos  2  sw  2  Stil  -  +  »»»  —  cos  ^  Stil  -  +  41«  2  »•"'  2  eos  - 


A        B 
=    cos-^  cos  -^  cos  _ 


T     ,  ■  ,    B,    r  ,  ,    r,    A^,   A,    BT 


A     B      r 

=    c-05  -^  CO«  —  cos  w  [—1  +  cos  a'{'Cosß  +  cosy]     [nach  6)] 

A         B         r     .    .    a     .    /?    .    y  %       t    D\i 

=    CO«  —  cos  ^-  C05  -s"  •  4  51/1  ^  sw  -^  stn  ^  [nach  p)J. 

Dieser   Aasdruck    kann    wiederum    mannigfach    amgeformt   werden.     So 
erhält  man: 

.    E        .    .    a     ,    ß    ,    y         A         B         r 

sw  ft^  =  4  51«  y  sw  —  5IW  -^  CO*  -^  C05  -^  cos  j: 

=  i^^'92  ^9j{swA  +  sinB  +  sin T) 

/  A    B^  r 

^        _    y cos ti cos ß cosy  ^2^2  ^2  5 

10)       — 


oßy^üfdy  a  ß  y 

2cos  —  ro5~  t'os^       2  co*-^  co5  ~  «"os-^        4  ros  -^  ros  -^  cos -^ 

ß        y  y        tt  cc        ß 

sin  j  sin  ^  sin  ^  sin  -  sin  ^  sin  — 

=  sin  A =  sin  B ;; —  =  sin  V • 

a  ß  y 

cos  -^  cos  ^  cos  -jr 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  cos-^  ermitteln.     Es  ist 


cos 


E       .  M  ,  B  .  r\ 

2=    ^'^2  +  2  +  2; 


.A.B.r^.A      B      r,       A.B      r^      a      b.t 

=-sw—  sw  -^sw    +  sw  -  cos  ^cos^-^-  cos  gT  sw  ^  cos  -  +  cos  ^  cos  ^  sw  - 


A 
=    cos  -^  cos 


B      •"[      A,  B,  r^,  A^,  B-    ,  r-i 


ycosacosßcosy  r      . .     . —  ■  /    1      .       I 

=    — r r-^-. — —  i—ycosa  cosß  COS  y  +  ycos  a  cos  ßcoiy  I + 

swastnß  smy    L  r        #      r  r       '\rosa      cosß 

+-)i 

cos  yU 

=     -         .   ^    .      {  —  cosacosßcosy  +  cosßcosy  4'COsycosa  +  cosixcosß\ 
stn  asinß  smy^  r        #    •         r        /    •         /  n 

= .  ^    .      '  ^sin^  sin^  sin^(\  +  2  sin^sin^sin"^)   [nach  €)\, 

swaswßswy  2        2        2  V  2        2       ^/  ^ 


Das  glfliehB«itige  Tetraeder. 


« 


I  e  Winkel öffonng  P  ries  der  Bcke  nruGuhnebenPa  Rota- 

RadiuB    de»   dem   zDgebörigen  ephämchen  Dreieck  uoi' 
.     PHiea  ues)  an  berecbnen,  gebe  icb  von  der  leicbt  zu  beweisen- 

J      sichnng 
IK*  c(sPiff|  =  fosi(B  +  r-A)  =  <-o*(Z-A) 

.  iu  welcher  S=i(A+B  +  r)  ist,      Ana  deraelben  Folgt 

n  gilt  allgemein  die  Beziebnag 

Demnacfa  ist,  wenn  Kngleicb  der  Factor  von  rigP  a&eli  £)  nmgerormt  wird, 

«,P /     /      ^  =  4 


=  4  cos -^  coj -^  cos -^  ^^  H 


4> 


SO) 


=  4(*.«A+«'>B  +  s.>.rj 


.   E 


Sehr  einfach  gestaltet  sich  endlich  das  Resultat  bei  det  Berechnnag 
der  halben  Winkelfiffnong  p  des  der  E^ke  einbeschriehenen  Rotations- 
kegels,    Man  findet  leicht 

'S?  c'?  2"  =  ""l ('*+>'"•')  =""(f""  ")  =  "*"■ 

21)  tgg  =  C0S«l9^=^S. 
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(Was  die  drei  anderen  die  Flächen  der  Ecke  berührenden  Rotations- 

ABT 
kegel  betrifft,  so  findet  man  in  ähnlicher  Weise  ^0=9''  P^^a**  ^e  =  Ä* 

ein  auch  geometrisch  evidentes  Resultat.) 

In  einer  Ecke  von  allgemeinem  Charakter  sind  E»  P,  (»  oder  E,  P,  S 
von  einander  unabhängig.  Dagegen  mnss  in  der  Ecke  eines  gleichseitigen 
Tetraeders,  die  ja  nur  von  zwei  Constanten  abhängt,  swischen  diesen 
Grössen  eine  Beziehung  bestehen.  Dieselbe  ergiebt  sich  leicht  aus  den 
bisherigen^  Resultaten.     Es  ist  nach  18)  und  19) 


<^^7r  = 


1  +  2  sm-^  sm  -w^*^^       4  cos  —  cos  —  cos  ^ 


2  ^        a        ß        y 

2  cos  —  cos  ^  cos  -^ 

ci  i  A  '  '^  '  ß     y 

2  +  Asm-^  stn  -^  svi  •— 


22)  ctg^^^+tgP  =  ctgfi  +  tgP. 

Durch  irgend  zwei  der  drei  Grössen   ä~  '  P»  ^  ^^^  demnach  die  dritte 

bis   auf  ganze  Vielf&che  von  n  bestimmt,    also,   insoweit  es  sich  um  die 
geometrische  Interpretation  handelt,  in  eindeutiger  Weise. 

Die  Ecke  selbst  ist,  da  sie  nur  von  zwei  Coustanten  abhängt,  durch 
irgend  zwei  der  Grössen  E,  P,  ^  (oder  S)  bestimmt.  Es  muss  also  mög- 
lich sein ,  aus  denselben  irgendwelche  Stücke  der  Ecke,  insbesondere  ihre 
Flächen winkel  und  Kantenwinkel  zu  berechnen.  "Da  E,  P,  ^,  S  in  sym- 
metrischer  Weise  von  a,  /3,  y;  A,  B,  f  abhängen,  so  können  diese  letz- 
teren durch  jene  allerdings  nur  mit  Hilfe  von  Gleichungen  des  dritten 
Grades  ausgedrückt  werden.  Es  sind  beispielsweise  ma,  sinß^  51/17  be- 
kanntlich die  Wurzeln  folgender  Gleichung: 

x^  —  {sin  a  +  sin  ß  +  sin  y)  x^  +  (^'^  ß  ^'''  7  +  *»''  7  ^"i  o  +  *"' «  ^^^  ß)  ^ 

—  sin  cc  sin  ß  sin  y  =  0, 

Nun  ist 

tot-  A         ^        ß        7      ^^99 

sm a  +  smß  +  smy  =  4  cos  ^  cos -^  cos -^  =  — =- 1 

""2 

€1        ß        y 
sin  ß  sin  y  +  sin  y  sin  a  +  sin  a  5m  jS  =  - 1  —  cos  cc  cos  ß  cos  y  +  8  cos^~cos^^  cos^^ 

Zi  Zt  ^ 

=  -  1- //(,  +  ^  = /i,«e  (1  +  2  c/s»|)  - 1 , 

*"'*2 

s,nasmßsiny  =  \ — E'cJäP^ E 

sin-  sin- 


r 


E- 


gleichseitige  Tetrae^lei 


I  Uichnng  nimmt  daher  rolgdnde  Gestall  aa: 

23)    X»-  ■..+  [,3.,(,+2.,,.|)_,]._a^  = 

Ife  der  Besiehnng  22)  kann  hii-rans  noch  irgend 
n  ■  iit  werden. 

!r  Weise  lassen  sich  sdcIi  für  die  Uhrigen  Fn 

■    uieicbungen    aufstellen.      Man    findet  z.  B.    i'j  , 
Wurzeln  der  Gleichoog 


24) 


4+1)  .^  _± 


'da'   'S-^'   '!/o    ergeben  sich  als    Wnrzeln  folgender  Gleichnng; 

25)     a;3-(sre(l  +  2'gPf(!7|)a;*  +  /j/e(c'ff|  +  (sp)x-(ffe  =  0 

Die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  sind  eindentige  Fnnciioi 
E,  P,  e.     Die  Winkel   sind  daher  (bis  auf  Vielfache  vnu  2n)  bestim 
Doroh  irgend  zwei  der  GrSssen  E,  P,  g  ist  demnach  eine  bestimmte. Ecke 
(oder  die  mit  ihr  aym metrische)  definirt. 

Im  Anschlass  an  die  Torhefgehenden  Uotersachnngen  llU8t  sich  die 
Frage  beantworten,  innerhalb  welcher  Grenzen  die  Grossen  E,  P,  f{S) 
liegen  müssen,  nm  einem  reellen  Tetraeder  anzugehören.  Ich  mnss  mich 
aas  Mangel  an  Raum  hier  darauf  bescfarSoken,  das  Resnitat  der  betref- 
fenden Untersachnng  anzugeben. 

Die  Ecken  s&mmtlich er  (reellen)  gleichseitigen  Tetraeder 
bilden  eine  doppelt-nnendliche  Hannichfaltigkeil,  welche 
sich  am  klarsten  ttberschanen  IXsst,  wenn  die  zn  einem  nnd 
demselben  Werthe  von  p  gehSrigen  Ecken  in  eine  Grnppe 
znsammengefasst  werden.  _ 

l/li- t: 


p  kann  alle  Werthe  von  0  I: 


"^•■'«V'-" 


"!)« 


ehtnen. 


Definirt  man  f<lr  einen  innerhalb  dieser  (-renzen  gelege- 
nen Werth  Ton  ^  einen  Hilfewinkel  9  durch  die  Gleichnng 
y8lgf  =  *inS,  nnd  bestimmt  man  vier  nene  Winkel  9^,  9,,  O^.  9^ 
durch  die  Uleicbnngen 


cos  •>,  =  eos*  - 


.VI, 


2    '"  2  ■ 
wobei  offeDliBT  #,<ös<ös<»4 


°^""2'     "•94="«   2' 
I  gilt  KoIgfDd».: 


«c      * 
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26)  Alle  Ecken  gleichseitiger  Tetraeder,  in  denen  q  den 
hier  angenommenen  Werth  besitzt,  lassen  sich  in  eine 
stetige  Reihe  ordnen.     Die  Endglieder  derselben  sind 

^        die  gleichseitigen  Ecken 

I.     «  =  ^1,     /3  =  y  =  ^»;  II.     a  =  /3  =  ^2,     y  =  ^4- 

Man  erhält  alle  Glieder  dieser  Reihe,  indem  man  a 
stetig  von  ^]  bis  ^^  anwachsen  lässt.  Es  wächst  dabei 
gleichzeitig  y  von  ^3  bis  0^,  während  ß  von  '^3  aaf  ^^ 
abnimmt. 

Mit  wacheendem  a  nimmt  auch  P  zu,  E  dagegen  ab. 
Sein  Maximum  erreicht  also  E  in  der  gleichschenkligen 
Ecke  I,  sein  Minimum  in  II,  und  umgekehrt  verhalt  es 
sich  mit  P.     Die  betreffenden  Werthe  sind 

I.   '^P.  =  --— »—•  '^'^y^ i;«-i ' 

2cos^ 
2-}/2cos-^  2cos-^'-j/2cos^^  +  2}/2 


2  stn  - 

j/2  .       .        . 

Für   tgQ  =  ^-—  reducirt  sich  diese  Reihe  auf  ein  einziges  Glied,  nämlich 

auf  die  gleichseitige  Ecke  des  regulären  Tetraeders.     Es  wird  in  diesem 
Falle  ^,  =  0,  =  03  =  04  =  ^»    P^  =  Pg  =  nrc/i^ ?^ ,    E,  =  E,  =  «rc/y ^ . 

Für  Q  =  i)  erhält  man  keine  Ecken  im  eigentlichen  Sinne;  es  fallen 
die    Ebenen    derselben    in   eine   zusammen.     Ein   Kantenwinkel   ist   stets 

gleich   ^f  ein  Flächenwinkel  gleich  0.     Die  beiden  Grenzfölle  sind 
I.        a  =  0,    ß=y  =  ^\       A  =  0,    B  =  r=|;       P,  =  ^;      E,  =  0; 
II.       «  =  /3  =  ^.   y=^;      A  =  B  =  0.    V^n-,      P^^^;      E,  =  0. 


Mit  wachsendem  q  nehmen  P^  und  P,  ab,  E|  und  E^  da- 
gegen zu. 

Zum  Schluss  mögen  noch  die  äussersten  bei  reellen  Ecken  der  be- 
trachteten Art  möglichen  Grenzwerthe  von  E,  P,  ^  und  S(=2lgg)  zu- 
sammengestellt werden. 

Minim.  v.  E:  0,  Maxim.  v.E:  31®35'l2"=2<irr/^?-?^, 

1/2  ^ 

V        ,,  P :  35<>  1  r/ b4"z=aritg  ^-^.  ,,      „  P :  90^ 


1         Minii 


Dae  gleichseitige  TplrAeder, 


S:    0, 


S.   n  Tft717  —  ' 


Ich  kehre  zur  Betrachtung  dee  Tetraede 
gelben  Deone  ichi,6,  c,  die  KanteniDitlellini 
folge  i,  m,  n;  für  die  Winkel  benalze  ich 
eJDgefdhrtc  Bezeichnung.     Feroer   eei    r    der 


8  znrtick.  Die  Kautüii  des- 
•n  in  eutsptecbendFT  Reihen- 
lie  im  votigeo  Parngraphea 
Radius   der   dem  Tetraeder 


iobeEchTiebeneo,  R  derjeaig< 
Spat   umBchriebeoen    Kugel. 


Radie 
Kt« 


des  i 


Mit 
mgsdrt 


r  gleic       ilig  ibm  und  dem  zogebörigeo 


eck 


ona   fifl  endlich 
d  des 


icb    die 
;Ibe  beschriebene! 


)a  die  Kanten  des  sngebörigen  Spats  gleich  /,  m,  n, 
•  Seitenflächen  gleich  a,  h,  c  sind,  so  findet  man  i 
„■  =  „■+„■,       /■_l(t>+c>-„'). 
•  I)  4>_.'+l',      ™>  =  l(t>+"'-'''). 

«■-;>+»,■,    ™>  =  i(o>+4'-c>), 

Hierana  ergiebt  sich  mit  Sticksiebt  auf  die  Formel  cot«: 


die  Diagonalei 
imitlelbat 


6c 


Ig  fssj/eota  eosß  coiy  =  -^i     S=2~j~- 

Die  Linien  R,  Rq,  r  bilden  ein  recht w in tcligea  Dreieck  mit  dem  der 
Kathete  Ag  anliegenden  Winkel  f.     Hau  hat  demnach 


/l  +  o 


osßcasy 
I  Cosß  COty 


j/a"6»i 


lm»R 


)|/'l  +  cosa  cosßcosy       j/a' 
Da  4FRo  =  abc  ist,   wenn   F  die  Fläche  ein 
des  Tetraeders  bezeichnet,  so  ist  auch 


)  Begrenzangsdreiecks 


4) 


4Ä 


Ä„=-, 


Bekanntlich  ist  A"  =  ^ j/(ä  +  6+c)(6  +  c 
nach  leichter  Umformung 
•5)  f-i /■.>»• +  i."/>H 


")(«  +  "-*)("  +  «-«)  "i" 


VoB  Dr.  A.  Schmidt.  337 


■    i.^  y^s-*»   ^    ^^     '^  ^^  .-*  rf   W^  ^^  i.— ■   ^-S  *-***•    -•  .  *— \,.^N,,*^  i^ -**.*-»     .^  .^-— ^  --».  — -y~     y-V,**     f^  ^\     "     ^ 


Die   für  A^  und  r  gefundenen  Werthe  lassen  sich  daher  auch  folgender- 
massen  schreiben: 

Das  Volumen  T  des  Tetraeders  ist,  wie  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung  zeigt,  gleich  dem  dritten  Theile  von  demjenigen  des  zugehö- 
rigen Spats.     Es  ist  also 

♦7)        F=|/m«  =  y>Y^2(6»-f-c«-a»)(c»-t.a*-  6«)(a*  +  6«-c«), 

ein  Resultat,  welches  sich  auch  durch  Substitution  des  für  S  gefundenen 
Werthes  in  die  Formel   y=\abcS  ableiten  lässt. 

Durch  Vergleichung  von  F  und  V  ergiebt  sich  ferner  die  Tetraeder- 
höhe h.     Es  ist 

ox  r      3^     abcSAR^  ^  „  ^  ^    . 

8)  Ä  =  — =-2— ^  =  /i^(>.4Äco*^=4Ä«>i^  =  4r. 

Dieses  Resultat  ist  übrigens  geometrisch  evident,  da  der  Mittelpunkt  der 
einbeschriebenen  Kugel  mit  dem  Schwerpunkt  identisch  ist. 

Die  Eckmittellinie  des  Tetraeders  ist  <=:|-i?;   dem  Vorhergehenden 

zufolee  ist  also  t  == «; — r~  *     Da  t  nicht  kleiner  als  h  sein  kann .  so  darf 
°  öStnQ  ' 

3  sin  Q   den  Werth  1  nicht  übersteigen.     Hieraus   ergiebt  sich  für   q  die 
bereits    früher    erwähnte,    durch    m^  =  -^  (^^  =  i-— j    bestimmte   obere 

Grenze.     (Erreicht  q  diese  Grenze,  so  wird  /  mit  h  identisch,   das  Te- 
traeder also  regulär.) 

Um  Vq  zu  berechnen,  benutze  ich  die  bekannte  Formel 

^sm-sm^ 

indem  ich   den  Factor  von  Bq  mit  Hilfe  von  §  2,  20)  umforme.     Dar- 
nach ist 

rQ==BoStgP=RcoSQ.2(gP  =  2RsinQtgP, 

^  ro  =  2rtgP. 

Die  Formeln  2)  gestatten  eine  einfache  Berechnung  der  Kanten- 
winkel a^  ß^  y  aus  den  am  Tetraeder  auftretenden  Linien.  Dm  durch 
letztere  auch  die  Flächenwinkel  A«  B,  f  auszudrücken,  gehe  ich  von  den 
Relationen  2)  des  vorigen  Paragraphen  aus,  indem  ich  in  denselben 

2F  fi  2F 

sm  a  =  - —  I     cos  a^-, — »      klo=  -=-    u.  s«  w. 
bc  bc  r 

setze.     So  ergiebt  sich 

ZmltMohrtn  f.  MMibtmmtik  n.  PbjBik  XXIX,  6.'  "^"^ 


Tq  =  4  Äq  sin  -^r  sin  -^  sin  -^  > 


2      2F  i      2F 

F  kann    natürlich   nocb   dnrcti  irgend    einen  der  dafür  gernudenen  Aus- 
drücko  ersetzt  werden. 

Stellt  man  eowobl  ftir  die  Ecke,  wie  fUr  du  Begrenzangsdreieck  des 
Tetraeders  den  Sinnsaatz  nnf,  so  folgt  unmittelbar 

Der  soeben   ftir  si'iA  abgeleitete  Aasdrock    filbrt   za  demselben  Sn< 

suUate  nnd  zeigt  zugleich,   dass  der  gemeinsame  Wertb  dieser  drei  Ter- 

2? 
bältnisse     ^    «t. 

Was  endlich  die  für  die  Ecken  des  Tetraeders  cbarakteristi Gehen 
GrÖGsen  E,  P,  (■  5  anbetrifft,  so  ergab  aicb  bereits  oder  ist  ims  dem 
Bisherigen  leicht  abznieiten 


tg-^  findet   mitn  Tennifge  der  Beziehnng  ctg  —  ^lg^-\-ctgf.    Zn  dem  fBr 

sin^  angegebenen  Wertbe  gelangt  mAn  von  der  Formel  ^>t^=tffä^'äfffi 

a  ß  y 

XcIgP    [§  2,  20]   «nsgehend,    indem   man   fff^>  tg-^i  tg-^    in    bekannter 

Weiae  durch  r^,  a,  b,  e  irasdrückt. 

Wie  sich  am  ScblnuA  des  Torigen  Paragraphen  ergab,  bestimmen  g 
and  P  die  dreiseitige  Ecke,  mithin  socb  die  Gestalt  des  Tetraeders  ein- 
dentig.  Znr  voltstäodigen  Beetimmnng  des  letzteren  (itbgeseben  von  seiner 
Lage)  genügt  es  also,  noch  irgend  eine  in  ihm  anftretende  Linie  ihrer 
LSnge  nach  anzngehen. 

Dm  eine  üebersicbt  fiber  die  gesammte  Sfannichfattigkeit  der  gleich- 
seidgen  Tetraeder  zn  gewinnen,  kann  man  demnach  znnächst  die  Länge  einer 
Linie,  etwa  des  Radius  der  nmschriobenen  Kugel,  als  conslant  annehmen 
nnd  nnr  p  and  P  rariiren  lassen.  Man  erbKIt  so  alle  überhaupt  mög- 
lichen Formen,  welche  alsdann  dnrch  Veränderung  jener  Linie  in  jedem 
Haaasstab  dargestellt  werden  kSnnen. 

Alle  einer  Kngel  einbeschriebenen  gleichseitigen  Tetraeder  bilden,  wo- 
fern  ihre  Lage  nicht  in  Betracht  kommt,  eine  doppelt  unendliche  Uan- 


dnr 


nichfaltigkeit,  da  sin  voa  swei  ConstaDten ,  f  ond  P,  nhhXttgfta,  PasBt 
man  zunächst  alle  diejenigen,  für  welche  q  denaetben  Werth  beaitEt,  in 
eine  Grnppe  zusammen,  bo  zeigen  die  Resnltate  dieses  Paragraphen,  dass 
allen  diesen  nuch  r,  F^,  A,  t  gemeineam  sind,  da  dieafi  Linien  nor  von 
R  und  Q  abhängen. 

Eb  gieht  also,  den  verschiedenen  Werthen  von  P  entsprechend ,  ein- 
bch  nnendlich  viele,  neaenllich  nnlerachiedeno  gleichseiliga  Tetraeder, 
welche  eine  gemeinsame  umechriehene  und  eine  gemeinsame  einbeschrie- 
beiie  Kngel  besitzen.  Ihre  Hüben  sind  gleicblaug,  ebenso  ihre  Eckmittel- 
linien, welche  Überdies  gegen  die  sagehorigea  Höhen  aud  daher  auch 
gegen  die  zugehörigen  Tetraederebenen  dieselbe  Neigung  haben.  Aach 
die  Radien  der  ihren  Begrenzungsdreiecken  umschriebenen  Kreise  sind 
gleicbgrosa,  diejenigen  der  einbcschricbenen  dagegen  verschieden,  Un- 
gleich siud  ferner  die  Flächen  dieser  Dreiecke,  mithin  auch  die  Volu- 
mina der  Tetraeder.     Aus  §  3,  26)  folgt  nun  ferner: 

Für  p'=  arcttn-J^,  d.  h.  r  = -^  A,  reducirt  sich  die  zugehörige  Gruppe 
auf  ein  einziges  Glied,  das  regnlHre  Tetraeder. 

Ist  ä)>i^<^  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  r<^Ä,  so  sind  für  P  und 
damit  auch  für  '■o(=2ri3P)  zwei  Grenawectbe  bestimmt.  Deoeelbea  ent- 
spricht je  ein  Tetraeder,  dessen  Euken  und  Begrenznngsdreiecke  gleich- 
schenklig sind.  Diese  beiden  bilden  die  Endglieder  einer  stetigen  Reihe 
von  Tetraedern,  welche  von  ungleichseitigen  Dreiecken  eingeschlossen 
werden  und  die  man  erhält,  wenn  man  P  oder  r^  von  dem  einen  zum 
idero  GrenzwertU  allmftlig  übergeben  lässt.  Alle  diese  Tetraeder  können 
dnrcb  eine  einTache  Construction  erbalten  werden,  welche  sich  auf  den 
SchlnsB  des  ersten  Paragraphen  angegebenen  Salz  19)  stUtst. 

Es  seien  X  und  k  zwei  concentrische  Kugeln  mit  den  Radien  E  und 
r«^ß).  In  einem  beliebigen  Punkte  m  der  letzteren  werde  an  dieselbe 
die  Tangentialebene  gelegt,  welche  h'  in  dem  Kreise  IC„  schneiden  möge. 
Ea  werde  ferner  auf  A  ein  Punkt  A  heslimmt,  welcher  von  dieser  Ebene 
die  Eutfernung  4r  besitzt  und  von  ihr  ans  gesehen  auf  derselben  Seite 
liegt,  auf  welcher  sich  der  Mittelpunkt  heider  Kugeln  befindet.  Dem 
Vorhergehenden  zufolge  kann  dann  jedes  um  k  und  gleichzeitig  in  A' 
beschriebene  gleichseitige  Tetraeder  in  eine  solche  Lage  gebracht  werden, 
dus  ein  Eckpunkt  mit  ^  zusammenfällt,  während  die  drei  anderen  B,  C, 
D  anf  dem  Kreise  K^  liegen.  Alle  hierbei  auftretenden  Dreiecke  BCD 
besitzen  denselben  Höhenschnittpunkt  b  und  denselben  Schwerpunkt  f. 
Bezeichnet  nämlich  a  den  Fusspnnkt  der  aus  A  auf  die  Ebene  von  ü^ 
gefällten  Senkrechten,  so  liegt  nach  §  2.  19)  k  auf  der  Geraden  ma  und 
zwar  halbirt  m  die  Strecke /in.  Ferner  liegt  bekanntlich  in  jedem  Dreieck 
f  «nf  der  (hier  mit  ma  identischen)  Geraden  hm  nnd  es  iBt  hs:tm  =  i:\. 
(l>ii  -PlKikte  h,  I,  m,  n  liegen  alao  harmonisch.] 


Du  gleichseitige  Tetraeder. 


r 


äD    also   snr  Kfj  ein^D    beliebigen  Fnokt  B   an,    T«r1anpiK  ^ 
tntm  s  hio&ns  nm  seine  halbe  Länge  nnd  legt  man  dnreh  de*"'" 

E  ler  Verlängerung  dio   zu  Bh  senkrechte  Sehne  CD,  eo  ib"*' 

j4/  bseitiges  Tetraeder.   Die  BegrcDsungedreiecke  deEselben  sin^^ 

glei  ',  wenn  B  einer  der  Eadpnulcte  des  durch  n  gehenden  Durch- 

'^  'ür  zwei  in  Beziebang  auf  diesen  DurchmesEer  symmetiische  J 

H        erbSlt  man  zwei  Symmetrie  che  gleichseitige  Tetraeder. 

bidQ    endlich  p  =  0,   eo  wird  auch  ri=0.     Die  Begrenzanga-  1 
en    alsdann  rechtwiuklig  nnd  fallen  in  eine  Ebei: 
;eborigen  Spate  hesitaen  eine  nnendlicb  kleine  KanteDÜDie 

*'*^|^     Grenzfall  (für  Pi  =  — ^1  noch  eine  zweite. 

Ich    wende   mich    zum  Scb  za    einer  eigeuthlimlichen 

proken  Besiehnng  zweier  „.    Tetraeder. 

Es  ist  nach  §  1,  3.  ODmiLicibar  o^ic  ttich,  dass  vier  homologe  Paukte 
der  Ebenen  eines  gleichseitigen  Tetraeders  oder  vier  durch  seine  Eck- 
punkte gehende  homologe  Ebenen  der  ein  gleichseitiges  Tetraeder 
bilden,  welches  überdies  mit  dem  Q)  Inglichen  die  KantenmittelliaieD, 
TOD  deren  Länge  abgesehen ,  gemein  at.  Um  die  vorliegende  Arbeit 
nicht  alliDsehr  anszndebnen,  gelie  icii  hier  auf  die  sich  aus  dieser  Be- 
merkung ergebenden  Folgerungen  nicht  näher  ein,  sondern  beschräDkaJ 
mich  auf  die  Betrachtung  eines  spcciellen  Falles,  der  besonderes  Intereuo^ 
darbietet. 

Die  vier  anf  den  Radien  M A,  SB,  MC,  MD  in  deren  Endpunkten 
aenkrecht  stehenden  Ebenen  bestimmen  dem  Gesagten  zafolge  ein  neaea 
gleichseitiges  Tetraeder  A" ^C" D",  dessen  Mittelpunkt  M  ist.  #<<"  steht 
angenscheinlich  aaf  der  Ebene  des  Dreiecks  BCD  senkrecht  und  schneidet 
dieselbe  im  Centmm  m  des  am  dieses  beschriebenen  Kreises  Ag.  Es  ist 
demnach  M  A".Mm!=^  MB*,  d.  fa.  I^'.r=R\  während  r"=R  ist,  wenn 
nXmlich  Ä"  der  Radius  der  dem  Tetraeder  A"  B"  C"D"  nmsch  rieben  en,  r" 
derjenige  der  ihm  ein  beschriebenen  Kugel  ist.  Werden  die  soeben  erhal- 
tenen Beaultate  in  der  Form 

«■•=f.«,   .-»A., 

geschrieben,  so  erkennt  man,  dass  in  einem  ans  A"tf'C"D"  durch  Ver- 
kleinerung aller  linearen  Dimensionen  im  Verhältniss  Rir  entstehenden 
Tetraoder  A'^C'D' 

■     .  ä'=ä,     r'=r 

ist.  Ein  solches  erhält  man  nun  offenbar,  wenn  man  die  Punkte,  in 
denen  die  Kugel  K  von  MA",  MB'  a.  s.  w.  getroffen  wird,  als  A',  B' 
u.  s.  w.  bezeichnet.  Die  Ebenen  B,  C,  B,  ...  dieses  Tetraeders  berühren 
demnach  die  Kugel  k,  nnd  die  Berfthrnngspunkte  sind  diejenigen  Punkte, 
in  denen  sie  die  zu  ihnen  normal  stehenden  Geraden  MA,  ...   treffen. 
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13)  Die  beiden  Tetraeder  besitzen  somit  eine  gemeinsame 
nmschriebene  and  eine  gemeinsame  einbeschriebene 
Kugel;  die  nach  den  Ecken  des  einen  gezogenen  Radien 
stehen  senkrecht  anf  den  Ebenen  des  andern,  nnd  nm- 
gekehrt. 

Man  erhftlt  also  ABCD  ans  A'ffC'D'  durch  dieselbe  Construction, 
durch  welche  sich  dieses  aus  jenem  ergiebt.  Um  die  Gleichartigkeit  der 
gegenseitigen  Beziehung,  welche  zwischen  zwei  derartigen  Tetraedern 
besteht,  anzudeuten,  will  ich  dieselben  reciproke  Tetraeder  nennen. 

Ich  bezeichne  nun  die  zu  A'JfC'  gehörigen  Grössen  durch  dieselben 
mit  einem  oberen  Index  versehenen  Buchstaben,  wie  die  entsprechenden 
auf  ABCD  bezüglichen.     Nach  dem  Bisherigen  ist  somit 

R'z=R^    r  =  r^    also  auch    Q  =  q,    7^0  =  Äqi    ä'=ä,    t'=^t,    S'=zS. 

Um  A',  B',  r  zu  berechnen,   beachte' man,  dass  die  Ecke  AH  ABC) 
Folarecke  von  D'{a' B^C)   ist.     Es  ist  also  N^n  —  LBMC,  und  daher 
A'  BMC       a       2BfiSina 

=  cos  g  sin  a , 
^^)  A'  BMC        l        j/b c  cos a      IR^Vsinß  siny  cosa 


=  5i>i  Q  ytgßigy. 

Nach  §  2,  2)  ist  sin-^^}/clgßctgy.    Hieraus  ergiebt  sich 

A       A'  B        B'  r        f 

15)        sin  —  sin  -^  =  sin  "o*  ^'^  o"  "^  *''*  "5"  **'*  "5"  '^  *''*  ^  ~  *'"  ^'' 

Infolge  dessen  gilt  auch  die  Gleichung 

.  B  .  r    .  ff  .  r 

sm^ 

=i  -r-^  z=z  sin  Q 


sm  2  sm  2 

sm-jr-sm-;^  .  j 
2        2       stn'Q 

.    A 
sm^ 

.  A'  ~'  sing 
stn^ 

oder,  mit  Rücksicht  auf  §  2,  13): 

16)  Olga  ctg a'=  clgß  ctgß>=  ctgy  clgy=  sin q  =  sin  q\ 

Die  Gleichartigkeit  der  gegenseitigen  Beziehung  tritt  in  diesen  Formeln 
sehr  deutlich  hervor. 

Es  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  zahlreiche  weitere  Relationen  auf- 
stellen. Eine  davon,  welche  die  die  Ecken  beider  Tetraeder  definirenden 
Constanten   verknüpft,   mag  hier  noch  abgeleitet  werden.     Nach  15)  ist 

.  A  .  B  .  r    .  A'  .  B'  .  r      .3 

sm  —  sm  —  sm-^'  sm  -^  sm  —  5m  —  =  sm'^g. 
Andererseits  folgt  aus  §  2,  18),  20) 


I 

I 
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I.   S^F  und  21,  *, 
II.    B,F=fnaA  //^*  =  v, 
Iir.    n,S,  =  «,  nn<l  J7^2;,  =  a,, 
IV.   ^"„5,  =  *,  und  i>2;,  =  A„. 
1.    Wir  suchen  zunächst  die  Relationen  ffjr  die  Focnldistanaen  S^P 
und  £,«. 

Bezeichnen  wir  die  vorderen  Brennweiten  der  a  FlSchen  bexfigii«^ 
der  «e  einechüeBsenden  Medien  mit  f^,  f^,  ...  f„  die  hinteren  mit  7,, 
9<,,  ...  Vsi  die  AbütHude  der  Object-  und  Bildveilen  besQglich  dei  ein- 
zelnen FUchen  mit  s^,  j,,  f,,  ...  s«,^],  eo  ist 

*o       *i        *,       »3  »i.-a       s».-i 

wobei   die  Strecken  fm  nnd  si„_i  als   wesentlich  negative  Grössen   zn 
betrachten  sind. 

Denken  wir  nua  den  Hauptobjectpankt  axial  oder  parav«!  ^or  dem 
System  in  fl, ,  sein  Bild  in  ß,,  dessen  Bild  in  B^  u.  s.  f.,  nnd  sind  1/,. 
1^,  ...  (/^„i  die  gegenseitigen  Abstände  der  FUcbeo,  so  wird  offenbar  sein: 


Aus  der  Gleichung  1)  ergeben  sich  Tolgende  Relationen: 


=  A  + 


=  r.+ 


Weno  dkgftgea  der  Hftaptobjeetpnnkt  hinter  dem  System  in  ^  liegt,  sein 
Bild  tn  p^  V.  a.  f.,  eo  wird  sein: 


Ans  den  Gleichungen  1)  ergeben  sich  die  AnsdrBcke: 


3) 


Vm-\fm-\ 

rf—J  +  ZV-l  — *».-» 


A-'s 


XVII. 

Allgemeine  Formeln  zur  Bestimmung  der  Gardinal- 
pmikte  eines  brechenden  Systems  centrirter  sphä- 
rischer Flächen,  mittels  Kettenbruchdeterminanten 
dargestellt. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  MATTfflESSES 


Auf  die  D&ratelloDg    n 

nd  DiBcuBsion    der  dioptriBchen  Kettenbrftche 

voD  Gaasa*   ist   iu    aeaesl 

r  Zeit    mehrfach    die  Determinanten  form   mit 

Vortheil  aogewendet  wordei 

,     Unter  Anderen**  bediente  eich  Ferraris 

r  allgemeioen    Formeln    für   die  Bestimmung 

der  Cardinalpunkte  eines  Syntems  beliebig  vieler  centrirter  in  Laft  be- 
fiodlicber  Liaaen  mit  Rücksicht  auf  die  zweckmSsaigate  Conatructiou  von 
Fernrobrobjectiven.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Formeln  für  ein 
System  von  a  ueutrirten  aphärischen  Flächen,  welche  von  a  +  1  verachie- 
dfn  brechenden  Medien  begrenzt  sind,  zu  verallgemeinern.  Dieselben 
latiaen  »ich  dann  leicht  auf  eine  Combination  von  beliebig  vielen  centrir- 
len  Systemen    übertragen,    welche   durch    verschieden    brechende  Medien 


getrennt  und  deren  Cardinal  punkte  gegeben 
Medien  von  gleichem  BrechiingsvermiJgeD,  f 
ftir  sich  äquifocal  und  wir  gelangen  zu  den 
Formeln.  Wahrend  Ferrnria  aynthetisch  v 
aeren  Allgemeinheit  ein  analytisches  Verfahi 


Sind    S,, 


r  i'«,   £„~ 


lind.  Sind  die  trennenden 
werden  die  Partialsysteme 
on  Ferraris  aufgestellten 

fährt,  wollen   wir  zur  grös- 

n  einschlagen. 
S^  die  Scheitelpunkte    der 
Heuptbre 


aafeinander  folgenden  Flächen,  F  nnd  *  die 
/  nnd  'ip  die  Brennweiten,  Hg  und  H^  die  Hauptpunkte,  k,.  und  ü^  die 
Knotenpunkte,  a^  nnd  «»  die  Oerter  der  Hauptpunkte  bezüglich  der  ersten 
_,iind  letzten  Fläche,  *,  und  k^  die  der  Knotenpunkte,  so  werden  die 
UlioptriBchen  Gleichungen  bestimmt  sein,  wenn. gefunden  sind: 

*  Guuaa,  Dioptrigche  Untenucbungen.    tiöttiagen  1841. 

*  Casorati,   Le   proprietä   cardinali   dei   cannocchiali   auche   uon   centratä. 
^ilaao  1BT2.    S,  10'2.  —  Hatthieasen,  L.,  Die  DilfereatialgleichuDgen  der  Diop- 

rik  continuirlicb   geschichteter  Linsen  und  ihre  Anwendung  auf  die  Dioptrik  der 
"  ^»tallJinse.  Zeit«chr.  f.  Math.  u.  Phjs.  XXIV,  S.  3U6.  1879;  Pflüger's  Arch.  f.  tl. 
I,  Physiol.  XIX,  B.  4S4,  1879.  —  Ferraris,  Oalileo,  Sui  cannocchiali  con  obb- 
compöstü  di  piü  leuti.    Torino  1880.    S.  7;  itti  E.  Aoc.  di  Tociao  XVI.'. 


346     Allgemeiae  Formeln  sur  BestimmnDg  d«r  Csrdin&lpiiBkte  etc. 


A  ■?>    • 

Ü 

-h  h   ■ 

«p.-l 

gÄ„-, 

0     .  -/■.- 

im-\ 

80  ergeben  lich  für  die  beiden  FocaldisUncen  die  ÄusdrQcke: 


10)  A*  = ß 

Entwickelt  man  deu  KettenbrncL  5)    i 


1  erbten  Parti&lnenni 


80  bat  der  Nenner  ^b-i  eine  bemerkenswert  he  geometriBcbe  Bedeatung. 
Es  ist  nSmlicb 

K-l  =  rfo-]  + /^»  —  S5a-3  =  ft  f., 

nnd  weil  ^^  der  biatere  Brennpunkt  des  vorangehenden  Systems  von 
a  —  I  Fläcbea  ist,  so  bedeutet  M^—x  den  Abstand  des  varderen  Brenn- 
punktes der  hinzQtrelenden  Flüche  S^  oder  £^  vom  hinteren  Brennpunkte 
dus  vorangehenden  (nachsenden)  Systems.  Wir  nennen  desbalb  ^a  — i 
du  aecanditre  Focalintetstitinm  des  wachsenden  Systems. 
Weiter  ist  nnn 

„    _   »./■-  _ 


Dd  weon  wir 

den  KetUnbnich  5)  einftthren, 

11)»._,- 

l.-^     ».-1       0          .      0 

-/■—■   ■'— .  ».-1      •     0 

0      -/•.-.  /.-j     .     . 

1       0 
0  -U- 

0 

0 
.       0 

■      Vi 

0        0       .     -/,  y, 

0      u 

-f,  J, 

Dreht  man  die  beiden  DeterminaDten  nm  ihre  Neben  diagonalen ,  so  erbXlt 
man  die  Belatiou 
12) 


Es  IXsBt  sich  noch  eine  andere  Gleicbang  fär  M,_i  finden.  Bezeich- 
nen wir  nKmlich  die  hintere  Brennweite  desselben  vorangehenden  (wach- 
senden) Systems  von  a  — 1  FUchen  mit  if—\  und  den  Abstand  seines 
II.  Hauptpunktes  von  ^  mit  D^-t,  eo  ist  auch 


Von  Prof.  Dr.  L.  Mattbibssbn.  347 

13)  ^a-l=^-<P-l  +  i>a-l. 

Wir  nennen  fortan  />«— i  clas  secnndäre  Hanptpnnktsinter- 
stitium  des  wachsenden  Systems.  Da  die  Hauptpunkte  der  ein- 
zelnen Flächen  in  diesen  selbst  coincidiren ,  so  ist  an  sich  klar,  dass  die 
primären  Hanptpnnktsinterstitien  gleich  Null,  die  secnndären 
gleich  c/|,  (/g,  ...  fia  sind.  Der  Werth  von  Da^i  wird  sich  durch  die 
Interstitialdeternynante  ausdrücken  lassen,  wenn  dies  für  die  Brennweite 
9  möglich  ist. 

2.  Wir  suchen  demgemäss  die  Relationen  für  die  snb  II  erwähnten 
Focaldistanzeu ,  also  für  die  Hauptbrennweiten  /  und  g>. 

Wenn  die  Abstände  conjugirter  Punkte  bezüglich  der  Hauptpunkte 
B^  und  Bß  des  ganzen  Systems  mit  x^  und  x^  bezeichnet  werden,  so  ist 

Xq      x^ 

Betrachten  wir  nach  Gauss  statt  der  Flächen  ihre  Tangentialebenen 
und  denken  uns  ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel  eines  axialen  oder 
paraxialen  leuchtenden  Punktes  von  vorn  in  das  System  eintretend,  so 
schneidet  dasselbe  die  aufeinander  folgenden  Flächen  in  Punkten,  deren 
Ordinaten  der  Reihe  nach  sind: 

S^A^y^,     S^B=^y^,     S^C^y^,    ...    SaZz=y^. 

Aus  ähnlichen  Dreiecken  ergiebt  sich  alsdann  folgende  Reihe  von  Propor- 
tionen : 


Ist  ferner  rj  die  gleiche  Ordinate  der  Punkte,  in  welchen  die  beiden 
Hauptebenen  vom  eintretenden  und  austretenden  Strahlenbündel  geschnit- 
ten werden,  so  ist  noch 

V'^0  =  yi'  *0»      ya  '  *2a-l  =V'^l' 

Die  Multiplication  sämmtlicher  Proportionen  ergiebt  die  Gleichung 

■tA\  ^ 5q. 5g. 5^  ...  S2m^2 


Ist  der  vordere  Hauptbrennpunkt  P  leuchtender  Punkt,   so  ist  x^  =  f^ 
Sq=^S^F  und  Xj  =  52a - 1  =  00 ,  also 


15)        f^S^F 


5g «5^. 5g  ...  52a  — 2  * 


Ist  dagegen  der  hintere  Brennpunkt  <P  leuchtender  Punkt,  so  ist  j;|  =  <p, 
*2a-i  =  '^i<^  und  a:o  =  5o  =  a>,  folglich 

*  Matthiessen,  Gmndriss  der  Dioptrik  geschichteter  Linsensysteme.    Leip- 
zig 1877.    S.  79. 
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•    '  »■        -1-    (,^_ri,|.(,^_rf^).(,j_rf^)...(s3 

Mit  Hilfe   der  Gleicbaugssysteme   2)    nnd    3)    läse 

j— i und 

aaf  folgende  Art  in  Determinanten  ausdrucken. 
Man  findet  leicht  mit  Voraosetisnog  von  6} 


ich    nun   die  I 


.\F=r, 


1 

»1 

0    . 

-1 

J, 

tt   ■ 

0 

-f. 

\    ■ 

J 

r. 

.0     . 

-1 

J, 

Ta     ■ 

ft 

-U 

/,     . 

Ra-t=f,ü,:R,- 


=  ft^i-  c, 


uod  fichlieaslich 

...-'+L,-'^-i'i^''-°^-°-"'-" 

Demnach   ist    Da  =  l    und    man    erhält  durch    Multiplication    aller    dieser 
Gleichnngen 

_/■,/■./■,-■■/, 


17)  f=.'J 

Anf  gleiche  Art  gndet  man 


fl„- 


18) 


<P,<P»V»   ■■Vi>i~i)'~ 


Aas  der  Gleichung  12)  folgt  dorch  Analogie 

Ä._j  =  Rb_S.W„_,, 


Ä,    =    Äo    ■  *i- 
Da  fttr  a^i  noch  R^^  M^^J^  gefunden  wird,  so  ist  A„=l  nnd  die 
Hnitiplication  der  Gleichungen  ergiebt 

19)  Ä,_i  =  »,«,...Wo_,, 

in  Worten:  Die  Interstitialdetenninante  ist  gleich  dem  Producte  aller  auf- 
einander folgenden  Focalinterstitien  des  wachsenden  Systems.  Somit  ist 
auch 


20) 
21) 

V  = 
Gnudriu  etc.  S 

»,»,»,■•■1.. 
71. 

(-1)-' 

. 

VergL 
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,  -K  ^  -»  •»  ^  ^. 


-■»  -^    -■*   ^s..*^  y^^"».-"* -<->_*- ^ », . 


Aus  beiden  Gieichnngen  folgt  sofort  die  bekannte  Relation 

3.  Die  Relationen  9),  10),  17)  nnd  18)  setzen  nns  in  den  Stand, 
die  Wcrthe  der  Hanptpunktsdistanzen  0|  nnd  a^,  sowie  der  Knotenpunkts- 
distanzen  Atj  nnd  k^  dnrcb  die  Interstitialdeterminante  auszudrücken.     Es 

ist  nämlich  H„S,  =  a,=      f-S,F, 

K,S^=k^=-g>-S^F, 
Man  findet  demgemäss 

^^^     "^ ä;i7 -v»+Ä:;r,-äyr/ 

24)  a  =      Viff-V'i—^)"*      (  V»f.^R.-\\ 

Ra-l  V  Ra—1     iJa—\'- 

'«)     '. ~'-fcr'^ — (--gfvfe)- 

Es  lässt  sieb  nunmebr  aucb  das  secundäre  Hauptpunktsinterstitinm 
des  wacbsenden  Systems  mit  Hilfe  von  12)  und  13)  dnrcb  die  Intersti- 
tialdeterminante ausdrücken;  es  ist 

also 

27)        />..,_ ^^— V^--Ä;^2^ 

Ein  Gleicbes  gilt  endlicb  von  dem  Interstitium  der  Hauptpunkte  iT«,  H^ 
und  der  Knotenpunkte  K^y  Kp,     Dasselbe  ist 

28)  €  =  z/-l-ai  — ag  =  z/  +  Ari  — Atj, 

wo  ii/  =  c/j  +  (/g  + . . .  +  da^  I  ZU  setzen  ist. 

4.  Wenn  statt  einer  Reibe  von  brecbenden  Fläcben  lauter  Systeme 
gegeben  sind,  so  gelten  sämmtlicbe  Formeln  aucb  für  diesen  Fall.  Weil 
die  Fundamentalformel  1)  dieselbe  bleibt,  so  bleibt  die  Interstitialdeter- 
minante unverändert  die  gleiche,  nur  treten  an  die  Stelle  der  singulären 
Abscissenanfangspunkte  S|,  S^,   ...  die  Doppelpunkte 

^1,1^2,1»       ^1,2^2,2»       ^1,8-^2,8    tt.   «•    f. 

Setzt    man    die    secundftren    Hauptpunktsinterstitien    der    Partialsysteme 
wieder,  wie  folgt: 

so  ist 

U.  8.  W.  U.  8.  W. 
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Es  ist  mithin  »nch  fiir  diesen  aügemeinen  Fall  ^,  =/,  — Vj  +  rf,.     Dabei 

bleibt  za  beachten,  daas 

a.)  die  Haupt-  und  Knoten punktsdistanzea  a^  nod  k^  der  CombioAtion 
aller  Pst tial Systeme  vom  I.  Hanptpnnkte  dffi  ersten  Systems,  o, 
und  t,  vom  II.  Hauptpunkte  des  leisten  Systems, 

b)  das  secundäre  Focalinteretitinm  des  wacbgenden  Systems  Ma-t 
jedesmal  vom  II.  Brennpankte  der  Combination  aller  voran- 
gehenden Systeme  bis  zum  I.  Brennponkte  des  hinzutretenden 
Systems,  und 

c)  das  aecundäie  Hanptpunkteinteretitinm  des  wachsenden  Systems 
D^^,  jedesmal  vom  II.  Haaptpunkle  der  Combination  aller  voran- 
gehenden Systeme  bis  zum  I.  Haoptponkte  des  hinznttetenden 
Systems  gerechnet  werden. 

Wenn  die  begrenzenden  Medien  von  gleichem  B rech nngs vermögen 
sind ,  so  wbd  offenbar  ^,  =  —  Vi  i  f»  =  ~  Vi  •*,  s.  f.  nnd  ^=  —  <p.  In  die- 
sem Falle  wird  die  Interstitialdeterminante 

Ja-i    V— .       It 


0 


fs 


0 


0      0 


■fa- 


0 


»i 


Vi 


5,  W«nn  ein  eenlrirtes  System  brechender  sphärischer  Flächen  von 
conlinairlicb  variabler  optischer  Dichtigkeit  vorliegt,  welches  von  zwei 
Medien  begrenzt  ist,  die  mit  der  TrennangsBäcbe  gleiche  Brecbnngaver- 
mSgen  besitzea,  so  lassen  sich  mit  Hilfe  der  aufgesteltlen  Gleicbnngen 
anch  die  Differenziale  der  Vaiiabeln  /,  tp,  oj,  a^  nnd  c  darstellen,  wie 
bereits  ftfibei  von  mir  in  mebreren  Abhandlungen  gezeigt  worden  ist.* 

«  Hau  sehe:  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XXIV,  18T9;  XXTf,  18BI;  XXTni. 
IS83;  Dod  Pfiager's  Arch.  f.  d.  gea.  Pbysiol.  XIX,  1879;  XXXU,  iBSä.  Man  vergl. 
auch  Hermann,  Die  Differentialgleichungen  etc.,  in  Pfiager's  Arcb.  XXVIl, 
S.  309,  1882. 

Bostoch,  U.  April  18M. 


Ueber  die  einer  algebraischen  Fläche  eingeschriebenen 
regulären  Tetraeder,  mit  Berücksichtigung  der  Flächen 
zweiter  Ordnung. 


Dr.  Carl  Hossfeld 

In  Jeu. 


trage- 


IDie  nach  folgenden  Zeilen  beschäftigen  sicli  hflnptaacfalicb  mit  ilei 
Anfgabe:  F.ineo  Ucberblick  zu  gewinnen  über  die  Gesammt' 
boit  der  einer  algebraischen  Fläche  eiageecbriebenen  regn' 
Uren  Tetraeder. 
Die  Möglichkeit  einer  die  allgemeine  Aufgabe  determinireni 
Stellung  ist  erst  durch  die  Kenntnlss  der  Mann  ich  falligkeit  der 
einer  Fläche  eiDgeschriebenen  Tetraeder  gegeben.  Offenbar  kumtnt  die 
Beetimmung  dieser  Mannichraltigkeit  anf  die  Bestimmaiig  der  Mannich- 
faltigkeit  aller  ähnlichen  Flächen  gegebener  Ordnnng,  welche  einem  (be- 
liebigen) Tetraeder  umschriehen  sind,  hioans,  Nun  giebt  es  im  Räume 
eiehenfach-noendlich  viel  ähnliche  (und  congruente)  FlSchen  h'*'  Ord- 
nnng für  n>  1  (nämlich:  die  sechsfach- unendlich  vielen  Bewegnngen  des 
Raumes  verwandeln  die  gegebene  Fläche  in  congruente  Flächen,  hierzu 
faomtnen  für  jede  Lage  derselben  die  einfach-nnendlich  vielen  Äehnlich- 
keitstransformationen  in  Bezug  auf  ein  mit  der  Fläche  fest  verbundenes 

ICentmm).  Also  sind  unter  eämmtlichen  einem  Tetraeder  umschriebenen 
(oder  durch  vier  feste  Punkte  hindurchgehenden)  Flächen  h'"  Ordnung 
dreifach-unendlich  viel  ähnliche,  oder  wss  wesentlich  dasselbe  ist:  einer 
FUcbe  »"■  Ordnung  ('i>l)  können  dreifach-unendlich  viel 
reguläre  Tetraeder  eingeschrieben  werden. 
Damit  ist  zugleich  gesagt,  dase  die  Flächen,  Kanten  and  Ecken 
'  flolcher  Tetraeder  eine  dreifach -unendliche  Mannichfaltigkeit  bilden.    Da- 

her mues  jede  beliebige  Ebene  des  Raumes  im  Allgemeinen  eine  endliche 
Anzahl  von  Tetraederäächen  enthalten;  dagegen  wird  nicht  jeder  belie- 
bige Strahl  die  Kante  eines  regulären  eingeschriebenen  Tetraeders  tragen, 
Tielmehr  werden  diese  Kanten  innerhalb  der  Tierfach-unendlichen  Strah- 
lenmannichfaltigkeil  einen  Coraplex  bilden;  endlich  muss  jeder  Paukt 
.4er  gegebenen  Fläche  Eckpunkt  von  unendlich-vielen  Tetraedern  der 
Bwwihnten  Art  sein. 


r  algebr.  FiKcbe  eingesvhr.  regnl.  Tetraeder  elc. 


Hiernacli  treten  an  Stelle  dee  allgemeiDen  Probleras  folgende  Haopt- 
fragen: 

1.  WieTiel  Sejtenfläcben  regulärer,  einer  FIfiche  n'"  Ordnupg  ein- 
geschriebeoer  Tetraeder  liegen  im  Ällgemeinea  in  jeder  Ebene? 

2.  Welches  ist  der  Grad  des  durch  die  Kanten  aller  regalHreO)  einer 
Fläche  n'"  Ordnung  eingeechriebeoen  Tetraeder  gebildeten  StraMeocom- 
plexM  ? 

3.  Welchen  Kegel   erzengen    die  Kanten,    welchen  Kegel  nmhfillen 
I  FUcben  sämmtlicher  regnlSren  Tetraeder  im  AlIgemeioeD,  welche  in 

einem  Fnnkte  einer  FUclie  n'"  Ordnung  dieser  eingeschrieben  siod? 

Diesen  nnmittejbar  sich  ergebendiin  Fragen  lässt  sich  leicht  eine  Pulle 
weilerer  anreihen.  In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  nnr  die  erste  Haupt- 
frage erledigt;  das  allgemeine  Problem  erscheint  dntch  ihre  Beantwortnug 

im  Weaentlichen  gelöst.  Der  erste  Theil  besieht  sich  anf  algebraiacbe 
Flächen  überhaupt,  der  eweite  Theil  verbreitet  sieb  Ober  die  Formen 
welche    die    allgemeinen    Resnitate    FSr   den    hesondem  Fall    der  Pläebei 

itei  Ordnung  annehmen. 


$ 


I.  Theil 
§  1.  Darlegnng  einer  fondsinButalen  geometrisolieii  Betra 

Die  Lösung  der  Aufgabe  auf  geometrischem  Wege 
einer  Betrachtungsweise,    die   eich    im  Allgemeinen    folge 
rakterisiren  liUst.     Gewisse,  zunächst  in  der 
wegungsvorgäoge    werden    als    Projectioneii 
aufgefaset,    indem   man    don  Paramoler     1 1 
Coordinate  deutet.     Diese  Auffassung  kau 
heseichnet   werden,    da  sie    eich    nur  auf  die 
stützt.     Die    weiterhin  verwerthete  Di 
räumlichen    Bewegung    als    vier 
vier  Dimensionen    ist    dagegen    ni 
analytiacher  Gleichungen. 

Durch  die  veränderte  Deut 
gewisse  El  iminatioosresultate 
«eil  sie  nun  in  Gestalt  bekannt 
Sätze  sich  darbieten. 

Doch  wird  die  allgemeine  Aaseinaodt 
gewinnen  durch  Betrachtung  derjenigen  lies 
Spätere  von  Wichtigkeit  sind, 

1.  Eine  Curve  C«"'  >'"'  Ordnung  beweg 
l^iMt  ihre  Punkt«  parallele  gerade  Linien  b. 
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der  80  entstehenden  Carvenschaar  kann  als  Resultat  der  Parallelprojec- 
tion  eines  zu  £  parallelen  ebenen  Schnittes  (j  mit  einem  über  C<")  stehen- 
den Cylinder  F^")  ;?**'  Ordnung  angesehen  werden;  man  braucht  nur  in 
einer  in  der  Richtung  der  Bewegung  senkrecht  auf  s  stehenden  Ebene  ti 
die  Erzeugende  des  Cylinders  F^^^  und  die  Directrix  der  Projection  be- 
liebig, aber  verschieden  von  einander  anzunehmen. 

In  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie  heisst  dies:  Man  fasse 
in  der  Gleichung: 

welche  eine  Schaar  ebener  Curven  n^^'  Ordnung  darstellt,  wenn  man  k 
die  Werthe  von  — oo  bis  -f*^  ertheilt,  diesen  Parameter  als  z-Coordinate 
auf,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

/^(»)(a:,y,t)=:0 
eines  Cylinders  n*"  Ordnung. 

2.  Alle  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitte  CP\  welche 
einen  festen  Kegelschnitt  if^^  in  der  Ebene  s  doppelt  berühren ,  können 
als  successive  Parallelprojectionen  aller  zur  Ebene  f  parallelen  Schnitte 
Bi  mit  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  F^"^^  betrachtet  werden,  um  diese 
Projection  herzustellen ,  construire  man  über  A'^*)  einen  Cylinder  F^'^K  lege 
durch  einen  beliebigen  der  Kegelschnitte  CP^  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, welche  F^^^  längs  eines  Kegelschnittes  berührt,  und  betrachte  nun 
als  Directrix  der  Projection  eine  Erzeugende  des  Cylinders  F^'^K 

/•(2)(a.,y)  =  0 

die  Gleichung  des  festen  Kegelschnitts  K^^\  so  kann  man  die  Gleichung 
eines    doppeltbertihrenden    Kegelschnitts    CP^    immer    in    der   Form    an- 

"•^•'•"^"^  ^'^•(x.y)-b(*.y)]«  =  0, 

worin  g(x^y)  =  0  die  Gleichung  der  Berührungssehne  darstellt.  Bildet 
man  nun  die  Gleichung: 

k*-2lg{x,y)+  [g  (<r,  y)]»  -  /^»)(x,  y)  =  0 , 

80  stellt  dieselbe,  wenn  man  dem  Parameter  k  alle  Werthe  von  —  oo  bis 
+  00  zuertheilt,  sämmtliche  den  Kegelschnitt  Ä'^^^  doppelt  berührende 
Kegelschnitte  dar,  welche  dem  CP^  ähnlich  sind  und  mit  ihm  ähnliche 
Lage  haben.  Fasst  man  hingegen  iL  als  z-Coordinate  auf,  so  repräsen- 
tirt  die  Gleichung  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  und  setzt  man  z  con- 
stant,  so  erhält  man  die  Projection  eines  ebenen,  der  a:y- Ebene  paral- 
lelen Schnittes,  also  einen  den  K^*^^  doppelt  berifhrenden  Kegelschnitt. 

3.  Eine  Fläche  F^"^  n*®'  Ordnung  bewege  sich  im  Räume  q  derart, 
dass  ihre  Punkte  parallele  gerade  Linien  beschreiben.  Die  Gleichung  der 
80  entstehenden  Flächenschaar  kann  in  der  Form  angenommen  werden: 

/(")(a:  +  A,y,2)  =  0, 
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worin  k  einen  Parameter  bedeutet,  dessen  Buceessiven  Wertben  von  -f- 
bis  — 00  slle  Glieder  der  Fläcbenscbaar  entsprechen.     Man  k*nn  aber 
als  vierte  Coordinate  in  Bezug  auf  ein  vleraxiges  CoordinateDsyetem  B 
Raame   von  vier  Dimensionen  denten;    dann  stellt  die  obige  Gleichnn 

ein  Pnnktgebilde  n*"  Ordnung  voa  dreifncber  Unendlichkeit  dar.  Se^ 
man  in  dieser  Gleichung  l=conslims,  so  erbalt  man  die  Gleicbung  eio-^« 
Fläche  der  Scbaar  im  Räume  ß,  welche  als  Rebultat  der  Farallelproj^ 
tion  eines  2U  p  parallelen  rSumticheu  Schnittes  mit  dem  Gebilde  f'"'  \i,  y,  :^^ 
=  0  angesehen  werden  darf;  die  Ricbtnng  der  Projectiou  ist  diejeui^ 
der  rAxe. 

4.  Änf  Grund  analytischer  Gleichungen  kann  mau  die  Scbaar  £h: 
lieber  und  Sbniich  liegender  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  eine  soIcH 
pm  im  Räume  q  längs  Kegelschnitten  berfibreo,  als  Resultate  der  Fr- ' 
jection  aller  dem  Räume  tt  parallelen  räumlicben  Schnitte  mit  eine  ■* 
Pnnktgebilde  zweiter  Ordnung  von  dreifacher  Unendticbkeit  im  RanoM 
von  vier  Dimensionen  betrachten-     Ist  nämlich 

/'W(.r,y,=)  =  0 
die  Gleichung  der  festen   FIScho  F^^>  zweiter  Ordnung,  tind 

g{x,y,t)  =  Q 
die  Gleichung  der  einen  Beriihrungskegelschnitt  enthaltenden   Ebene,  »t 
kann    die   Gleichung   der  in  diesem   Kegelschnitt   die  ^1*'  berfihrende«^ 
Flüche  zweiter  Ordnung  immer  in  der  Form  angenommen  werden ; 

/"'(>•,  !I,!)-[9(',S,=)]'=0. 
Bildet  man  nnn  die  Gleichung: 

und  deutet  '  als  vierte  Coordinate  im  Räume  von  vier  Dimensionen,  so 
stellt  dieselbe  ein  dreifach-unendliches  Pnnktgebilde  dar,  and  setst  man 
i  =  consl.,  so  erhXlt  man  eine  FUcbe  der  Schaar  im  Baume  ff, 

§  2.   Hilfsifttie  aber  regni&re  Dieieoke  and  reg^nläre  Tetrsedw. 
HÜfssate  1.     Der  Ort    der  Mittelpunkte  sämmtlieher  regn- 
Uten,    einer    ebenen    Cnrve    n'*'   Ordnung   eingeschriebeneD 
Dreiecke  ist  eine  Cnrve  von  der  Ordnung 

3 

Es   sei  C"'  die  in  der  Ebene  t  gegebene  Cnrve  n*"  Ordnnng.     Ist 

J  ein  regnläres ,  der  C'"'  eingeschriebenes  Dreieck  mit  den  Ecken  J,  B, 

C  nnd  dem  Mittelpunkte  M,    und  dreht  man  die  Ebene  t  im  Punkt«  M 

uia  }a  und  ^n,    so  dass  C<">  in  die  Lagen  C'<">  und  Cf-i  übergeht,  lo 


i 
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■**Ud  die  drei  Punkte  A,  B,  C  allen  drei  Cnrven  e<"\  C 
^«ihafilitli.  Umgekehrt:  Dreht  mao  die  Ebene  c  iu  ein 
-^1  und  411,  so  dass  CM  jn  ^q  Lageu  C'»*  nnil  C"< 
Viihen    dsQD    die    drei  Ouiven    einen  Punkt   A  gemeine« 


"',  C"'"l  getnei 
m  Punkte  M  , 

'    übergeht ,    u 
D,    Go    Laben   : 


«neb  noch  einen  zweiten  ß  und  einen  dritten  C  gemeinsam  derart,  daas 
-AßC  ein  reguläres  der  t'"'  eingeachriebenea  Dreieck  mit  dem  Mittel- 
jiunkte  M  bilden.     Es    Tragt  aich  nun,    nieviel  Punkte  JV,-  einer  willkUr- 


die  Eigenschaft    haben,    dase 
i  sie  eben  angegeben  wurde, 


Ebene  t  sncceesive  in  allen 
I  zwei  Schaaren  von  Cnrven 
!Qder  EigeDGchaft:  Jedea  Glied  einer 
I  beliebigen  dadurch  hervor,  dass  die 
D  geraden  Linien  fortbewegen,  deren 


Heb    angenommenen  geraden  Lin 

eine    zweimalige  Rutaticn    iu  denselben, 

t«  Coincidenz  dreier  Curveupunkle  I 
Führt  man    die    erwähnte  Drehung    < 
nkten    der  Geraden  g   aus,    so  erbSll  1 
11'"  Ordnung  C"!  und  C"""  mit  folgei 
aulclien  Cnrvenschaar  geht 
Punkte  des  letzteren  sieb  ii 
Kicbtuug  gegen  y  um  |jt,  resp    ^n  geneigt  ist. 

Jedem  Punkte  ÜU  auf  9  gehJirt  eine  Corve  CJ("t  und  eine  C^»  an. 
Wir  finden  nnn  die  auf  g  gelegenen  Mittelpunkte  regulärer  Dreiecke, 
Wenn  wir  die  Schnittpunkte  der  C'"'  mit  der  aU  Ort  der  Schnittpnnkte 
entsprechender  C'"*  und  C"""  definirte.n  Corve  ß  zu  regulären  Dreiecken 
znaammenfasBcn  ond  deren  Mittelpunkte  anfauchen.  Welchea  iat  aber  die 
erweisen  die  Lösung  dieser  Frage  in  den  Raum, 
irvenschaaren  f"'"'  und  C'"'"'  als  Resultate  der 
□  e  parallelen  Schnitte  (,  mit  zwei  über  ent. 
und  r;'f-l  stehenden  Cylindern  r'"'  und  r"<'> 
Durch  Drehung  der  Ebene  £  im  Punkte  if 
id  |7i  gehe  C  über  in  C'„'">  und  C^'<'',  g  iu  g'a 


Ordnung  der  6?  Wir  v 
indem  wir  die  beiden  C 
l»«raUelprojection  aller  s 
sprechenden  Cnrven  (Y"' 
»i'"  Ordnung  betrachten. 
der  Geraden  y  um  ^71  u 


ind  g"i,  81 
:  Erzeuge 


;ht  auf  i  stehenden  Ebenen 

der  beiden  über  C'^"*  und 
I  I''^"'  so  an,  dasa  aie  gegen  g'^  nnd 
die  Directrix  der  Projection  ist  dann 
iamo,  in  iV.  senkrecht  auf  i  stehende 


■«nd  ö"o;  in  den  beiden 

t)'  und   t)"  nehme   man 
CÜ*<"   atehenden  Cylinder  r<-> 
g''i)    resp.  gleiche  Neigung   habei 
die  den  Ebenen  ?('  und  tj '  gemi 
Gerade  Sq- 

Es  treffen  sich  nun  die  beiden  Cylinder  /'''"^  und  r"'"'  «'"  Ord- 
nnng  in  einer  Raumcurve  von  der  Ordnung  n*,  deren  Projection  in  die 
Ebene  f  eine  ebene  Curve  S  von  derselben  Ordnung  ergiebt.  Betrachtet 
man  jetxt  die  n*  Schnittpunkte  der  6''"'  und  (&,  so  erkennt  man.  dasa 
nicht  alle  xa  regulären  Dreiecken  geboren,  nämlich  diejenigen  n  Punkte 
nicht,  in  welchen  C'"'  von  y  geschnitten  wird  (und  welche  offenbar  zu 
(S  gehören).     Eg  kommen  also  im  Ganzen  nur  «'  — n  Punkte  in  Betracht, 


^cbe  zu  dreien 


regnlHre   der 


ingeschriebene  Dre 
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■'^-  ^  ^  ^  ^ 


den  Mittelpunkten  auf  ^  liefern,   oder:  die  Ordnung  der  „Mittelpunkts- 

curve"  ist 

n»-n      (n-l)«(ii  +  l) 

— ^ — = «    w.  z.  b.  w. 

Zusatz.  Die  Mittelpunktscurve  der  regulären  eingeschrie- 
benen Dreiecke  bat  überall  da  einen  Doppelpunkt,  wo  die 
ursprtinglicbe  Curve  einen  solcben  besitzt. 

Man  lege  die  Gerade  g  durch  den  Doppelpunkt  D  der  Curve  C^^K 
Durch  Drehung  der  Ebene  e  im  Punkte  D  um  ^n  und  ^n  mag  C^"^  in 
C'^'*^  und  Cj,'<*>  übergehen ;  beide  Curven  seien  die  Basen  der  beiden  Cy- 
linder  F'^"^  und  Z^'^"^  n***"  Ordnung,  welche  wie  vorhin  erzeugt  sind.  Man 
sieht,  dass  die  durch  D  hervorgerufenen  Doppelgeraden  d'  und  d"  dieser 
Cjlinder  in  jenem  Punkte  sich  schneiden,  dass  ihre  Schnittcurve  der 
Ordnung  n\  und  mithin  auch  deren  Projection  6  in  c  im  Punkte  D  einen 
vierfachen  Punkt  besitzt.  Von  den  n^  gemeinsamen  Punkten  der  C<"> 
und  der  €  sind  daher  ausser  den  n  —  2  Punkten  auf  g  noch  die  acht 
in  D  coincidirenden  gemeinsamen  Punkte  auszunehmen;  es  bleiben  mit- 
hin nur 

n»  — (n  — 2)-8  =  w»  — w  — 6 

Punkte  übrig,  deren  drei  immer  ein  reguläres  der  C^^^  eingeschriebenes 
Dreieck  liefern  mit  dem  Mittelpunkt  auf  g.  Auf  dieser  durch  D  gehen- 
den, willkürlich  gewählten   Geraden  liegen  demnach  nur  noch 

n^^n-6_  (n-l)fi{n+l)  _ 
3  3 

Mittelpunkte,  oder  D  ist  für  die  Mittelpunktscurve  ein  Doppelpunkt.  Dio 
beiden  der  C^")  eingeschriebenen  regulären  Dreiecke,  welche  ihre  Mittel- 
punkte in   D  haben,  sind  Nulldreiecke. 

Hilfssatz  2,  Die  Spitzen  aller  regulären  Tetraeder,  deren 
Basisdreiecke  einer  ebenen  Curve  z/'*^*^  Ordnung  eingeschrie- 
ben sind,  bilden  eine  Kaumcurve  von  der  Ordnung 

{n-\)n(n  +  \) 
2 

Der  llilfssatz  1  lehrt  uns,  dass  die  Mittelpunkte  aller  regulären  einer 
6'^"^    eingeschriebenen    Dreiecke    auf   einer   Curve  C-»/    von    der    Ordnung 

-    -.^  -    liegen,     l^^rganzen    wir   nun   jedes    dieser  Dreiecke    nach 

beiden  Seiten  der  Ebene  £  hin  zu  regulären  Tetraedern,  so  liegen  die 
Spitzen    sämmtlicher    so    entstandenen    Tetraeder    auf    dem    Oylinder    /' 

von  der  Ordnung >  welcher  senkrecht  über  der  Mittel- 
punktscurve O/  steht,  und  bilden  eine  Kaumcurve  Hg^  welche  wir  auch 
,,  Curve  der  Tetraederspitzen"  nennen   wollen.     Um   die  Ordnung  dieser 
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Bs  «u  bestimmen,  suchen  wir  sie  darsustelUn  als  Schnitt  zweier  Flächen, 
deren  eine  der  erwShnte  Cylinder  F  ist.  Wie  werden  wir  die  zweite 
Fläche  definiren,  so  dass  sie  nothwendig  die  geenchte  Haumcurve  enthält? 

Man  conBtmii'e  alle  regulüren  Dreiecke,  von  denen  je  zwei  Ecken 
ttuf  C'"*  liegeD,  uud  ergänze  sie  nach  beiden  Seiten  der  Ebene  i  hin  zu 
regulären  Tetraedern.  Dann  erfüllen  die  Spitzen  der  letzteren  eine 
FISche  F,  welche  nothwendig  die  Ranmcnrve  Rs  vollständig  enthält. 

ZnnHchst  macht  sich  nun  das  Bedürfniss  geltend,  die  Ordnung  der 
Fische  F  zu  kennen.  Um  dieselbe  zu  finden,  nehmen  wir  eine  Gerade 
g'  im  Ranme  willkürlich  an.  Ein  Punkt  T,  derselben  wird  dann  Punkt 
der  Fläche  F,  d.  h.  Spitze  dea  Tetraedera  der  oben  beachriebenen  Art 
«ein,    wenn  der    Fttss|iuukt  JUi  des  von  ihm  saC  c   geWUten  Lotbes    das 

Centrum  eines   Kreises  &i  mit   dem   Radiaa   - -=-    ist,    auf  dessen  Peri- 

pberie   zwei    der    Schnittpunkte   mit   der  Cnrve  (.■'"l  um    ^re   anaeinauder 
liegen.    Diese  Bedingung  ISest  sich  auch  noch  anders  aussprechen.    Dreht 
r    ni»n    die  Ebene    e  in  allen  Fnaepunkten  M  (welche  eine  Gerade  g  erfül- 
I  len)  Buccpssive  um   |ti:,  so    dass  die  Curve  C'"'   in  die  Lagen  t"'"'  über- 
geht, constmirt  auch  den  zugehörigen  Kreia  K  mit  dem  Radius  --=)   so 

tntlueD  sich  die  beiden  potsprechenden  Cnrveo  t'j.f"'  und  A'(  anf  der  C'*"' 
schneiden,  soll  der  zugehörige  auf  g'  liegende  Funkt  P),  ein  Punkt  der 
gesuchten  Fläche  F  sein.     Es    bilden    nun  die  Curven  C'<-)  eine  Schaar, 

I  jrie   sie  &.  352  unter  1,    die  Kreise  A'  den    besondern  Fall  einer  Kegel- 

r  Khnittscbaar,  wie  sie  S.  353  unter  2  beschrieben  worden  ist.  Es  lassen 
«ich  daher  die  C''"'  und  &*  als  Frojeulionen  ebener  zu  c  paralleler  Schnitte 
mit  einem  Cylinder  I''"'  «'''  Ordnung  und  einem  Kegel  J'"  zweiter 
Ordnung  ansehen,  deren  Scbnittcurve  2ii'"  Ordnung  in  die  Ebene  t  pro- 
jicirt  den  Ort  der  Schnittpunkte  entfprechonder  Curven  C  '■*  und  /i',  eine 
ebene  Curve  27»»"  Ordnnng  liefert.  Da  dieselbe  C'^"'  in  2h'  Punkten 
schneidet,  zu  welchen  2ii'  DrL'iecke,  ebensoviel  Punkte  X  und  /'  ge- 
hören,  so  ist  die  Ordnnng  der  Fläche  F  gleich  2'!*. 

l  Wie    schon    gezeigt,    muaa   die    Curve    der  Tetraederspitzen  Bg  auf 

lietden  Flächen  F  und  F  zugleich  liegen,  also  deren  totaler  oder  par. 
tieller  Schnitt  sein.  Eine  andere  Erzengungsweise  der  Fläche  F  zeigt 
uns,  dass  der  Schnitt  derselben  mit  /'ans  zwei  getrennten  Kaumcurven 
besteht,  von  denen  die  eine  einfach,   die  andere  dreifach  zu  zählen  ist; 

[die  dreifache  Curve  ist  identisch  mit  fts. 

[  senkrechte  Gerade,  M/^  ihr  Schnittpunkt 
tut  dieser.     Ihre  Schnittpunkte  mit  F  erhält  man  einfach,  indem  man  c 

Bbn  Pnnkte  **  um  |n  dreht,  wodurch  C""  in  C'*"'  ahergeführt  wird, 
lodann  die  »'  Schnittpunkte  Si  (i  =  1,  2,  .. .  n')  beider  Cnrven  bestimmt 
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und  von  Mk  ans  endlich  auf  Sk  nach  beiden  Seiten  hin  die  2ft'  Strecken 
MkSi.y^  abtrftgt. 

Es  sei  nun  s^  eine  Erzeugende  des  Cylinders  /*,  ihr  Fasspnnkt  M^ 
also  ein  Punkt  der  Mittelpunktscurve  Cm'»  so  sind  drei  Strecken  M^Si  ein- 
ander gleich,  auf  s^  fallen  also'  von  den  2n^  Punkten  je  drei  in  zwei 
Punkten  zusammen.  Da  dies  sich  auf  jeder  Erzeugenden  des  Cylinders 
wiederholt,  so  erkennen  wir,  dass  in  der  That  die  Schnittcnrve  von  F 
und  r'in  eine  einfache  und  in  eine  dreifache  Raumcurve  zerf&llt,  welch' 
letztere  allein  die  Curve  der  Tetraederspitzep  Rs  repräsentirt. 

Die  Ordnung   der  letzteren  ist  nun  sogleich  gefunden.     Eine  zu  c 

senkrechte,   Übrigens  beliebige  Ebene  iy   enthält  —x Erzeu- 

gende    des   Cylinders   P,    und    —    da    auf  jeder    solchen    Erzeugenden 
2n'  — 6    einfache    und    zwei   dreifache  Punkte   der   Fläche  F  liegen   — 

(2>.«-6)^"~^^"^"  +  ^^PnDkte  der  einfachen  und  2<"-')»("  +  ^>  de, 

dreifachen  Schnittcnrve  von  F  und  T,  in  Summa  also  2«*^^ ^ 

Punkte,   d.  h.  genau   soviel,   als   eine   Ebene   mit  der   Schnittcnrve    der 

(n  -^  9^  n  (n  J-  1  ^ 

beiden  Flächen  bezw.  von  der  Ordnung  2n*  und  ^^ ^ gemein- 

sam   haben    muss.      Daher   ist   die   Ordnung   der   einfachen  Curve   gleich 
(2w*  — 6) -y   die  Ordnung  der  dreifachen,  d.h.  der  Raum- 

curve  /15,    gleich  z   — »   w.  z.  b.  w. 

o 

Zusatz,  Die  Raumcurve,  der  Ort  der  Spitzen  aller  regu- 
lären Tetraeder,  deren  Basisdreiecke  einer  ebenen  Curve 
Q{n)  ^ter  Qrdnung  eingeschrieben  sind,  bat  überall  da  einen 
vierfachen  Punkt,  wo  die   6"^"^  einen  Doppelpunkt  besitzt. 

Es  sei  D  ein  Doppelpunkt  der  C'^"^;  aus  dem  Zusatz  zum  Hilfssatz 
1  ersehen  wir,  dass  in  D  die  Mittelpunkte  von  zwei  regulären,  der  C^"^ 
eingeschriebenen  Nulldreiecken  liegen.  Hieraus  geht  sofort  hervor,  dass 
in  diesem  Punkte  die  Spitzen  von  vier  Nulltetraedern   sich  vereinigen. 

§  3.    Die  regulären  Tetraeder,  welche  einer  algebraischen  Fläche 

eingeschrieben  sind. 

Wir  sind  nun  in  der  Lage,  die  erste  von  uns  aufgeworfene  Haupt- 
frage, sowie  eine  mit  ihr  eng  verknüpfte  in  zwei  Lehrsätzen  zu  beant- 
worten. 

Lehrsatz  1.    Eine  willkürlich  angenommene   Ebene  enthält 

All  •  j-      c    •*        fi"    u  [n  —  \)n{n  +  \) 

im  Allgemeinen  die  Seitenflächen  von  2«  ..         -     regu- 
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l&ren  einer  allgemeinen  Fläche  n^*'  Ordnung  eingeschriebe- 
nen Tetraedern. 

Der  Beweis  ist  sofort  gegeben.  Die  willkürlich  angenommene  Ebene 
f  schneidet  die  Fliehe  F^">  n^^  Ordnung  im  Allgemeinen  in  einer  Cnrve 
(;(■)  igtcr  Ordnung  ohne  Doppelpunkte.  Nach  Hilfssatz  2  liegen  die  Spitzen 
aller  regnllren  Tetraeder,  deren  Basen  der  C<">  eingeschrieben  sind,  auf 

der  Ranmcarre  Rs  von   der  Ordnung  2 ^-^ »   welche  /^"i  in 

2it-- Punkten,  den  Spitzen  regulärer  eingeschriebener  Te- 

-  o 

traeder,  deren  Basen  in  der  Ebene  §  li^en,  trifft. 

Zusatz,    Jede  Tangentialebene  einer  Fl&che  n^^' Ordnung 

enthält  die  Seitenflächen  von  2n- ^-^ ^  —  4  regulären 

3  ^ 

eingeschriebenen  Tetraedern. 

Bekanntlich  ist  die  Schnittcurve  einer  Tangentialebene  im  Berfih- 
rungspunkte  mit  einem  Doppelpunkte  versehen.  Aus  dem  Zusatz  zum 
Hilfssatz  2  wissen  wir  nun,  dass  die  Curve  der  Tetraederspitzen  Rg  im 
Doppelpunkte  der  ursprünglichen  ebenen  Curve  C'")  einen  vierfachen 
Punkt  besitzt,  hier  also  die  Fläche  f  (*>  viermal  sehneidet,  ohne  endliche 
Tetraeder  zu  liefern.  Daher  muss  die  im  Lehrsatz  1  gefundene  Zahl  um 
4  vermindert  werden. 

Hiermit  ist  unser  Ziel  im  Wesentlichen  erreicht:  Wir  können  einer 
gegebenen  algebraischen  Oberfläche  beliebig  viel  reguläre  Tetraeder  ein- 
schreiben, sobald  wir  die  Schnittpunkte  dreier  bestimmt  definirten  Flächen 
darstellen  können. 

Der    eben    bewiesene  Lehrsatz    legt    uns    die   Frage   nahe,    welche 

Raumcurve   wohl   die  2n Spitzen    der  Tetraeder,    deren 

o  ^ 

Basen   in   einer  Ebene   liegen,   auf  F^*^  beschreiben,   wenn  diese  Ebene 

parallel   mit  sich  selbst  furtbewegt  wird.     Zum  Zweck  der  Beantwortung 

dieser  Frage  beweisen  wir  zunächst  folgenden 

Hilfssatz.     Die   Spitzen   aller  regulären   Tetraeder,   deren 

Basisdreiecke  einer  Fläche  n**' Ordnung  eingeschrieben  und 

einer   willkürlich  gewählten  Ebene  parallel  sind,   bilden  im 

All                                    na    u                j        rfc    j              «^«  — 1)»(«  +  1) 
Allgemeinen  eine  Fläche  von  der  Ordnung  2 ^ — • 

Die  Fläche,  von  welcher  in  obigem  Satze  die  Rede  ist,  wird  gebil- 
det durch  die  Gesammtheit  der  „Curven  der  Tetraederspitzen'',  welche 
zu  den  einzelnen  Schnittcurven  der  Fläche  Z**"^  mit  einer  Schaar.  paral- 
leler Ebenen  gehört. 

Wir  wollen  diese  Fläche  <P  nun  auf  eine  andere  Weise  erzeugen 
und   aus   dieser  Erzpugnng  ihre  Ordnung   herleiten.     Es  sei  r  die  feste 


360     Ueb.  die  einer  algebr.  FlScbe  eiDgescbr.  regal.  Tetraeder  etc. 

Ebene,   welcher   die   eingeschriebenen  Basisdreiecke    parallel   sein  sollen. 

Nimmt  man  eine  zur  Ebene  s  senkrechte  Gerade  s  an,  welche  F^^^  in  n 

Punkten    trifft,   und   dreht  man  nun  F^^^  um  s  als  Axe  um  ^n  and  -^n 

in  die  Lagen  F'<">  und  F"<"),  so  bilden  je  drei  der  «'  —  n  Schnittpunkte 

dieser  drei  Flächen ,  welche  nicht  auf  s  gelegen  sind ,  ein  reguläres  Dreieck, 

welches  F<")  eingeschrieben  und  dessen  Ebene  parallel  zu  e  ist.  Die  Spitzen 

n'  — w 
der  2  — ^ —  regulären  Tetraeder,  zu  welchen  jene  Dreiecke  ergänzt  wer- 
«> 

den  können,  liegen  auf  s.  Man  nehme  nun  eine  Gerade  g  beliebig  im 
Räume  an;  ein  Punkt  P{  derselben  ist  dann  Punkt  der  Fläche  <Z>,  wenn 
der  Ereiskegel  ATj,  dessen  Spitze  in  P,  liegt,  dessen  Axe  die  aus  Pf  auf 
e  gefällte  Senkrechte  Si  ist  und  dessen  Oeffnung  durch  drei  in  einem 
Punkte  zusammentreffende  Kanten  eines  regulären  Tetraeders  bestimmt  ist, 
durch  einen  Schnittpunkt  (und  folglich  auch  noch  durch  zwei  andere)  der 
drei  Flächen  F^^\  F'^^''\  /^'<"^  hindurchgeht,  von  denen  die  beiden  letzten  aus 
F^^^  durch  Drehung  um  Si  als  Axe  um  ^tc,  resp.  ^n  entstanden  sind. 

Lässt  man  nun  einen  Punkt  P  auf  g  vorwärtsschreiten  und  constmirt 
ffir  jede  Lage  den  zugehörigen  Kegel  K  und  die  entsprechenden  Flächen 
F'i«)  und  F"<"\  so  beschreibt  K  eine  Kegelschaar,  wie  sie  auf  Seite  354 
unter  4,  F'^*^  und  F"<">  zwei  Flächenschaaren ,  wie  sie  S.  353  unter  3 
gekennzeichnet  wurden.  Die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  die  als  Ort 
der  Schnittpunkte  entsprechender  Flächen  F'^^^^^  ^j^'^"^  ^*  definirte  Raum- 
curve  R  die  F^^^  trifft,  ist  die  Ordnungszahl  der  Fläche  O. 

Den  Ausführungen  auf  S.  354  gemäss  betrachten  wir  die  drei  Flä- 
chenschaaren als  Resultate  der  Parallelprojection  räumlicher  Schnitte  mit 
drei  Punktgebilden  %'^"\  5'^"\  ^^^^  dreifacher  Unendlichkeit  im  Räume 
von  vier  Dimensionen,  von  denen  die  ersten  beiden  n^^^,  das  letzte  zweiter 
Ordnung  ist.  Diese  drei  Punktgebilde  haben  ein  einfach -unendliches 
Punktgebilde  der  Ordnung  2;r  miteinander  gemein,  dessen  Projection  in 
den  Raum  der  Fläche  F'">  die  Kauracurve  R  von  derselben  Ordnung  2^^* 
ergiebt.  Jedoch  nicht  alle  Schnittpunkte  der  R  mit  F^"^  geben  zu  end- 
lichen Tetraedern  Anlass,  deren  Basisdreiecke  der  F^"^  eingeschrieben 
sind  und  deren  Spitzen  auf  7  liegen.  In  den  ?i  Schnittpunkten  der  Ge- 
raden g  mit  der  Fläche  /'^"^  coincidiren  nämlich  je  zwei  der  2/r  Schnitt- 
punkte entsprechender  Flächen  F'^''\  h'^^^"^  und  A'jt ,  welche  der  Raum- 
curve  R  angehören,  ohne  dass  diese  Schnittpunkte  endliche  Tetraeder 
liefern.  Daher  kommen  von  den  2;r^  Schnittpunkten  der  R  mit  der  /'^"^ 
nur  *ln^  —  2;/  in  Betracht,  von  denen  je  drei  ein  reguläres  Dreieck  bilden, 
welches  seinerseits  einen  Punkt  der  Fläche  </>  auf  der  Geraden  g  bestimmt. 


11^  —  n 


Es  liegen  demnach  auf  der  letztern  2   -  Punkte  der  Fläche  (/>,   oder: 

o 

die  Ordnung  derselben   ist  gleich  2  o         — ?  w.  z.  b.  w. 
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Zusatz.  Die  Fläche,  der  Ort  der  Spitzen  aller  regulären 
Tetraeder,  deren  Basisdreiecke  einer  allgemeinen  Fläche 
it^^'Ordnnng  eingeschrieben  und  einer  festen  Ebene  parallel 
sind,  besitzt  n{n--l)^  Doppelpunkte. 

An  eine  allgemeine  Fläche  n^*'  Ordnung  lassen  sich  n{n  —  lY  ^^' 
rtthrungsebenen  legen ,  welche  einer  festen  Ebene  c  parallel  sind.  In  den 
Berührungspunkten  derselben  haben  die  Schnittcurven  Doppelpunkte.  Es 
sei  ß  eine  die  Fläche  F^"^  in  der  Curve  C<")  mit  dem  Doppelpunkte  B 
schneidende  Tangentialebene.  Legt  man  durch  den  Punkt  B  eine  belie- 
bige Gerade  g,  so  gehört  derselben  eine  Raumcurve  R  von  der  Ordnung 
2ii*  als  Ort  entsprechende^  Flächen  F'^'*\  F"<»>,  A'  zu,  deren  Schnitt- 
punkte mit  F^">  zu  drei  je  einen  Punkt  der  Fläche  0  auf  g  bestimmen. 
Die  Raumcurve  R  hat  in  diesem  Falle,  wo  g  durch  den  Berührungspunkt 
B  der  Ebene  ß  hindurchgeht,  in  B  acht  Punkte  mit  F^")  gemein.  Con- 
struirt  man  nämlich  die  Flächen  P'^"^  und  /^^"^  indem  man  F^^^  um  die 
Normale  n  in  B  als  Rotationsaxe  um  ^n  und  ^n  dreht,  ferner  den  Kegel 
ß^Bi  dessen  Spitze  in  ß  gelegen  ist,  so  sind  die  Spuren  der  drei  Flächen 
^'2*^»  ^'b^\  ^b  atif  f ^"^  drei  Ranmcurven  mit  je  einem  Doppelpunkt  in  B, 
F^")  hat  demnach  in  B  acht  Punkte  mit  der  Raumcurve  R  gemeinsam,  in  den 
übrigen  n  —  1  Schnittpunkten  der  g  mit  F^^^  wie  gewöhnlich  je  zwei  Punkte. 
Daher  kommen  von  den  2rfi  Schnittpunkten  der  R  mit  F^"^  nur  2n^— 2(«-l) 
—  8  in  Betracht,  von  denen  je  drei  einen  Punkt  der  Fläche  O  auf  g  be- 
stimmen.   Es  liegen  demnach  auf  dieser,  wie  auf  jeder  durch  ^  hindurch- 

-        -.       _                       ,£vW^  —  n  —  3      a(w  — l)n(/i-|-l)      -._      , 
gehenden  Geraden    nur   noch  2 =  2^^ 2  Punkte 

der  Fläche  <P,   oder:   der  Punkt  B  ist  ein  Doppelpunkt   der  Fläche  <P. 

Ist /'*<")  allgemein  vorausgesetzt,  also  von  der  Classe  n(n  —  1)^  so  hat  <P 

n(n  —  \y  Doppelpunkte,  welche  auf  F^"^  selbst  gelegen  sind. 

Lehrsatz  2.  Die  Spitzen  aller  regulären,  einer  allgemeinen 

Fläche    w**'    Ordnung    eingeschriebenen    Tetraeder,     deren 

Basisdreiecke  einer  festen  Ebene  parallel  sind,   bilden  eine 

^  ,        ^    ,  £*    (w  — l)w(w-|-l)        .         ,        ^.« 

Raumcurve    von    der   Ordnung    2w ^ mit    /i(w  — 1)' 

«> 

Doppelpunkten. 

Die  Raumcurve  Psy   von  welcher  in  diesem  Satze  die  Rede  ist,  ist 
der    Schnitt    der    Fläche    F<")    w*"    Ordnung    mit   <P  von    der   Ordnung 

2—  — )    wie    aus    dem   letztbewiesenen   Hilfssatze  hervorgeht, 

o 

also  von  der  Ordnung  2n -^ -•     F^">  geht  durch  die  n(w  —  l)* 

«5 

Doppelpunkte  der  Fläche  O  hindurch,  ohne  an  diesen  Stellen  Singula- 
ritäten zu  besitzen;  ihre  Schnittcurve  mit  <P  hat  also  w(w  — 1)*  Doppel- 
punkte, w.  z.  b.  w. 


\ 
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Zusatniiienst«UQng  der  ftafgestvllten  and  Itewieseneti  SXtxe. 

1.  Der  Ort  der  Millplpunltle  aller  rPgalSreii ,  einer  cbi-nen  Corve 
""*  Ordnnng  ein  geschrieben  en  Dreiecke  ist  eine  Cnrve  von  der  Ordnung 

'•—'^'-^J^-J-t  welche  Überall  da  einen  Doppelpunkt  hat,  wo  die  Grnnd- 

ctiTve  einen  aolchen  besitst. 

2.  Der  Ort  der  Spitzen  aller  regoUren  Tetraeder,  deren  Biutisdreieeke 
einer    ebenen  Cutre    n'"  Ordnnng    eiogeschrifben    eiud,    ist   eine  Rboiii- 

cnrve  von  der  Ordnung  2 ■  — >  welche  Gberall  da  einen  vier- 

farhen  Pnnkt  hat,  wo  die  Grnndcarve  einen  Doppelpunkt  besitxt. 

3.  Eine  beliebige   Bbeue  entbnlt   im  Allgemeinen    die  SeitenSioben 

von    2«  - — ^ —  1     eine    Tangentialebene     die    Seiten  llHcliPU     von 

2n ^"■~— L"-rT -j  —  4  rcgnlären.  einer  allgemeinen  Flfiche  n'«  Ordnatig 

«in geschriebenen  Tetraedern. 

4.  Der  Ort  der  Spitzen  aller  regaUren  Tetraeder,  deren  BasifldreieckA 
«Iner  sllgemeioen  FlSche  n""  Ordnnng  eingeschrieben  nnd  einer  belie- 
bigen   festen  Ebene    parallel   sind,    Ul   im  Allgemeinen    eine  Fläche  von 

der  Ordnung  2^"~''"'"+lJ  „lit  n{n  —  iy  Doppelpunkten. 

5.  Der  Ort  der  Spitzen  aller  regnlSren,  einer  allgemeinen  FlXche 
n*"  Ordnnng  eiageschriebenen  Tetraeder,  deren  Basisdreiecke  einer  be- 
liebigen festen  Ebene  parallel  sind,  ist  eine  Banmcarve  von  der  Ordnnng 
2^(''-')»(''+')  ^.^  „(„_i)s  Doppelpnnkten. 


IT.  Theil. 


Die  im  I.  Theile  gewonnenen,  für  FlXchen  beliebiger  Ordnong  gil- 
tigen Sütze  liefern  unter  der  besondem  Annahme  n  =  2  ohne  Weiteres 
ebeneoviele  Sätze  für  die  Flüchen  zweiter  Ordnung. 

Es  handelt  sich  nnn  dämm,  die  Verhältnisse  zn  nnterencben,  unter 
welchen  die  allgemeinen  Resultate  im  Fall  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
Modificationen  erfahren.  Zu  diesem  Zwecke  haben  wir  zunächst  die  auf 
Curven  n*"  Ordnnng  bezüglichen  Sätze  fQr  die  Kegelschnitte  zu  bilden 
nnd  die  besonderen  Formen,  welche  diese  Sätze  annehmen  können,  auf- 
Sttsuchen. 
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§  1.  Hilfssätze  über  reguläre,  einem  Kegelsclmitte  eingeschriebene 
Dreiecke'^  nnd  die  ihnen  entsprechenden  regulären  Tetraeder. 

1.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  regulären,  einem  Kegel- 
ecbnitte  eingeschriebenen  Dreiecke  ist  wiederum  ein  Kegel- 
schnitt; derselbe  zerfällt  in  ein  Geradenpaar,  sobald  der 
Grundkegelschnitt  in  ein  Geradenpaar  zerfällt,  und  sein 
Doppelpunkt  fällt  mit  demjenigen  des  Grundkegelschnittes 
zusammen. 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  dem  Hilfssatz  1  S.  354 
nebst  Zusatz  für  n  =  2. 

Wir  fügen  noch  die  leicht  zu  verificirende  Bemerkung  hinzu,  dass, 
im  Falle  der  gegebene  Kegelschnitt  h'  in  ein  reelles  (im  Endlichen  sich 
schneidendes)  paralleles  oder  imaginäres  Geradenpaar  mit  reellem  Schnitt- 
punkt zerfällt,  der  Mittelpunktskegelschnitt  i^M  bezw.  in  ein  reelles, 
paralleles  oder  imaginäres  Geradenpaar  ausartet. 

2.  Zu  ähnlichen  Kegelschnitten  gehören  ähnliche  Mittel- 
punktscurven  der  regulären  eingeschriebenen  Dreiecke. 

Transformirt  man  nämlich  K  in  einen  ähnlichen  Kegelschnitt  K  ,  so 
geht  der  Mittelpunkt  M  eines  dem  K  eingeschriebenen  regulären  Dreiecks 
J  in  den  Mittelpunkt  M'  des  transformirten  regulären  Dreiecks  ^'  über, 
woraus  sich  der  Satz  ergiebt. 

3.  Grün  dk  egelschnitt  und  Mittelpunktskegel  schnitt  haben 
dasselbe  Centrum,  dieselben  Axenrichtungen  und  sind  von 
derselben  Gattung. 

Da  die  einem  Kegelschnitte  K  eingeschriebenen  regulären  Dreiecke 
symmetrisch  zu  den  Axen  desselben  liegen,  so  ist  dies  auch  mit  den 
Mittelpunkten    der  Fall,   woraus  die  ersten  beiden  Eigenschaften  folgen. 

Jede  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel  kann  einem  Paare  imaginärer,  pa- 
ralleler, reeller,  im  Endlichen  sich  schneidender  Geraden  bezw.  ähnlich 
genannt  werden,  und  umgekehrt.  Nach  2  folgt  hieraus,  in  Verbindung 
mit  der  Bemerkung  zu  1 ,  die  dritte  Beziehung  zwischen  Grund-  und 
Mittelpunktskegelschnitt. 

Anmerkxing.  Die  Mittelpunktscnrve  Km  eines  Kreises  reducirt  sich 
auf  einen  Punkt,  das  Centrum  desselben.  Für  eine  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  einen  Winkel  von  30^  einscbliessen ,  besteht  Km  ans  zwei 
reellen  oder  imaginären  Geraden,  je  nachdem  die  Hyper'bel  im  Winkel- 
raum  des   stumpfen   oder  spitzen  Winkels  der  Asymptoten  Hegt^  —  weil 


*  Eine  ausführliche  analytische  Behandlung  hat  dieser  Gegenstand  in  der 
Inauguraldiseert^tion  erfahren:  P.  Rudolph,  Die  Eigenschaften  der  einem  Kegel- 
schnitte ein-  and  umschriebenen  regulären  Dreiecke. 
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fnr  den  zerfallenden  Kegelschnitt,  der  aoG  swei  einen  Winkel  von  30° 
einecliliesseuden  Geradeu  gebildet  wird,  A'.v  in  die  Winkelhslbiiende 
diigenerirt.  Ist  A'  eine  gleichzeitige  Byperbel,  ea  fftllt  J^u  mit  A"  vöUig 
zuttammeu .  Es  geht  dies  daraas  hei-vor,  ilass  die  Onrve  A'jv  eines  Paai 
rechtwinklig  anfeinander  stehender  Geraden  mit  dieeem  identisch  ist  ni 
der  Mittelpunkt  einer  vom  Scheitel  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ff  dieses 
eingesuhriebeaen  regulären  Dreiecks  auf  ff  selbst  gelegen  ist. 

4.  Dei  Ort  der  Spitzen  aller  regnlären  Tetraeder,  deren 
üasisdreiecke  einem  Kegelschnitte  eingeschrieben  sind,  ist 
im  Allgemeinen  eine  Kanmcnrve  vierter  Ordnung  vom  Ge- 
schlecht 1;  sie  zerffllU  in  vier  gerade  Linien,  sobald  der 
Grnndkegelschnitt  in  ein  Geradenpaar  zerfällt,  nnd  ver- 
einigt  im  Doppelpunkt  des  letztem  diese  Linien. 

Dieser  Satz  ist  die  besondere  Form  des  Hilfeeaties  2  S.  356  nnd  de« 
ZnsstBes  S.  358  für  »  =  2. 

5.  Die  Kanmcnrve  vierter  Ordnung,  der  Ort  der  Tetra- 
oderspilzen, liegt  symmetrisch  zur  Ebene  des  gegebenen 
Kegelschnittes  nnd  zu  den  beiden  über  seinen  Ascn  senk- 
recht zn  seiner  Ebene  stehenden  Ebenen.  Unter  den  vier 
durch  sie  hindurchgehenden  Kegeln  zweiter  Ordnung  sind 
daher  drei  Cylinder,  deren  Axen  die  Schnittlinien  der  drei 
Synimet  rieeben  en  sind;  die  Spitze  des  vierten  Kegels  liegt 
im  Mittelpunkte  des  Ornndkegelschnittes. 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  K  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten 
einen  Winkel  von  30*^  ei nscbli essen ,  so  zerfällt  der  eine  der  drei  Cy lin- 
der in  ein  (reelles  oder  imaginSres)  Ebenenpaar,  die  zngehörige  A'^'  also 
in  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Kegelschnitte. 

Ist  A'  eine  Parabel,  so  fallen  die  Axen  zweier  Cylinder  ins  Ünend- 
liehe  nnd  auf  diese  selbst.  /J**^  ist  dann  als  Schnitt  zweier  im  unend- 
lich-fernen  Punkte  von  K  sich  berührenden  parabolischen  Cylinder  eine 
Banmcntve  vierter  Ordnung  vom  Geschlecht  0  mit  einem  Doppelpunkte  im 
unendlich-fernen  Punkte  von  k.  Für  den  Kreis  redncirt  sich  ff**  auf 
zwei  in  der  im  Centrum  desselben  senkrecht  stehenden  Geraden  liegende 
Punkte. 

Besteht  endlich  H  aus  zwei  einen  Winkel  von  30°  eiuscbliessenden 
Linien,  so  ist  A'*)  durch  zwei  Doppelgerade  repräsentirt. 

Hiermit  sind  alle  besonderen  Formen  erwähnt,  welche  die  anf  die 
Kegelschnitte  bezfiglicben  Sätze  annehmen  können,  nnd  somit  alle  Vor- 
bereitungen fär  die  Dutersnchnng  der  Flächen  »weiter  Ordnung  getroffen. 

Wir  beschränken  nns  im  Folgenden  meistens  auf  die  Angabe  der 
Resnltatej  die  Verbältnisse  sind  so  einfach  nnd  leicht  zn  überschatten, 
dass  die  Beweise,  deren  Wiedergabe  die  Darstellung  sehr  breit  machen 
wtlrde,  fUglich  dem  Leser  Überlassen  werden  kSnnen. 


I 


r  FUcl 


Allgemeinen 
lersi  enthält  i 


me   die   Seiten- 
.oiter  Ordnung 

keine   Seitenfläche 
ie  eine,  eo  enthält 

ireisHchniltebenen- 


§  2.    Die  regalären  Tetraeder,  welche  einer  Fläche  zweiter  Ordanng 
eingeBchriefaen  sind. 
I.     Eine    beliebige    Ebene     enthält    im     Allgemeinen     die 
Seitenflächen   von    acht,    eine 
flächen    von    vier   regnlären,   < 

Eine  Kreiaschnittebene  enthält 
eines  regnlSren  eingeBchriehrnen  Tet 
sie  anendlich  viele  congrnente.  in  jedei 
Bchaaren  einer  Fläche  zweiter  Ordnnng  ohne  üoppe]|>unkt  giebt  es  zwei, 
im  Ganzen  also  vier  Ebenen,  welche  die  Seitenflächen  vnn  unendlich 
vielen  regulären  eingeschriebenen  Tetraedern  enthalten.  Diese  vipr  Ebe- 
nen rediiciren  eich  anf  zwei  (im  Besondern  zusammenfallende),  wenn  die 
Fläche  Rotationsfläche  ist.  Van  den  Kreisschnittebenen  eines  Kegels 
«weiter  Ordnung  enthält  entweder  keine  oder  jede  anendlich  viele  Seiten- 
flächen regniärer  eingeschriebener  Tetraeder. 

Eine  Ebene,  welche  aus  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  ausschneidet,  enthält  im  Allgemeinen  die  Seitenflächen 
von  vier  regulären  eingeschriebenen  Tetraedern. 

Eine  Ebene,  welche  eine  Parabel  herausschneidet,  enthält  sechs 
Seitenflächen  regulärer  eingeschriebener  Tetraeder. 

Die  Tetraeder,  deren  Seitenflächen  in  einer  Tangentialebene  liegen, 
sind  entweder  sämmtlich  reell  oder  sämmtlich  imaginär,  je  nachdem  die 
gegebene  Fläche  aweiter  Ordnung  geradlinig  (aber  ohne  Doppelpunkt) 
oder  nicht  geradlinig  ist. 

Die  Zahl  der  Tetraeder,  deren  (Seitenflächen  in  einer  Tnngeutialebeno 
gelegen  sind,  reducirt  sich  aufzwet,  sobald  die  Schnittcurve  der  Tangen- 
tialebene ans  zwei,  einen  Winkel  von  30°  einschliessenden  Geraden  hesteht. 

Eine  durch  die  Spitse  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  hindurchgehende 
Ebene  enthält  entweder  die  Seitenflächen  von  keinem,  oder  van  unend- 
lich vielen  regulären  eingeschriebenen  Tetraedern. 

Hilfssats.  Der  Ort  der  Spitaen  aller  regulären  Tetraeder, 
deren  Basisdr eiccke  einer  allgemeinen  Fläche  zweiterOrd- 
nnng  eingeschrieben  und  einer  willkürlich  gewählten  Ebene 
parallel  sind,  ist  im  Allgemeinen  eine  Fläche  vierter  Ordnung 
mit  zwei  Doppelpunkten  nnd  einem  Dappelkegelaohn  itte. 

Es  folgt  dieser  Satz  aus  dem  Hüfssstz  auf  S.  359  für  n  =  2.  Doch 
■ei  er  hier  besouders  bewiesen,  ohne  Hilfsvorstellungcn  aus  dem  Räume 
Ton  vier  Dimensionen  heranzuziehen.  Es  bandelt  sich  nur  um  den  Be- 
i,  dasB  die  Ordnungszahl  der  als  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Flächen  F^^',  F'^"!,  h\  definirten  Raumcurve  R  gleich  8  ist.  Nun 
iiuiUGn,    wie   man   leicht  sieht,    die    drei  Fläcbcnechaaren  /"''',  F"'"^' 
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•-**.^  -  ^*  *  ^^ 


und  K  auf  einer  beliebig  gewählten  Ebene  e  drei  Kegelschnittachaaren 
von  der  auf  S.  353  unter  2  beschriebenen  Art;  es  kommt  daher  achtmal 
vor,  dass  sich  drei  entsprechende  Curven  der  Schaaren  in  einem  Punkte 
treffen.  Im  Uebrigen  gelten  die  im  I.  Theile  angestellten  Betrachtungen 
und  Schlüsse  und  führen  zu  dem  im  Hilfssatze  ausgesprochenen  Resultate. 

Die  beiden  Doppelpunkte  der  Fläche  vierter  Ordnung  liegen  auf  der 
gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  und  zwar  in  den  Berühmngspankten 
der  zur  festen  Ebene  parallelen  Tangentialebenen. 

Dass  die  Fläche  einen  Doppelkegelschnitt  enthält,  erkennt  man  durch 
folgende  Betrachtung:  Es  sei  S  die  Spitze  eines  Tetraeders,  dessen  Basis- 
dreieck J  der  gegebenen  F^'^^  eingeschrieben  und  der  festen  Ebene  £ 
parallel  ist;  dann  ist  der  Punkt  S\  welcher  auf  der  den  Mittelpunkt  M 
der  ^^'^  mit  S  verbindenden  Geraden  gleichweit  nach  der  andern  Seite 
absteht,  ebenfalls  Spitze  eines  regulären  Tetraeders,  dessen  Basisdreieck 
J'  der  F^^^  eingeschrieben  und  der  gegebenen  festen  Ebene  e  "parallel 
ist.  Construirt  man  nun  in  allen  zu  £  parallelen  Ebenen  die  Dreiecke, 
welche  eine  der  Lage  des  Dreiecks  J  ähnliche  Lage  haben,  und  ergänzt 
sie  nach  beiden  Seiten  der  Ebenen  hin  zu  regulären  Tetraedern ,  so  liegen 
die  Spitzen  S  derselben  und  die  ihnen  entsprechenden  S'  in  zwei  Kegel- 
schnitten zweier  verschiedenen,  durch  die  Berührungspunkte  B^  und  B^ 
der  zu  £  parallelen  Tangentialebenen  hindurchgehenden  Ebenen.  Es 
folgt  hieraus:  Jede  durch  die  Punkte  B^  und  B^  hindurchgehende  Ebene 
trifft  die  Fläche  vierter  Ordnung  in  zwei  Kegelschnitten.  Der  Ort  der 
von  B^  und  B^  verschiedenen  beiden  Schnittpunkte  derselben  ist  nothwen- 
dig  ein  Kegelschnitt,  für  die  Fläche  vierter  Ordnung  eine  Doppelcurve. 

Zusatz.  Für  den  Kegel  zweiter  Ordnung  artet  die  Fläche  vierter 
Ordnung,  welche  einer  beliebigen  Farallelebenenschaar  entspricht,  in 
einen  Kegel  vierter  Ordnung  aus,  dessen  Spitze  mit  der  Spitze  des  ge- 
gebenen  Kegels  cüincidirt. 

Die  zu  einer  Schaar  paralleler  Kreisschnitte  gehörende  Fläche  vierter 
Ordnung  hat  sich  auf  einen  Kegelschnitt  oder  eine  Doppelgerade  redu- 
cirt,  je  nachdem  die  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  allgemeine 
oder  eine  Rotationsfläche  ist. 

Aus  vorstehendem  Uiltssatze  folgt  sofort: 

II.  Die  Spitzen  aller  regulären,  einer  allgemeinen  Fläche 
zweiter  Ordnung  eingeschriebenen  Tetraeder,  deren  Basis- 
dreiecke einer  festen  Ebene  parallel  sin  d ,  bilden  eine  Raum- 
curve  achter  Ordnung  mit  sechs  Doppelpunkten. 

Znsatz.  Für  den  Kegel  zweiter  Ordnung  zerfällt  dies  Raumcurve  in 
acht  durch   die  Spitze  desselben   laufende  Gerade. 

Die  einer  Schaar  paralleler  Kreisschnittebenen  entsprechende  Raum- 
curve reducirt  sich  auf  vier  oder  zwei  Punkte,  je  nachdem  die  gegebene 
Fläche  eine  allgemeine  oder  eine  Rotationsfläche  ist. 


Von   Dt.  C.  HossFR) 


FConstructioii  regolärer,  einer  Fläche  zweiter  Onfnimg  ein- 
geicbriebeaer  Tetraeder. 

Die  AoTgabe,  die  in  einet  beliebigen  Ebene  gelegeueii  Seitenflächen 
regntärer  eingeschriebener  Telrtieder  und  diese  somit  eelbet  xn  con- 
Btrniren ,  ist  im  ÄllgemeiueQ  eine  irrednctible  Aufgabe  achten  Grades. 
Nur  für  einige  »pecielle  Schnitte  redncirt  sie  sich,  wie  wir  oben  gefnn- 
den,  anT  Aafgfiheu  sechsten  and  vierten  Grades.  Der  coustructiven,  und 
zwar  mit  dem  Lineal  allein  aoszofUlirenden  Bestimmung  sind  nnr  die  in 
den  Taugeutialebenen  liegenden  Basisdreiecke  regulärer  Tetraeder  zu- 
gängliüli. 

Handelt  es  sich  allein  darum,  beliebig  viel  reguläre  Tetraeder  einer 
FUche  zweiter  Ordnnng  einKuschrelben,  so  stelle  man  sich  beliebig  oft 
die  immer  veränderte  Aufgabe: 

Einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  reguläres  Tetraeder 
einzuschreiben,  dessen  Lage  derLage  eines  gegebenen  ähn- 
lich ist. 

Es  seien  /, ,  f^,  /'^,  f,  die  vier  Seilenflächen  des  gegebenen  regu- 
lären Tetraeders  T,  f-'  die  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung.  Wir 
bringeu  die  Ebene  vun  /",  mit  P<"  aum  Schnitt  und,  wenn  letzterer  ima- 
ginär, eine  zu  ^,  parallele  Ebene  t,;  das  Resullat  ist  der  Kegelschnitt  h\\ 
nun  construiren  wir  den  dem  A',  ähnlichen,  dem  Dreieck  in  /",  umschrie- 
benen Kegelschnitt  A',,  welcher  eindeatig  bestimmt  ist,  da  zu  seiner 
Couslructiun  fünf  Pankte  vorliegen.  In  derselben  Weise  verfahren  wir 
in  Bezug  auf  f^  und  f^,  und  erhalten  demgemäss  die  Kegelschnitte  &"j 
und  ff  j,  welche  mit  A"',  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  f'"'  bestimmen, 
die  dem  Tetraeder  7"  umschrieben  ist  und  von  welcher  beliebig  viel  ebene 
Schnitte  linear  conatrairt  werden  können.  Die  beiden  Flächen  F^^>  und 
F'^'^'  sind  einander  ähnlich  und  in  ähnlicher  Lage  befindlich,  denn  sie 
haben  sechs  und  folglich  alle  Punkte  des  durch  F'->  auf  der  unendlich 
fernen  Ebene  bestimmten  Kegelschnittes  gemeinsam.  Ermittelt  man  nun 
das  Ceutrum  von  i^'"',  hierauf  die  Schnittpunkte  zweier  parallelen  Durch- 
messer von  /'>')  und  f-''^>  mit  diesen  Flächen,  so  hnt  man  zwei  Paare 
entsprechender  Punkte  und  somit  das  Aehnücbkeitscentrum  C  als  Schnitt- 
punkt der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte.  Von  C  aus  pro- 
jicire  man  nun    T  in  die  Fläche  F''^,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 

Eb  gehl  aus  dieser  Losung  zugleich  der  interessante  Salz  hervor: 
In  eine  Fläche  zweiter  Ordnnng  lässt  sieb  immer  ein  reelles 
und  nur  ein  regulSres  l'etraeder  einschreiben,  dessen  Lage 
der  Lage  eines  beliebig  gegebenen  Tetraeders  direct  Khn- 
licfa  ist. 

nit,  dun  B.  August  I 


L 
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XXIV.  Bemerkungen  ttber  die  projeotivisolien  Säbse  von  Sohlömitch. 

(Jahrg.  XVII  S.  380  dieser  Zeitacbrift,) 

(Hierzu  Taf.  [X  Fig.  1-3.) 

Fig.  I  zeigt  iD  Ortbogonalprojection  ein  Fünfflach,  dessen  Grund- 
flSche,  ein  Vieraeit  (z*!..,«),  in  der  Zeiclienebene  Hegt,  dessen  Spitze  (ß) 
liicb  in  beliebiger  Höbe  über  derselben  befindet.  Darcb  die  Diagonale 
\FG\  des  VidrseilB  ist  eioe  Ebene  [fC^',]  =  [i]  gelegt  und  deren  Schnitt 
('')i„«  mit  den  Seitenflächen  des  Körpers  gezeichnet.  Wenn  man  die 
Pnnkte  l-^i-l'^,  di't\.  ...)  vorbindet,  so  scbneidcn  alle  diese  Geraden 
den  Strahl  \ßE\  in  dem  Punkte  (ßj),  welcher  (^)  harmonisch  zugeordnet 
ist  in  Beeng  auf  (£,,  £',),  wie  «n»  der  Anschauang  des  Viaraeitd 
(.4,A^^^^\  ...)  erhellt. 

Fig.  2  zeigt,  dass  diese  harmonische  Znordnnng  der  Puuktreihe 
\B  B^E'  E"\  auch  dann  eintritt,  wenn  ((']  und  [ß')  beliebig  angenommen 
sind  nnd  dua  infeige  dessen  das  Vierseit  {A"i__t)  in  einer  Ebene  liegt, 
wie  der  zweite  angeführte  Satz  ausspricht.  Dieser  enthält  also  eine  Ver- 
allgemeinerung des  ersten.  Die  dualistische  üebertragnng  desselben  führt 
dagegen  anf  die  gleiche  Vorstellung  zurUck,  indem  er  wohl  eine  Beziehnng 
cwischen  Funkten  und  Ebenen  feststellt,  aber  nicht  eine  Beziehnng  zwi- 
schen Funkten  unter  sich  einer  solchen  zwischen  Ebenen  unter  sich  zur 
Seite  steht. 

Ans  Fig.  2  erkennt  man  ferner,  dass  die  Diagonalen  |  .4,  •J'g,  >^ ',  >J  j| 
in  einem  Funkte  (£,)  des  Strahles  \BEf\  zusammentreffen,  welcher  zu 
\BE^\  harmonisch  liegt  in  Bezug  Auf  \BA^,  B/f^l.  Ebenso  müssen 
l^'j^',,  ^"t't'W  in  (£',)  des  Strahles  \BE^\  sich  schneiden.  Die 
Schnittlinie  |£',  £'j|  von  »[E'jjj,  £",jg]  geht  durch  («,),  in  welchem 
[ß£,£,,  £',„,  fi"iM]  zusammentreffen. 

Nehmen  wir  in  dem  Vierflach  [ßfi,^]  die  Grandfläche  als  [£'„,],  so 
föllt  |£',£'',|  iu  die  Spurlinie  |e,|  der  harmonischen  [£"J  und  wird  Aze 
eines  harmonischen  Ebenenhüschels  «,[&£,  £',  £"J.  Fig.  3  zeigt  den 
Punkt  {P),  in  welchem  sich  die  harmonischen  Ebenen  [«)£,,  e^E'\,  e^E^\ 
schneiden ,  wenn  wir  auf  [  SA', ,  BE^,  BE^\  die  Projectionscentren  (fl,  fij  ßj) 
beliebig  annehmen.     Es  ergiebt  sieb  dann  \e'e"BP\=:—\. 
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^^P  Die  Lage  der  (yi.i,])  in  [^in]  =  [^]i  noch  welchen  die  Sirafalen 
^^T'g,  P\  gerichtet  eind,  beweist,  dass  (/•)  eine  Bnm  Pol  von  [ß]  in  Bezug 
Auf  dits  Tetraeder  [B E\^,'}  projectivische  Pnnkireihe  anT  \Be\  beschreibt, 
-wenn  [ß]  den  Ebenenbiischel  um  die  Spurliuie  \h\  dnrchUnft.  Die  beiden 
I'nnktTeihen  Bind  glpichlaarend,  8o  laoge  \b\  ausser  dem  Dreieck  (S\^) 
liegt^  dieselben  werden  gegenläa&g,  wenn  \b\  die  Seiten  von  (£123)  schnei- 
det; in  jedem  Falle  kann  {F}  zweimal  mit  dem  Pol  von  |fjj  zusammen- 
fallen, nSmlicb  dann,  wenn  {ß\  durch  die  Spilse  [B)  geht  und  wenn 
►dieselbe  mit  [{']  identisch  ist. 
Scbliesslich  mag  darauf  hiagewiesen  werden,  dass  in  Fig,  2  das 
Vierseit  durch  einen  Kegelschnitt  ersetzt  werden  kann,  für  welchen  (£,) 
Pol  nnd  jfi'gfjl  die  entsprechende  Polare  ist.  Wir  erbalten  dadurch  ein 
Kegelpa&r,  deren  Spitzen  {B,  S^)  sind  nnd  welche  sich  in  zwei  ebenen 
Curven  [£',  E"]    schneiden,    worauf  schon  Steiner   in  eeiuen  „Geome- 

I Irischen  Betrachtungen  ",  Bd.  1  von  Crelle'a  Journal,  aufmerksam  machte. 
8, 
0 


ZUrich-Hotti 


l 


XXY.   VnterscheidmigszeicheQ  d«r  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Die  UnterscbeidungBzeichen  der  Flächen  zweiter  Ordnung  gewinnt 
Schlßmilcb,    Anal.  Genmetrie  des  Raumes  §  3S,    aus    der   altgemeinen 

bnng  zweiten  Grades  durch  Specialisiren.  Es  sei  im  Folgenden 
gestattel,  zunächst  den  umgekehrten  Weg  einzuschlagen  und  ans  den 
ordinären  Ärtengleichuugen  Bedinguugen  zu  gewinuen,  welche  auch  für 
die  allgemeine  Gleichung  nutbwendig  sind.  Dass  dieselben  gleichzeitig 
hinreichend  sind,  soll  dann  durch  dte  von  Baltzer,  Leipz.  Berichte  iS73, 
S.  539,  eingeführte  Zerlegung  bewiesen  werden.  Dabei  wird  eine  Aus- 
dehnung auf  die  singuläi'en  Flächen  zweiter  Ordnung  gewonnen  werden. 

Flächen  zweiter  Ordnung  mit  nur  einfachen  Punkten 
werden  durch  eine  der  folgenden  sechs  Gleichungen  dargestellt,  nnd 
schiefwinkligen  Coordinatensystem : 


■)  4+^+4+'=».    ">  ;i-7 


■11)  !-*  +  := 


VI)  i^  +  ^  +  s=o, 


^'  1-^+?+' 


nnd  zwar  liefert  1)  eine  imaginäre  Fläche,  II)  ein  hyperboliscbos  Hyper 
boloid,  III)  ein  hyporbolischea  Paraboloid,  IV)  ein  Ellipsoid,  V)  eii 
elliptisches  Hyperboloid,  VI)  ein  elliptisches  Parabel 


Kleiner«  Hittheilnngen. 

Die  Determinante  vierten  Gradfe  der  Functionen  von  4|<]1!  ist 
stets  von  Null  verflchieden,  bei  den  ersten  drei  positiT,  bei  d«n 
letaten  drei  negativ.  Die  ersten  Uiiterdeterminanten  (an  der  lin- 
ken oberen  Ecke)  dritten  und  zweiten  Grades  sind  bei  1)  und  IV)  beide 
positiv,  bei  II)  und  V)  nicbt  beide  positiv  [welcbes  variable  Glied  man 
auch  als  negativ  Dimmt];  bei  III)  nnd  VI)  ist  die  UntetdetermiD&nte 
dritten  Grades  null. 

Ua  diese  sechs  Arteogleicbiia  gen  ans  der  allgemeinen  Gleichung 
zveiten  Grades  durch  lineare  Transformation  gewonnen  werden  können, 
so  unterscheiden  sich  die  Determinanten  der  allgeuieinen  Gleichung  nn^ 
der  Artgleicbnng  nur  durch  das  Quadrat  der  Sabstitutionsdeterminanle 
als  Factor,  wodurch  die  oben  gefundenen  Eigenschaften  [+,  — ,  0]  keine 
Aendernng  erleiden. 

Es  sei  die  Gleicbnng  der  FlSche  zweiler  Ordnung 
u  =  «ia;  +  «,y  +  M3:  +  «,  =  0, 


»ob«i 


=  i  ^  ■=  q  *  +  c,  y  +  c,  I  +  c^ 


I 


'.     Die  obenerwähnten  Determinanten  sind 


.(«i.i). 


"(.'t'). 


», », 


=(«») 


und  die  ans  den  Artengleichungen  gewonnenen  Bedingungen  lauten: 
{abcd)  poaitiv,     (atc)  n.  (06}  beide  positiv,  imaginäre  Fläcbej 

„  (o6c)  =  0  [{ab)  negativ],  hyperbol.  Paraboloid ; 

„  „  (aftc)  u.  (afc)  nicht  beide  positiv,  „  Hyperboloid; 

{abcd)  negativ,    (abc)  a.(ab]  beide  positiv,  Ellipsoid; 

„  „  (a6c)  =  0  [{ab)  positiv],  elliptisch.  Paraboloid; 

„  „  (a6c)  u,(n6)  nicht  beide  positiv,  „  Hyperboloid. 

Um  zu  zeigen,    dass  diese  Bedingungen    nicht  nur  nothweD- 
dig,    sondern    hinreichend  sind,   wollen  wir  a  in  Quadrate  lim 


Functionen  1 
ung,  dasB  o, 


n  x|jr|i  zerlegen  1 
licht  null  ist. 


u  =  ia,x-i-a,y  +  ast  +  a 


nd  zwar  zunächst  nnter  der  Voranssetz- 


+  Kcj2'+2(.,ä,)s-K«,JJ, 
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wobei  die  vorkommenden  Determinanten  zweiten  Grades  folgende  Bedeu- 
tung haben: 


(ac)  = 


«1    «2 


(«1  ^^a)  = 


^1    ^3 


«1^4  = 


«1    «4 


Ist  (ab)  nicht  null,   so  können  wir  nach  Multiplication  mit  dem- 
selben ein  weiteres  Quadrat  absondern: 

a^{ab)u  =  (ub)[a^x  +  a^y  +  a^z  +  a;\*  +  [{ab)y  +  {ac)z  +  (ad)Y 

+  a,[{abc)z^  +  2{abd)z  +  {a,b^d,)l 

wobei  wiederum  folgende  Abkürzungen  gelten: 


(abd)=^ 


Ist  auch  (ahc)  Ton  null  verschieden,  so  dürfen  wir  dasselbe  als 
Factor  hinzufügen  und  gewinnen  dadurch  die  erstrebte  Zerlegung: 

a^{ab){abc)u  =  (ab)(abc)[a^x  +  a^y  +  a^z  +  a^* 

+  (abc)[{ab)y  +  (ac)z  +  (a4)y 
+  ai[{abc)z  +  {abd)y 
'\'ai{ab)(abcd). 


«l    «2    «5 

«l    <»«   «4 

Äj    6,   A3 

,    (01^,^4)= 

^    ^    ^ 

d^  rf,  rfj 

^1   ^«   ^4 

3) 


Setzt  man 

^  =  a^x  +  a^y  +  a^z  +  a^,     tl^  {ab)y  +  {ac)z  +  (ad),      i=^(abc)z  +  {ab(f) 

und  dividirt  unter  der  Voraussetzung,  dass  {abcd)  von  Null  verschie- 
den ist,  durch  ai{ab){abcd)^  so  wird 


4) 


w  = 


+  1. 


{abcd)"      a^{abcd)'.{abc)      a^(ab){abcd)i{abc)      {ab){abcd) 

Die  Gleichung  ti  =  0  ist  demnach  unter  der  Voraussetzung,  dass 
keine  der  Determinanten  (ahed)^  {fl^c)%  (fl^)f  ''i  verschwindet,  stets  in 
die  Form  (4)  =  0  überführbar  und  diese  deckt  sich  unter  unteren  oben 
angeführten  Bedingungen  mit  einer  der  Gleichungen  I),  II),  IV),  V). 
Die  Bedingungen  für  die  imaginäre  Fläche,  das  Ellipsoid 
und  die  Hyperboloide  sind  demnach  nicht  nur  nothwendig, 
sondern  auch  hinreichend,  abgesehen  von  den  nur  vorläufigen  Ein- 
schränkungen für  0}  und  zum  Theil  {ab\ 

Ist  (a6c)  =  0,  so  müssen  wir  bei  der  Gleichung  (2)  =  0  stehen  blei- 
ben und  erhalten  in  der  That,  wenn  wir 

a,[(abd)z  +  {a,b^d^)\^t' 
setzen,  die  erwartete  Gleichung  des  Paraboloids 

(fl6)S«  +  iy*  +  r=0, 

welches  je  nach  dem  Vorzeichen  von  (ab)  elliptiseh  oder  hjperboliseh 
wird.  Gleichzeitig  erkennt  man,  dass  (ab)  und  (abcd)  10  diesem  Falle 
stets  entgegeogesetzten  2^eheos  sind,  so  dass  die  Kenntnias  des  einen 
schon  hinreicht. 
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Uie  BeatlirUnknugen,  velcbe  bei  der  Anfstcllaog  von  1),  2),  3) 
und  4)  gcmactit  fiiod,  sollen  nnn  nach  ihrem  Wertbe  geprüft  «erdeD. 
Ob  t,  positiv  oder  negativ  geoomnieo  wird,  ist  villkürlicb  [vergl.  ScblS- 
mitch  a.  n.  O.  8.  221];  such  das  verschwindende  n,  wird  bei  der  Ver- 
laiiBchbarbeit  von  x  mit  y  oder  :  etwas  woseDtlicb  Neues  nur  HeferDi 
wenn  gleichzeitig 

a,  =  0.     K  =  Q,     c.  =  0,     d.  =  0, 
also 

J u  =  Oj  ly  +  ^,  X  :  +  f j  y  7  +  li,  3^  +  ./,  y  +  *fgt. 

Die  Determinante  Tereinfacbt  sich  dann  wesentlich   [Baltser,  Det.,  §5]: 


{abcd)  = 


c,   c,    0    da 
rf,  t^    dj,    0 


=  [a,d,  +  {--rf)J»-4o,djC,rf„ 


Will  man  keine  neae  Zerlegung  machen,  so  genügt  die  Substitalion 
%x=^x'-\-y',  2y  =  a;' — y'  mit  der  Determinante  — J,  nro  etn  "  zq  erhal- 
ten, dessen  erster  Coefficient  o',  nicht  verschwindet.  Die  neuen  Deter- 
minanten Bind  dann 

{ab'e'd')  =  ^{abcd),  (n'tV)  =  ^fl,c,e,,  (o'6')  =  — i^'i 
da  (ab)  hier  immer  negativ,  werden  wir  imaginSre  Flächen  und  Ellip- 
soide  nicht  erhalten;  ebenso  wenig  elliptische  Flächen,  da  {'ihcd)  stets 
positiv.  Es  bleibt  ein  hyperbolisches  Hyperboloid  fOr  den  F&ll, 
das«  G,  und  Cj  und  selbstredend  (4  von  Nnll  verschieden  sind;  ein 
hyperbolisches  Paraboloid,  wenn  eines  derselben  null  ist. 

Hbd   kann   aber   auch   unter  der  Voraassetzung,    daas   a,  nicht  null 
ist,  die  Zerlegung  in  Qu&drftte  ohne  voihei^ehende  Tiausfoimaüou  «us- 
rahren.     Es  ist 
2«,w  =  4(<i,a:  +  c,2  +  d,)Kif  +  c.«  +  d,)-4{c,«  +  <^)(c,j  +  d,) 

=  [«H(*+ff)  +  ('^.  +  0»  +  '^+''.l'-W(^-y)  +  {c,-c,}i  +  d,-d,l» 
-4[c,c,t»  +  (c,d,  +  Cjrf,)i  +  di<^]. 
Ist    nun   c,    oder  c^   unll ,    so   erhält  man   die  Gleichung  eines  hyperbo- 
lischen P&taboloids,  da  die  letzte  KUmroer  linear  ftlr  :  wird: 

V-v*+t'=o. 

Sind  c,  und  Cj  beide  von  null  verschieden,  so  können  wir  fortfahren: 

2«,c,c,ii  =  c,f,|»~c,c,V-[2r,c,s  +  c,d,  +  c,d,]*  +  (cd)» 
und  erbalten  die  Gleich ang  eines  hyperbolischen  Hyperboloids,  d«  immer 
nur  zwei  Qi>^^'>itA  eines  Zeichens  werden  können.  Die  für  o,  aogenoni- 
mene  Beschränkung  beeintrSchtigt  also  in  keiner  Weise  unsere  obigen 
Bedingungen;  dieselben  bleiben  nothwendig  und  sind  hin- 
reichend. 
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Ist  ferner  gegen  die  bei  2)  gemachte  Voraussetznng  (a6)  =  0,  so 
kann  an  seine  Stelle  (^^^3),  {ac)  oder  eine  andere  Unterdeterminante  von 
{abc)  treten.     Ein  besonderer  Fall  wird  es  aber  sein,  wenn  gleichzeitig 

Es  verschwinden  dann  nämlich  alle  Untevdeterminanten  zwei- 
ten Grades  von  (a6c),  dies  selbst  und  infolge  des  Verschwindens  aller 
Unterdeterminanten  zweiten  Grades  anch  {ahd)^  {acd)^  {^cd)^  somit 
{abcd)^  d.  h.  es  ist  in  diesem  Falle  (a6c)  =  0,  (a6c</)  =  0.  Die  Fläche 
zweiter  Ordnung  sowohl,  wie  der  Asymptotenkegel  sind  singnlär. 
Die  Gleichung  1)  geht  dann  über  in  die  Form 

d.  i.  die  Gleichung  eines  parabolischen  Cylinders,  für  den  wir  die 
nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  so  gefunden  haben. 
Ist  nun 

(a6)==ü,     (ac)  =  0,     (aiC3)  =  0,     (flrf)  =  0,     («1^3)  =  0, 

so  verschwinden  alle  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  von 
{abc)  und  (abcd)^  welche  nicht  cf^  enthalten,  und  (a6c)  und  (a6c</) 
selbst.     Die  Gleichung  1)  erscheint  in  der  Form 

d.h.:  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  reducibel  and  besteht  aus  zwei 
parallelen  Ebenen. 

(a6)  =  0,    («c)  =  0,    Kc3)  =  0,    («rf)  =  0,    (airf3)  =  0,    {a^d;)  =  {S 

sind  sechs  nothwendige  und  hinreichende  Bedingungen,  dass  die  Fläche 
zweiter  Ordnung  eine  Doppelebene  ist,  mit  der  Gleichung 

Dass  alle  anderen  Zerlegungen  in  diesem  Falle  zu  derselben  Gleichung 
führen,  liegt,  wie  das  Verschwinden  aller  Unterdeterminanten  von  (abc) 
bei  drei,  von  (ab cd)  bei  sechs  Bedingungen,  an  dem  symmetrischen 
Aufbau  von  {abc)  und  {ab cd). 

Die  bei  3)  gemachte  Voraussetzung,  dass  {abc)  von  Null  verschie- 
den sein  sollte,  wird  hinfällig,  sobald  wir  die  Gleichung  eines  Parabo- 
loids  vor  uns  haben.  Zu  betonen  ist  hier,  dass  {abc)  gegenüber  den 
anderen  Subdeterminanten  eine  besondere  Stellung  einnimmt,  deren  geo- 
metrische Bedeutung  noch  betrachtet  werden  soll. 

Ist  nun 

(a6c)  =  0    und    (a6d)  =  0, 

so  nimmt  die  Gleichung  2)  die  Form  an 

(«fr)5*  +  i?*  +  Kfr,rf4)  =  o» 

d.  i.  die  Gleichung  eines  Cylinders,  elliptisch  bei  positivem  {ab)^ 
hyperbolisch  bei  negativem  (a6)  [vergl.  Schlömilch  a.  a.O.  §  24]* 
Da  (flftc)  =  0  und  (a6rf)  =  0,  sind  die  SubdetetmiiiaiiV^ii  ^ab'^^  ^^>  ^^ 
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jiroportionirt  nnd  es  Terocbwinden  infolge  dieser  zwei  Bedingangaii 
alle  SnbdeterminaDten  dritten  Grades  von  {abcd),  «releb«  rf, 
nicht  entbalten.     (abcd)  ist  selbst  gleich  Nall. 

Int 

{abc)  =  t),     (aftd)  =  0,     (o,6,rf,)  =  0. 
eo  gebt  die  Gleichung  2)  über  in 

d.i.  die  Gleichung  zweier  Ebenen  mit  realet  endlich  ferner  Uurch- 
sebBittslioie-  Die  Ebenen  selbst  sind  imsgiaär,  wenn  [nli)  positiv  ist. 
Zu  bemerken  ist,  dAss  mit  (obc),  (abif),  {"/ff/^l  alle  Subdeteimi- 
nanten  dritten  Gradee  verschwinden,  wie  oben  bewiesen  ist  und 
wie  ersichtlich  gemacht  werden  kann,  wenn  man  setzt 

u  =  {ax  +  ljyi-ct  +  d)(a'x  +  b'!,  +  ct  +  d-), 
da  dann 


d'   d 


%[ttb. 


\(ab)  = 


\b  b'\\b'  b\ 


wo  {abc^i  (abc)  und  alle  anderen  Determinanten  höheren  als  zweiten 
Grades  als  Prodncte  schmaler  Determinanten  verschwinden.  Da  die 
Fliehe  zweiten  Grades  neun,  die  zwei  Ebenen  sechs  unabb&ngige  Uoef6- 
cienten  entbalten,  so  sind  drei  Bedingungen  nulbwendig  und 
hinTeichond,  dass  die  Fläche  zweiler  Ordnnng  ans  zwei  eich  schnei- 
denden Ebenen  beetebt, 

Ist  {abc)  nicht  nait,  so  wird  die  Gleichung  3)  noch  eine  Besonder- 
heit bieten  für  den  Fall 

{a6cd)  =  0; 
sie  geht  dann  über  in 

(<.6)(atc)i'  +  («ftc)T,»  +  «,£*  =  0, 
d.  i.  die  Gleichung  eines  Kegels  mit  dem  Centmm  |  =  0|i]  =  0|(=0, 
welches  real  ist,  wXhrend  der  Kegel  selbst  imaginSr  sein  kann  (vergl. 
SchlSmilch  a.  a.  0.  S.  222],  was  eintritt  fttr  den  Fall,  dass  (ab)  nnd 
(abc)  beide  positiv  sind.  Andernfalls  ist  es  ein  realer  Kegel, 
der  je  nach  der  Stellung  der  schneidenden  Ebene  in  einer  Ellipse,  Hyper- 
bel oder  Parabel  geschnitten  wird  [Baltzer,  Anal.  Geom.,  §  53]. 

Hiermit  sind  sXmmtItche  ordinSre  und  singnlSre  Flächen  zweiter 
Ordnung  erledigt.  Ehe  die  Bedingungen  zusammengestellt  werden,  soll 
noch  ein  Blick  auf  die  geometrische  Bedentitng  der  Delerminao' 
tan  {abcd}  und  {abc)  geworfen  werden,  der  ihren  Einflnss  auf  die  Ge- 
stalt der  FUche  zweiter  Ordnung  erklärt. 

[abcd)  ist  die  Heeae'sche  Determinante  von  u,  welche  fUr  die 
KrHmmnng  der  Fliehe  entscheidend  ist.  Da  dieselbe  conslant,  ist  auch 
die  Krdmmnng  der  Fliehe  eonatant,  nnd   zwar  entbKlt  die  FUche  nnr 


r  ellipliacbe  Punkte   bei    negativer  DeterminaDte ,    da  die  Krümmang  dann 

positiv-  nur  hyperbolische  Punkte  hei  positiver  Determinante;  {al/cd)  =  0 

macht  die  KrümmnDg  nnendlich,  die  FUcbc  geradlinig  zu  einem  Eegpl, 

Cylindrr,  Ehenenpaar   oder  Doppelehene  [vergl.  Baltzer  a.a.O.  §59). 

nie  Determinante  («ftc)    ist  die  Determinante  der  quadratischen 

Es  sei 

wobei 

dann  ist  ii  =  0  die  Gleichung  eines  Kegels  mit  dem  Centrnm  0|0|n  und 
der  unendlich  fernen  Geraden  der  Flüche  » =  0.  Dieser  Entschei- 
dungskegel,  deeaen  Kanten  denen  des  Asymptolenkegele  parallel  sind, 
gestattet  nun,  die  nnendlich  Terne  Linie  der  Fläcbe  zn  bestimmen 
und  darana  anf  die  Art  derselben  zu  achliessen. 

Wir  wenden  die  entsprechende  Zerlegung  wie  oben  an  und  erhallen 
nnter  den  VorFiusselzungea  a^  positiv  und  (ab)  nicht  null: 

2')  a,Ca6)t>=(ofi)K3;  +  «,y  +  a3:  +  rt,]'  +  [(«i)j,  +  (oc)r]"  +  «,(«ftc):=. 
Sind    nun    {al>)    und   {ahc)  beide  positiv,    so    ist    der  Kegel  und  die 
anendlich  ferne  Linie  imaginär.     Die  Fläche  igt  dann  imaginitr,  oder  ein 
Ellipsoid  oder  ein  imaginärer  Kegel  mit  realem  Centrnm. 
Sind  (ab)  und  {abc)  von  Null  verschiedet 
I  ist  der  Entscbeidongskegel  ein  realer  Kegel 
t  ein    realer  Kegelschnitt   und    die  Fläche  kam 
toder  ein  realer  Kegel  sein. 

Igt  {alic)  =  0.  so  ist  der  Kegel  redncibel  i 
^nen,  die  unendlich  feroe  Gerade  also  ans  zwei 

ind  diese  Gersden  imaginSr, 
I  Fläche  ist  ein  elliptisches  Parabolnid 


]icht  beide  positiv, 
I,  die  unendlich  ferne  Linie 
1  demnach  ein  Hyperboloid 

ind  besteht  ans  zwei  Ebe- 

Geraden.     Ist  {ab)  posi- 

r  Darclischnittspnnkt  real  und  die 

3er  ein  elliptischer  Gylioder,  oder 

\  sie  besteht  aus  zwei  imaginären  Ebenen  einer  realen  Geraden. 

Ist  neben  ('i6r)  =  0,  (ab)  negativ,  so  sind  die  unendlich  fernen  Ge- 
en    real    und    die  Fläche  ist   ein    hyperbolisches  Paraboloid    oder    ein 
I  hyperbolischer  Cyliuder,  oder  besteht  aus  zwei  realen   Ebenen. 

Ist  (o6}  =  0,  80  kann  die  Gleichung  1)  benutzt  werden  und  liefert 
Besonderheiten,  wenn  daneben  (<tr)  =  t),  i.i,r^)  =  ();  dann  muss  sie 
I  aber  an  Stelle  von  2)  treten.  Der  Kegel  ist  dann  höchst  redncibel  und 
i  besteht  aus  einer  Doppelebene,  die  unendlich  ferne  Gerade  aus  einer 
I  Doppelgeraden  und  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  ein  parabolischer 
I  Cylinder  oder  bestebt  aus  awei  parallelen  Ebenen,  welche  eudlich  auch 
I  lusammeo fallen  können. 

;   ist   die  geometrische  Erklärung  der  Bedingungen,    soweit  sie 
Jim»  dem  Entscbeidungskegel  entnommen  werden  konate^  ^alieCweC 
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gewonnene  Resnltnt    ist   folgendes,    giltig  für  schiefwinklige  wie  recht- 
winklige Coordinalensysteme: 

Iflt  »=tO  die  Gleichang  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  in  welcher 
JE*  einen  positiven  Coefficienten  hat,  und  ist  [ahcd)  die  ans  den  zweiten 
Ableitungen  [hier  Coefficienten]  gebildete  Hesee'sche  Determinante, 
(ttbc),  (ab)  a-  8.  w.  entsprechende  Sabdeterminanten,  eo  sind  die  noth- 
wendigen  and  hinreichenden  Bedingangen  fOr  die  15  Art«n 
der  Fischen  zweiter  Ordnung  folgende: 

A.  {abed)  positiv:  die  Fläche  ist  hyperbolisch; 

B.  (a6c(f)  negativ:  die  FlSche  ist  elliptisch; 

C.  (a6cd)  =  0:  die  FUcbe  ist  singalSr. 
(ab«)  nnd  (ab)  beide  positiv: 

1)  A.  die  Fläche  hat  nnr  tnaginfire  Punkte, 
IV}  B.  Ellipsoid, 

VII)  C.  ein  imaginärer  Kegel  mit  realem  Centn; 
(abc)  nnd  (ab)  von  Null  verschieden,  aber  nicht  beide  positiv: 

II)  A.  hyperbolisches  Hyperboloid, 

V)  B.  elliptisches  Hyperboloid, 
VIII)  C.  realer  [elliptischer]  Kegel. 

(abc)  =  0:    a)  (ab)  negativ,    ß)  (ab)  positiv; 

III)  a)  hyperbolisches  Faraboloid, 

VI)  ß)  elliptisches  Faraboloid. 
(a6c)  =  0,  (abd)  =  0: 

IX)  «)  bypeiboliecber  Cyltnder, 

X)  ß)  elliptischer  Cylioder. 

(fflöc)  =  0,    (abd)  =  0,    («»,ft»rf4)=0: 

XII)  ff)  Bwei  reale  Ebenen  einer  Geraden, 
XIII)  |9)  swei  imaginäre  Ebenen  einer  realen  Geraden. 
(«6)  =  0,   {ac)=0,   Ke,)  =  0: 

Xi)  paraboliacber  Cylinder. 
(ab)  =  Q,    («c)  =  0,    (<.<0  =  0,    (<..c,)=J),    (a,d,)  =  0: 

XIV)  zwei  parallele  Ebenen. 
(a6)  =  0,   («c)  =  0,   (<irf)=0,   Kfj)  =  0,   (oirf8)  =  0,   («,rf,)  =  0: 
XV)  eine  Doppelebene. 
Berlin,  Jnli  1884.  A.  Thabb. 


XXTL  Bemerkung  über  den  EllipBcnqoadranten. 
Bezeichnet   CA^a   die   grosse,    CB  =  b   die   kleine   Halbaxe,    y  die 
Amplitude  des  Fagnano'schen  Punktes  D,  nnd   E  die  Qnadranten länge, 
«9  i»t  bekanntlich 
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\  — 


arc  BD  ^  arc  AD=^a  —  6 , 
arcBD  +  arcAD=     E. 

Aus  dcD  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  E=2  arc  BD^a  +  b^  d.i. 

y 

0 
Mittelst  der  Substitution 

tanq)ssstany,t^=  y   —  •  / 
ergiebt  sich  weiter 


0 
und  durch  theilweise  Integration 


E=2a,fj/^^,.ät-a  +  ö 


J  V{a  +  bfl)(b  +  al*) 
0 

Wegen  a*+b^>2ab  ist  der  Radicand 

{a  +  bi^){b  +  afl)  =  ab  +  {a*+b^fl  +  ab(*>ab{l  +  t*)\ 

daher 

1 

2)  E>a+b^2j/Tbf^^', 


0 

andererseits  folgt  ans  1),  wenn  der  Satz  >^«/J<i(«  +  /?)  für  a  =  a  +  bt* 

und  ß  =  b  +  afi  benutzt  wird, 

1 

3)  £<«+,___y__. 

0 

Nach  Ausführung  der  auf  /  bezüglichen  Integration  ergiebt  sich  das  nicht 
üble  Resultat 

4)  a  +  6-(2-i«)i^<Ä<a+6-(2-iw)Ä, 

worin  g  das  geometrische,  h  das  harmonische  Mittel  zwischen  den  Halb- 
axen  bedeutet. 

Den  Genauigkeitsgrad  der  Ungleichungen  4)  zeigt  die  nachstehende 
l'abelle ,  worin  a  =  1  und  zur  Abkürzung 

l  +  Ä-(2-i7r)^=^^,     l  +  6-(2-|«)Ä=^A, 

E'^  E^=^  ^g^  E  —  ^k^^^  ^h 

gesetzt  ist. 
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Das    «weite    Beispiel    erhält    man    dnrch    die   Norm  alenre  gel  Bächen, 
i  Basie  ein  ebener  Schnitt  dpa  Ellipsoids  ist.     Eb  sei  nXmlicIi 


die  Oleichnng  des  Ellipsoids, 
ziehe  man  die  Normale  nnd 
dnrch  die  Belatioaen 


In  dem  Punkte  Soder  (|,  t;,  £)  desselben 
bestimme   auf  ihr   einen  Punkt  M{x,y,  :} 


l  +  T 


(m  ist  ein  Parameter,  welcher  die  Lage  von  M  anf  der  Normale  dareh 
die  Gleichung  bestimmt  m*=  SM.p,  wo  p  der  Abstand  der  Tangentwl- 
ebene  in  S  vom  Mittelpunkte  ist),  so  erhSlt  man  ans  1)  nnd  2) 


■•(>+")"  K'+^T  <>+?)' 


=^1. 


Für  «inen  bestimmten   Wertb  von  m  ist  3)  die  Gleichung  eines  El- 
lipsoids, anf  welchem  der  Punkt  M  liegt;  durch  Veränderung  des  Para- 
e  Reibe    von    Ellipsoiden,   welche   ich  System- 
ie    Durchschnittsponkte  jeder  Normale   tob  1) 
mit  ihnen  bilden  ein  affin  -  veränderliches  Sj>stem- 


erhSIt   I 


Iflt  I 


4) 


=  J 


irgend  eine  Ebene,  welche  1)  tu  der  Ellipse  £  schneidet, 


.(,  +  ^*)       B(,  +  f)       c(l  +  J) 


die  dieser  Ebene  entsprechenden  Systemebenen,  wovon  jede  das  einem 
bestimmten  Parameter  m  entsprechende  Systemellipsoid  in  einer  Ebene 
schneidet;  alle  diese  Ellipsen  liegen  anf  der  RegelflXche,  welche  von  den 


Nonulis 

Ton  1)  geb 

det  wird,  deren  Fnssp 

E  liegen. 

Man  setze 

nun 

6) 

H'+5> 

-.  K'+^>-. 

■0  erbalt 

man  durch  Elimination  von  m 

T                 Z 

»'■/     c^V 

') 

Z                X 

Z                 T 

,/-f          ..-6. 

inf  dem  Umfang  von 
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Es  sei  0  die  Spitze  eines  rectangnlären  Trieders,  dessen  Kanten 
die  X-,  ^-,  2-Axe  genannt  werden  sollen.  Alle  übrigen  Schmiegungs- 
ebenen  schneiden  die  drei  Ebenen  dieses  Trieders  je  in  den  Tangenten 
einer  Parabel,  z.  6.  die  xy- Ebene  in  der  Parabel  P.  Ist  also  0'  die 
Spitze  eines  zweiten  Trieders,  so  bilden  dessen  Durchschnitte  mit  der 
xy-Ebene  ein  Dreieck  ABCy  dessen  Seiten  P  berühren  und  dessen  Höhen- 
durchschnitt  H  somit  auf  der  Directrix  von  P  liegt,  welche  durch  0  geht, 
weil  P  die  x-  und  die  y-Axe  berührt.  Nun  ist  H  die  Projection  von  (/ 
auf  der  xy -Ebene,  also  liegen  die  Spitzen  sämmtlicher  Trieder,  0\  0",  . .., 
auf  einer  durch  OH  und  die  z-Axe  gehenden  Ebene,  weil  ihre  Projec- 
tiouen  H%  H"  u.  s.  f.  auf  der  Directrix  0  ff  liegen.  Ebenso  beweist  man, 
dass  die  Triederspitzen  0\  0",...  auf  einer  durch  die  y-Axe  und  die 
Directrix  der  Parabel  in  der  xz -Ebene,  und  endlich  auf  einer  dritten, 
durch  die  x-Axe  und  durch  die  Directrix  der  Parabel  in  der  yc- Ebene 
gehenden  Ebene,  also  auf  einer  durch  0  gehenden  Geraden  liegen, 
d.  h.: 

Die  Spitzen  sämmtlicher  rectangulären  Trieder  von 
Schmiegungsebenen  der  cubischen  Parabel  liegen  auf  einer 
Geraden. 

Diese  Gerade  kann  man  also  die  Directrix  der  cubischen  Parabel 
nennen.     Aus  dem  Gesagten,  geht  weiter  unmittelbar  hervor: 

Die  Projection  der  Directrix  einer  cubischen  Parabel 
auf  irgend  einer  Schmiegnngsebene  ist  die  Directrix  der  in 
dieser  Ebene  enthaltenen  Parabel. 

Der  um  das  Dreieck  i^i^C  beschriebene  Kreis  geht  durch  den  Brenn- 
punkt der  Parabel  in  der  xy- Ebene;  ein  zweites  Trieder  0'  schneidet 
diese  Ebene  in  einem  andern  Dreieck  a'B'C\  dessen  Umkreis  ebenfalls 
durch  den  Brennpunkt  geht  u.  s.  f.,  oder: 

Bei  einer  cubischen  Parabel  mit  Directrix  wird  jede 
Schmiegungsebene  von  allen  rectangulären  Triedern  in 
Dreiecken  geschnitten,  deren  Umkreise  durch  denselben 
Punkt  gehen,  nämlich  durch  den  Brennpunkt  der  dieser 
Schmiegungsebene  entsp  rechen  den  Parabel,  und  deren 
Höhendurchschnitte  auf  einer  Geraden,  der  Directrix  dieser 
Parabel,  liegen. 

Für  die  cubische  Parabel  mit  Directrix  giebt  es  zwei  specieile  Bei- 
spiele; das  erste  ist  in  dem  Satze  enthalten  (s.  den  Aufsatz  über  die 
Krümmung  der  Flächen,  diese  ZeiUchr.  Bd.  XXIX  8.  129): 

„Die  Mittelpunkte  0  aller  Ellipsoide  (oder  centrischen  Flächen 
zweiten  Grades),  welche  irgend  eine  Fläche  in  einem  Punkte  5  in  dritter 
Ordnung  berühren,  liegen  auf  einer  bestimmten,  durch  •$  gehenden  Ge- 
raden SO,  und  ihre  Hauptebeoen  sind  die  Schmiegungsebenen  einer 
cubischen  Parabel,  deren  Directrix  SO  ist. 
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XXVm    Nachtrag  zur  Abhandlang:  „Üeber  dia  KrUmmungsmittel- 

pimkte  der  Polbahnen  ". 

(Diese  ZeiUclirift,  Bd.  XXIX  S.  212  flg.) 

(Hierzu  Taf.  IS  Fig.  4  n.  6.) 

Die  CoDstrHction  der  Krümmungsmiltelponhte  der  Polbahnen,  welche 

ich  iD  dieaer  Zeitechrift  Bd.  XX!X  S.  218  gegeben  habe,  läaat  eine  Ab- 

andening   su,    welche  im  Folgenden    mitgetheilt    werden  soll.     Zn  dieBer 

modificirten  Constrtiction   gelangen  wir  durch  Benntiang  eines  einfachen 

plaoimetriachea  Satzes,    auf  den    meioea  WisaeoB  bisher  noch  nicbt  anf- 

merksam    gemacht    worden    iat;   die  Ableitang    desielben    mag  daher  hii 

Platz  finden. 

Ziehen  wir  in  dem  Paralleltrapea  ^,rf,Ä,Ä,  (Fig.  4  Taf.  IX)  durch 
deu  Schnittpunkt  ('„  der  beiden  Diagonalen  eine  Parallele  zn  A,A^, 
»iehentiicb  ß,  ß„  daoti  ist  der  reciprokf  Werlh  der  Streck» 
(,\C,  =  t'pC',  gleich  der  Summe  der  reciproken  Werlhe  . 
Strecken  A^A^  und  B^P^.  Der  Beweis  fflr  die  Richtigbeit  dieses 
Satzes  ergiebt  sich  sofort,  wenn   man  beachtet,   dass 

A  J,PiC6~  A^t  ß,#j    und   A^,C,  C^fNj  Aßi-^i-'a- 
Oena  es  ist  deman folge 

A,c\  =  c;c,-^^.   B,c,  =  irc,S., 

nnd  durch  Addition  beider  Relationen  erhilt  man 

also,  wie  behanptet, 

C^C,      A^Jj      Bift^ 

Legt  man  dnrch  den  Schnittpankt  der  beiden  nicbt  parallelen  Seiten 
des  Trapezes  einen  Parallelstrahl  zu  A^A^  bes.  B^B^,  so  wird  letzlerer 
von  den  beiden  Diagonalen  in  zwei  Punkten  getroffen,  deren  Enlfernong 
durch  den  Schnittpunkt  der  nichtparalleleu  Seiten  des  Trapezes  in  zwei 
gleiche  Theile  zerlegt  wird;  es  lässt  sich  ganz  analog  dem  VorhergeheD- 
den  nachweisen,  dasa  der  reciproke  Wertfa  eines  aolcben  Theiles  gleich 
der    Differenz   der   reciproken   Wertbe    der  Strecken  B^B^   und  AyA^    ist. 

Was  nnn  den  eigentlichen  Gegenstand  dieser  Mittheilnng  anlangt, 
so  bemerken  wir,  dase  wir  die  in  der  cltirten  Abhandlung  erhaltenen 
Resnltate  als  bekannt  voranssetzen  und  deshalb  die  gleichen  Bezeich- 
nungen wie  früher  benutzen.  Auf  8.  218  wurde  gezeigt,  dass  auf  dem 
durch  das  Momeutanceutrum  M  gebenden  Strahle  MG,  welcher  zu  T> D^ 
bez.  EEf,  parallel  ist  (Fig.  5),  ein  Pnnkl  ä  esistirt,  dessen  Verbindungs- 
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Btrahlen   mit    D  und    E  die  Polbahnnormale  ^/Z>q  iu   den    beiden  Krüm- 

mungsmittelpunkten  Kp  und  K^  der  Polbahoed  schneiden.     Dieser  Punkt 

H  Usst  sich  unter  Verwendung  des  oben  angeführten  Satzes  direct  finden, 

d.  h.   ohne  Zuhilfenahme  der  Punkte  G   und  J.     Beachten    wir  nämlich, 

dass 

AKpMHco£:^KpD^D 
ist,  so  folgt 

MKp :  MH  =  KpD^iDD^  =  M  D^  —  M  k^ :  DD^-, 

setzen  wir  hierin  der  früher  eingeführten  Bezeichnung  gemäss  MKp  =  gp^ 
so  ergiebt  sich  demnach 

1    _    mdI         l 


Auf  S.  220   fanden  wir  nun  für  —  den  Ausdruck 


i^^iwü  +  Wß)''''^^'''''''^ 


welcher    unter    Berücksichtigung    des    Umstandes,    dass    q>^  =  L  D^M  1)^^^, 
(P^=^LDqMD^=s  L Dq^MD  ist,  auch  in  der  Form 

1  !   1 


geschrieben   werden   kann.     Letzteren  Werth   in   den  Ausdruck  für  -=7-= 
eingesetzt,  giebt 

1 L+    *^o   . 


MB      DD^      ME^.ÜD^' 

wegen    der    Aehnlichkeit    der   Dreiecke   MDD^   tind   MEE^    erhält    man 
schliesslich  ^ 


Ziehen  wir  nun  durch  den  Schnittpunkt  S^  der  Diagonalen  des  Parallel- 
trapezes DEEqDq  eine  Parallele  zu  DDq  bez.  EEq^  welche  DE  in  S  treffen 
mag,  so  ist  auf  Grund  des  vorher  bewiesenen  Satzes 

s^s    duJee^' 

wir  erkennen  somit,  dass  MH=SSq  ist.  Da  aber  MH  parallel  zu  DDq 
gezogen  wurde,  so  finden  wir  H  direct,  indem  wir  von  dem 
Schnittpunkte  Sq  der  Diagonalen  des  Paralleltrapezes  DD^E^E 
ein  Perpendikel  auf  MN  fällen;  letzteres  trifft  den  durch  M 
parallel  zu  DDq  gelegten  Strahl  in  dem  gesuchten  Punkte  H. 

Zürich,  October  1884.  M.  Grübler. 
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XXIX.   Notiz  über  die  Lambert' sehe  Reihe. 


1 

daGG  sich  dia  I 


Allem  Aoecliein  nach  ist  bUher  Dobcmerkt  gebliebeD,  daGs 
Lambert'sche  Keibe  io  ein  bestimmteG  Integral  nniBetzen  lagst,  wclchi 
die   elliptiBcbe  Fnnction    5i'n*anii'   enthält,     Maltiplicirt   man   uKmlich  dia 
bekannte  Gleichung 


mit  l{l  —  2q  cosx -i-g^)  tlx,  integrirt  zwiecben  den  Grenzen  x  =  0,  J;  = 
und  benatzt  die  bekannten  Fortoeln 

h  ö 

so  erhält  man 

0 

Die    auf   der   rechten   Seite    stehende  Reihe    geht   in    die  Lambett'ai 
Reibe  Über,  wenn  g  dnrcb  }/q  ersetzt  wird,  Schlömilch 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Die  arabische  Tradition    der  Elemente  Enklid's. 

Von 

JoH.  Ludwig  Heiberg 

in  Kopenhagen. 


Hierzu  Taf.  111  Fig.  4  — 6. 


L  Es  ist  bekannt,  mit  welchem  Eifer  die  Araber  die  griechische  Fach- 
wissenschaft aufnahmen ;  so  giebt  es  kaum  ein  einigermassen  bedeutendes 
Werk  eines  griechischen  Mathematikers,  das  nicht  von  ihnen  ins  Ära. 
bische  übersetzt  und  commentirt  worden  wäre.  Aber  von  alP  dem  Reich- 
thum  ist  nur  sehr  wenig  gedruckt  und  noch  wenigeres  in  solcher  Weise, 
dass  es  auch  dem  Nichtorientalisten  zugänglich  wäre.  Was  bekannt  ge- 
macht worden,  ist  sehr  dazu  geeignet,  zu  zeigen,  welch'  ein  ergiebiges 
Feld  hier  noch  brach  liegt.  Es  muss  daher  die  sorgfältige  und  anregende 
Abhandlung  von  Herrn  Dr.  Klamroth  „Ueber  den  arabischen  Euklid" 
(Zeitschrift  der  deutschen  morgenländischen  Gesellschaft  XXXV,  1881, 
S.  270  —  326)  von  allen  Denen  mit  Freude  begrüsst  werden ,  die  sich  mit 
der  Geschichte  der  Mathematik  beschäftigen.  Dies  ist  um  so  mehr  der 
Fall,  als  der  Verfasser  S.  326  zu  dem  Resultat  gelangt,  dass  26  Sätze 
nebst  mehreren  Definitionen ,  Scholien  und  CoroUarien  im  griechischen 
Euklid  unecht  seien,  und  dass  viele  Sätze,  besonders  im  stereometrischen 
Theile,  ursprünglich  weit  einfachere  Beweise  hätten.  Ein  so  durchgrei- 
fendes Resultat  berechtigt  den  Verfasser  zu  der  Forderung,  ein  künftiger 
Herausgeber  Euklid's  müsse  sich  auf  die  eine  oder  andere  Weise  mit  der 
arabischen  Tradition  abfinden.  Das  werde  ich  meinerseits  hier  versuchen, 
da  in  der  Gesammtausgabe  der  Werke  Euklid 's,  die  Herr  Prof.  H.  Menge 
in  Mainz  und  ich  unternommen  haben,  die  Elemente  mir  zugefallen  sind. 

Zuerst  werden  wir  von  Herrn  Klamroth  darüber  belehrt,  dass  die 
herrschende  Ansicht,  als  ob  Campanus  die  arabische  Uebersetzung  ziem- 
lich treu  wiedergebe,  irrig  ist.  Von  den  Elementen  hatten  die  Araber  zwei 
Uebersetzungen,  die  desHajjaj  (c.  800)  und  deslsbak  ben  Hunein 
(c.  900).     Von  der  ersten  besitzen  wir  die  Bücher  I — VI  allein  im  Cod« 

Hiit.-lit.  ÄhtbJg.  d.  ZeittobT.  f.  M«th.  n.  Phyt.  XXIX,  \ .  ^ 
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Leideusis  965  (geschr.  im  J.  1144/45]  nnd  XI  — XIII  vieUeicbt  im  C«m]. 
Haan.  Sl  (Saec.  XIII),  die  zweite,  von  Thabit  ben  Korr»  verbessert, 
giebt  Bod!.  279  {geecUr.  1238)  vollständiK  (Lib.  I  -  XIII),  wSlirend  Hauo. 
81  nur  V— X  entbält;  die  nicbtenklidiscbeu  Büdipr  XIV  nml  XV,  von 
ELosta  ben  Lnca  übersetzt,  sind  im  Bodl.  279  nnd  HaiiD.  Sl  tuibalten. 
Die  drei  genaunten  Handacbrifteii  baben  Herrn  Klamrotb  voigelcgen, 
nud  er  hat  gefanden,  dass  die  lateinische  Ueberaetzung  des  CaupanaB 
weder  mit  der  einen,  noch  mit  der  andern  der  echten  arabischen  Uebet- 
setsungen  stimmt. 

Der  Verf.  berührt  bei  dieser  Gelegenheit  ancb  die  oenerdiogs  viel- 
fach bebandelte  Frage  über  das  VerhSllnias  zwischen  Adelhard  von 
Bath  nnd  Campanus,  aber  seine  Bemerkungen  hierüber  wollen  wir  hier 


enlweder  h»t 

rungeu    nnil    nameotlicb    Zaaätse 

rerscbollene    arnbiitehe  Re[^ensioD 

a  meinen  „Studien  Über  Euklid" 

ihen  Ueberlieferung  für  die  Teitkritik 

Campanus,  nicht  IXir  die  uiaprüng- 

Für  diese  mass  die  Untersncliung  von 


I  Dilemma  kommt  (S.  274); 


'-  jetzt 


nicht  näher  herilcksichtigei 
Campanus  betreffend,  zn 
Adelhard.Campanas  selbst 
gemacht ,  oder  er  benutzte  eiui 
der  Elemente.  Jedenfalls  gilt,  ' 
Gap.  I  Über  den  Werth  der  aral 
-  der  eioixtia  gesagt,  fortan  nur 
lichnu  arabischen  Debersetznngei 
▼um  augefangen  werden. 

Der  Verf.  zeigt  nun  an  Beispielen  8.  311  flgg.,  das«  Hajjaj'a  Ueber- 
eelzuag  rückalcbdicb  der  Treue  weit  hinler  Isbak  zurückbleibt,  iudero 
Hajjaj  eher  „ein  bequemes  Scbulbncb",  als  „ein  treues  Abbild  des 
Originals"  geben  wollte.  Sonderbar  ist  es,  dass  die  Bücher  XI~XIII 
im  Hsnn.  81,  die  nach  der  Snbscription  der  Hajjaj'ßchen  L'ebersetznng 
angehören,  sehr  wenig  von  der  Uebersetznng  des  Isbak  abweichen  Ob 
der  Verf.  mit  seiner  Vermnthung  S.  304 — 305  hierüber  das  Richtige  trifft, 
lasse  ich  dahin  gestellt. 

Diese  beiden  Uebersetzungen  sind  noch  ungedruckt,  und  wir  erfahreD 
Überhaupt  erst  durch  diese  Arbelt  Klamrotfa's  Näheres  über  ihre  Be- 
schaffenheit. Gedruckt  sind  nur  die  XIII  (in  einigen  Exemplaren  gar 
nur  XII)  Bücher  in  der  Bearbeitang  des  Nasireddin  Tusi  (Romae 
1^94).  Diese  XIII  Bücher  enthalten  452  Sütze.  Rechnet  man  dazu  für 
die  zwei  letzten  Bücher  nach  Codd.  Pariss.  1129  u.  l2ll>,  die  einen  Auf- 
zug der  vollstilndigea  Bearbeitung  Nasireddin's  bieten,  16  Sätze,  so 
ergiebt  sich  für  Nasireddin  die  (lesammtzabl  von  468  Sülzen,  die  von 
Haji  Khalfa  I  S.  383  für  Hajjaj's  Uebersetzung  bezeugt  ist.  Klam- 
rotb schliesst  hieraus,  dass  Tnsi  die  Üebersetzuug  de»  Hajjaj  zu 
Grunde  legte.  Es  scheint  mir  aber  sehr  zweifelhaft,  ob  wir  aus  Tnsi 
durchaus  auf  den  Bestand  der  Sätze  bei  Hajjaj  ecbliesscn  dürfen.  An 
der  einzigen  Stelle  nämlich,  wo  sichere  Controle  möglich  ist,  scheint 
keine  Uebereinstimmung  zn  sein.     Denn  bei  Tusi  fehlt  VI,   12  (S.  277 
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«efat  nnrichtig  VII,  12),  während  er  bei  Hajjaj  (Cod.  Leid.)  da  Ut, 
'enigEteos  wenn  os  erlaubt  ist,  ans  dem  Scbweigen  Klamroth'a  einen 
ziehen.  Umgekehrt  fehlt  im  Leid,  dem  I.  nnd  III.  Buche  je 
ein  Sau  (S.  273).  was  bei  Tnsi  nicht  der  Fall  ist.  Auch  fUbicn  Tusi's 
Worte  bei  Haji  Kbalfn  I  9.  3S3  eher  Jsranr,  dass  Tnsi  ans  beiden 
Uebersetziingen  mit  Ausscheidung  der  unechten  Zusätze  sich  seine  Re- 
censiun  gebildet  {Jicil  se.  quae  de  archelj/po  m  edilionibus  laudnlis  iwe- 
nianiur.  ah  iis  scfiarasse,  qune  nceesserinl).  Bis  also  weitere  Forachnngen 
das  VerbältuisB  des  Tnsi  au  Hajjaj  feststellen,  wissen  wir  über  Bajjaj 
Nichts,  als  wna  der  Leidensis  giebl;  namentlich  ist  es  nicht  sicher,  dass 
jHajjaj  wie  Tnsi  X,  28—29  wegliess. 

Ishak's  UeberseUung  enthält  47S  Sätze  (vergl.  Haji  KhaUa  I 
383,1,  indem  hier  VI,  12;  X.  28  —  29  nicht  wie  bei  Tusi  fehlen  und 
'XIII,  1  —  3  sechs  Sätze  bilden;  dazu  Itat  Ishak  noch  vier  gStze,  die 
weder  der  griechische  Text,  noch  Tusi  kennen  (ilberselzt  bei  Klamroth 
8.  278flgg.).  Dass  diese  vier  S&lze  unecht  sind,  ist  gar  nicht  zn  be- 
Bweifela.  Warum  Klamroth  S.  279  „überzeugt  ist,  dass  sie  von  Ishak 
liner  griechischen  Vorlage  vorgefunden  worden",  sehe  ich  nicht  ein. 
Von  den  bisher  genannten  Abweicbungeu  abgesehen,  stimmen  Hajjaj 
,{bo  weit  wir  ihn  kennen),  Ishak  und  Nasireddin  vollständig  üherein 
;nd  ihr  Euklid  weiuht  vielfach  von  unserem  grieoliischen  ab.  Ua  nun 
^die  arabische  Tradition  bis  ins  Vlll.  Jahrhundert  hinaufreicht  und  unsere 
Ältesten  Handschriften  dem  IX.  angeboren,  verlangt  KUmrotb  „aus 
historischen  Gründen"  (S.  2S0),  man  solle  dem  arabischen  Euklid  mehr 
Glauben  schenken  als  dem  griechischen  der  Handschriften-  Man  könnte 
hier  sofort  einwenden  wollen,  dass  Cod.  Vatican.  Gr.  19U  allem  Anschein 
nach  eine  vortheonische  ßeceusion  enthitlt  (Studien  über  Euklid,  Seite 
177flgg0)  "^^  B'^  ^^^°  '"'^  <'^<'  Theonischen  Handschriften  stimmt,  müsse 
man  annehmen,  dass  wir  den  Text  hätten,  wie  ihn  Theon  im  IV.  Jahrb. 
las.  Aber  dieser  Umstand  allein  vermag  nicht  die  Ansicht  Klamroth's 
zn  erschüttern.  Wenn  sonst  Nlclits  gfgen  ihn  einzuwenden  wäre,  müssten 
wir  eher  die  Integrität  der  Redaction  im  Vatic,  J90  aufgeben,  und  dio 
Meinung  annehmen,  wofür  auch  sonst  Einiges  sprechen  könnte,  dass  die 
vortheonische  Redaction  im  Vatic.  I<)0  durch  Einmischung  der  Theo- 
nischeu  Vnlgala  uontaminirt  sei. 

mnn  den  Verf.  auf's  Wort  nehmen  wollte  (8.280:  „sofern 
lieb  keine  griechische  Handschrift  der  Elemente  widerlegt,  die  bis  ins 
'111.  Jahrhundert  hinaafreicht"),  wllre  freilich  die  Widerlegung  sehr 
liebt.  Denn  es  giebt  eben  eine  solche  griechische  Handschrift,  den 
'ftlimpsest  in  british  Museum  (Add.  17211)  ans  dem  VII.  oder  Anfang 
[^es  VIII.  Jahrhunderts  (Wright:  Cslaloguo  of  Syriac  ms.  in  ihe  Br.  M. 
S.  549).  Ich  habe  die  fünf  werthvoUcn  Blatter  im  .Sommer  ISS2  eol- 
ttionirt  und  werde  nächstens  meine  X.egaag,,^l|i^^^|^lttkftijAiv.   U.\%v 


I 
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will  ieli  nur  das  fttr  die  votliegende  Frage  Wichtige  vorgreifvod  in  Mer 
KUrss  geben.  Von  X,  17.  der  im  Arabischen  fehlt,  finden  «ich  ita 
PalimpBCBt  swei  Fragmente  {ed.  Augast  11,  S.  18,  23-30  und  S.  J9,  » 
bi«  zum  Scblois).  X,  S2  bat  im  PaliinpsPBl  die  Kammer  na  [81);  an- 
möglich können  also  im  Palimpsesl,  wie  im  Arabischen,  vorher  «cht  Sitae 
gefehlt  haben;  auch  in  den  übrigen  griecbiacben  Handst^hriflen  ist  der 
Satz  öfters  als  81  nomerirt.  Von  X,  113  —  114,  die  im  ArabiKchen  fehlen, 
bat  der  l'alimpsest  Folgendes  erhalten:  August  II,  S.  139,  1  bis  znta 
Schluse  und  X.  114  (als  piy)  bis  S.  140,  30.  XlII,  14  ist  aU  i9  nnme- 
tirt  (ohne  Zweifel  waren  die  analytischen  Beweise  für  Propp.  1  —  5  be- 
Konders  numerirt)  j  bei  den  Arabern  ist  er  Prep.  S.  Noch  wichtiger  ist 
es  aber,  dass  der  Palimpsest  auch  in  den  Lesarten  ziemlich  mit  unseren 
Hnndechriften  stimmt;  namentlich  ist  die  Aehnlichkeit  mit  dem  alten 
Bodleianns  überraschend.  Aber  selbst  wenn  wir  diesen  positiven  Beweis 
nicht  hütteu,  könnten  vir  mit  Gewissheit  behaupten,  dass  unsere  Hand- 
scbrifteo,  wornnter  mehrere  ans  dem  IX. —  X.  Jahrh,  sind  und  in  wesent- 
lichen Punkten  übereinslimmen,  ohne  nach  demselben  Original  abgeBcbrie- 
ben  zu  sein,  eine  Bedaclion  reprilsentiren ,  die  an  Alter  der  arabischen 
fast  gleich  kommt.  Aber  wenn  auch  die  ,, historischen  Gründe"  Klam- 
riith's  Bomit  wegfallen,  scheint  mir  die  Frage  doch  noch  nicht  erledigt, 
da  der  Zeitunterschied  zwischen  dem  Palimpsest  und  der  ältesten  arabi- 
Hcben  ücbecsetzung  so  gering  iet  (etwa  1   Jahrhundert). 

Ifefcannilicfa  können  wir  aber  Btellenweise  die  griechische  üeberlieterang 
weit  hSher  hinauf  verfolgen  durch  Citate  bei  älteren  Schrif^tellern ,  and 
einig«  dieser  Ct täte  widersprechen  bestimmt  der  arabischen  Tradition.  Da 
die  Abweichnngen  in  den  späteren  Bttcbern  am  häufigsten  sind,  wo  die 
Citate  am  spärlichsten  vorkommen  (besonders  das  X.  Buch  wird  äusserst 
selten  citirt),  kann  die  Zahl  der  Beweisstellen  nicht  gross  sein.  Wenn 
aber  die  Glaubwürdigkeit  der  arabischen  Ueberlieferung  auch  nur  an  einer 
Stelle  ernstlich  «rschüttert  ist,  so  gewinnen  die  angeführten  relativen 
GrHnde  einen  erhöhten  Werth,  und  das  Eine  mit  dem  Andern  befestigt 
die  Auctorität  der  griechischen  Handschriften. 

Zuerst  hebe  ich  hervor,  dass  wenigstens  die  zwei  dei 
gelassenen  Sütze  unmöglich  uoecht  sein  können,  wie  Klamrotb  geneigt 
ist  zu  glauben  (S.  280).  Denn  VI,  23  wird  von  Eutokins  zu  Apol 
loains  S.  32  mit  dieser  Nummer  citirt;  also  kann  VI,  12  nicht  gefehli 
haben,  wenn  nicht  ein  gar  sonderbarer  Zofall  obwaltet.  Und  X,  29 
fast  wörtlich  von  Problns  S.  205, 10  angeführt,  und  zwar  als  im  X.  Buche 
befindlich.  Da  diese  Citate  200  —  300  Jahre  älter  sind  als  die  arabische 
Üebersetznng,  verdienen  sie  doch  wobl  entschieden  den  Vorzug.  Weil 
aber  die  genannten  drei  Sätze  bei  lahak  gefunden  werden,  konnte  man 
meinen,  dass  Tasi  hier  in  seinem  Streben,  den  Text  zu  reinigen,  zu 
weit  gegangen  sei  und  die  Sätze  ohne  Stütze  der  Ueberliefernng  gestrichen 


Die  arftbiache  Tradition  der  ßlemente  Euklid's. 


habe.      Aber   die   angeflthrte  Stelle  ans   Entokina    (an   Apollon.   S.  32] 

Spricbt  auch  gegen  die  Tradition  bei  labak;  denn  bei  ibm  ist  VI,  23  als 

,    VI,  25   nnmerirl.     Ebenso   cilirt  Simplicins  in   Ariatot,  phys.  fol.  114b 

t  VI,  Jfl  mit  dieser  Nnmmer  (vergl,  Studien  üb.  Eukl.  S.  206),  während  der 

8nU  bei  Isbak  VI.   13  Iki.     Endlich   fuhrt  Pappus  die  SStze  XIII,  2, 

4,  16  mit  diesen  Nnmmern  an  (V,  S.  430,27;  420,7;  424,7);  bei  lehak 

ist  dagegen  XIII,  2  in  XIII,  3  und  4  getbeilt.  XIII,  4  ist  XIII ,  S,  und 

XIII,   16    ist   als    XIII,   19    uumcriit.      Zn    Gnnsten    der  Araber  könnte 

man  gellend   macbeu   wollen,  dm<B  Entokius  in  Apollon.  S.  44  III,  15 

statt  III,  16  citirti  denn  boi  den  Arabern  bilden  III,   11  +  12  nnr  einen 

.  Salz;    hier  scheiut  aber  bei  Eutokius    nnr  ein  znfSlIiger  Febler  vorzn- 

Lliegen,  da  der  etwas  ältere  Simplicins  in  Aristot.  phys.  fol.  14a  Eiern. 

^11,  33  mit  dieser  Nummer  citirt. 

ingefochtenen  Ecbtheit  der  Heronischen  Definitionen  (vergl. 
gedoch  Slud.  üb.  Eukl.  S.  ]92>  will  ich  kein  grosses  Gewicht  daranf  legen, 
I  öfters  mit  unseren  Handschriften  gegen  die  Araber  stimmt; 
£Def  12  —13,  die  bei  den  Arabern  vertauscht  sind,  stehen  bei  ihm  in  dieser 
^g  (Deff.  126-127,  e);  XI  Def.  21-22  stehen  bei  den  Arabern 
'.  18  nnd  II,  während  Heron  diese  vier  Definitionen  in  der  rieh- 
i  Ordnnng  hat,  doch  an  verschiedenen  Stellen  (Def.  24;  84,2;  96); 
XI  Def.  23  und  25  —  29  stehen  so  bei  Heron  (Uef.  96;  100—104), 
fehlen  aber  bei  den  Arabern.  Umgekehrt  darf  aber  ebenso  wenig  daraus 
auf  UebereiiiBtimmung  zwischen  Heron's  Handschriften  von  Euklid 
und  denen  der  Araber  geschlossen  werden,  dass  XI  Def.  5 — 7  bei 
Herou  (XIDef.4  and  8  sind  bei  ihm  Def.  115,  2  vereinigt)  wie  bei  den 

I Arabern  fehlen;  denn  Heron  lässt  auch  XI  Def.  16,  19  —  20  weg. 
f  Dagegen  ist  es  von  grosser  Bedeutung,  dass,  wenn  die  Angabe 
klamroth's  S.  315  vollständig  ist,  von  den  im  Griechischen  vorhande- 
ien  Corollarien  nur  VI.  8;  VIII,  2  und  X,  3  auch  im  Arabischen  eut- 
Inlten  sind,  da  wir  doch  mehrere  der  Übrigen  schon  im  III.  und  V.  Jahr 
BBodert  nachweisen  können.  So  ist  das  CorolIarXIII,  17  von  Pappus 
r  S.  436,  s  angeführt,  11,  4  nnd  III ,  1  von  Proklns  S.  304,  2  flgg., 
ha  nach  VII,  2  tod  demselben  S.  303.  22;  IV,  15  von  Siaplicins 
%  Aristot.  phys.  fol  15.  I,  15  kennt  schon  Proklns  8.  301. 
Endlich  können  auch  innere  Gründe  gegen  die  GUubwUrdigkelt  der 
.  nrabischen  Ueberliefernng  hervorgehoben  werden.  Denn  wenn  es  auch 
unerlaubt  ist,  aus  einer  vorgefassten  Ansiebt  von  dem  Ingenium  eines 
alten  Verfassers  argnmenliren  zu  wollen ,  das  und  das  habe  er  nicht 
schreiben  oder  weglassen  können,  so  kann  doch  bei  einem  mathematischen 
Schrifisteller,  wie  Euklid,  mit  einiger  Sicherheit  geschlossen  werden,  dasa 
die  häutig  verwendet  werden,  nicht  ursprünglich  haben  fehlen 
aionen.  Nun  werden  X,  13—14.  die  die  Araber  weglassen,  im  Ver- 
Ulfe des  X.  Buches  sehr  häufig  angewandt  (.X,  19,  2%,  2ä,  ^Xl  ; 
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tviatifilSas  taos  (tU^Jloig 
Xftyüvovs  ßäafis  l%ovi!as-  M(£tiJ%- 
Otaaav  j'uV  «/  BrJ,  BZ,  Z£,  ij  apo 
»tipo^i;,  »j;  ^a'ois  fitv  iari  lo  FB^ 
fflyavov    xopv^    dJ    to   Z   arjfiitov, 

Ijovit^  tö  BJ  E  tgiyetvov  xogvipriv  61 

ry  ßäaiv  (tiv  l%ave^  iö  ^EZ  Tgi~ 
ywvov   Nopt>4pi;v  AI  ro  B  OT/ftEiov.    xol 

tö  0/"^    r^iyojvov  ko^I'^ij    61    ro  Z 

itoi/v<pt]v  Si  to  B  ar]pfiov.  diygijxvi 
Si/a  xä  ABFdEZ  ttqlefia  tlg  rgci^  nv- 
funldag  Yaag  alktilots,  mf  ßaang 
fiiv  tlaivABf^E,*  AEZ  itoQvipt}  äi 


ABFAEZia  drei  gleiche Pyramid«!! 
mit  dreieckiger  BasU  zerlegen  ISast. 
Wir  ziohno  die  Linien  ßJ,  BZ  nnd 
ZE,    80    ist    die   Pyramide,    deren 
Basis   das  Dreieck    FBJ  und  derea 
SpitzD  Z  ist,    gleich    der  Pyramide 
mit  der  Basis  ßJE  and  der  SpitM  Z. 
Nun  ist  aber  die  Pyramide,    deren 
Basis  das  Dreieck  BAE  aud  deren 
Spitze  Z  Ut,**  gleich  der  Pyramide, 
deren  Basis  das  Dreieck  AEZ  nnd 
deren    Spitze    B    ist.      Also    ist    die 
Pyramide,  deren  Basis  das  Dreieck 
FBJ  ond  deren  Spitze  Z  isl,  gleich 
der  Pyramide,  deren  Basis  das  Drei- 
eck AEZ  und  deren  Spitze  B  ist. 
Also    ist   das  Prisma  ABFdEZ  in 
drei  gleiche  Pyramiden  zerlegt,  deren 
Basen  die  Dreiecke  FBJ,  BJEnnd 
AEZ,  nnd  deren  Spitzen  die  Paukte 
B  und  Z  sind. 
Ueberblicken  wir  jetat  die  Besonderheiten  des  BonouienBis. 
Im  XI.  Bache  sind  die  Abweichangen  verbältniGsmässig  gciingcr.    In 
XI,  23  bietet  die  Handschrift  statt  ü  yän  fii]  9.  169,  25  Ang.  --  npö- 
ßlfltLU  8.  170,  2  Folgendes:  imX  ydt  at  AE,  £Z  t^e  AZ,  rowiaii  tijs  M  JV, 
fti/^ovs   tloi   if    ^filatUH,    f]    EA   Sgu   r^g  MS,   rovreCTiv   if  AB  x^g  AS 
fultm»   Inl.     Mal   iav    öftoimg    n   (if(£ov    Im  lö  anö  r^g   AB  lov   anö  rif; 
jlS,  ixtltiip  Eat)v  n^oE  TÜ  Tov  xiixAov  inintdai  ävasr^amuev  x^v  SP,  avexo- 
9iicixat    10  Ktiößlxjfia.     S.  170,  24:    liym  bis  zum  Scblues  fehlt;    es  folgt 
das  Lemma  II  8.  299  Angnst.  XI,  37  (!£')  kantet  im  Bonon.: 

'Eap  aaiv  oOoiJijnoTOVV  ev9üat  övaloyov,  x«(  xa  ii'n  avxmv  ofiotn  Hat 
äfiolmg  xtlufVV  OTt^ta  na^aUt]lciM'nfäa  avaloj'ov  Itlroi.  xo'i  ^av  ra  an 
avxm>  Ofiow  not  Ofioltas  Xflfiiva  Cxtffta  nafai.i.riienintöa  ovaXojov  t),  xnt 
ttvxtii  äväkoyov  laovxtit. 

laxwtav  ötaii^ttoxovv  cv&tiai  äväioyov  at  AB,  FA,  £Z,  HB,  tag  Q 
AB  xfiig  FA  ovxmg  ij  £Z  n^o';  HB,  xai  tivayiyga<p9ia  aip  ixaaxrjg  zäv 
AB,  FA,  EZ,  HB  Sftoui  xnl  ofioioi£  xft'fitva  extfiä  noQttkhjkiTiiitiSa  xä 
AK,  FA,  EM,  HN.  iljyu,  o»  iexU  tag  tö  AK  Ortgeöv  ngog  x6  FA 
axtfiöv,   ovxag  xi  EM  fxtfftov  npoV  xi  HN  axigiöv.     nEnoitJadw  yo^  uf 


*  Zn  lesen:  sl  BFA,  B^B.    Oos  Porisma  fehlt  in  beiden. 
**  Die  Lacone  im  Bonon.  ist  so  lu  eoppliren;  if  ii  nvfopit  ij  ^satv  für 
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die  einst  dem  Demetrias  Cydonins  gehörte,*  in  diesem  Theile**  der- 
gestalt mit  Bonon.  überein,  dass  sie  nothwenig  als  eine  Copie  darnach 
betrachtet  werden  muss.***  Ich  citire  daher  im  Folgenden  diese  beiden 
Handschriften  als  eine,  ohne  die  kleinen,  wenig  bedeutenden  Varianten 
zu  berücksichtigen. 

In  den  IX  ersten  Büchern  stimmen  Zahl  und  Ordnung  der  Sätze 
ganz  mit  der  gewöhnlichen  überein.  Ich  habe  nur  das  erste  Buch  voll- 
ständig collationirt,  und  daraus  ergiebt  sich,  dass  Bonon.  ein  recht  guter 
Vertreter  der  Theonischen  Handschriftenclasse  ist.  Am  Schlüsse  des 
X.  Buches  sind  einige  bemerkenswerthe  Abweichungen.  X,  116  Cod.  ist 
X,  116  ed.  August  (II  S.  143)  mit  dem  akktog;  dann  folgt  als  pt{;  August 
II  S.  296  mit  dem  SkXcog  (August  II  S.  297),  dann  ohne  Nummer  August 
II  8.  297 — 298.  Am  Rande  steht  bei  diesen  Sätzen  mit  erster  Hand 
August  II  S.  295  Nr.  37  mit  der  Bemerkung  (man.  1):  latiov^  ort  i; 
TovTüv  tov  ^eoDQfjficcTog  ngoTaaig  tf  ayrrj  iori  tij  xov  gg^  o^iv  xal  iv  xotg 
Haxo  naqttXiXintxai  ^  rj  öi  xaTaygatpr]  xort  rd  OxfjfAa  ov'  tu  avxa  tlöiv'  yi- 
yganxcti  61  iv  äkkco  xai  qi^'  dio  xal  tj^ifig  xovxo  nctQttXB^elxaiiEv,  Dann 
folgt,  ebenso  am  Rande  man.  1  ,  August  II  S.  295  Nr.  38  mit  der  Notiz: 
cSoavxog  jcorl  xov  xov  xov  ^soDQfjfiCtxog  ij  TtQoraoig  tf  avxrj  iaxi  rj  tov  ^f, 
ov  fifjv  t^  Tiaxaygatprj  xorl  rd  oxtjficc  ifieivG}  xä  ccvxa  tlciv'  Mdxi  61  iv  ixigco 
xai  giYi'  dio  xal  'qfilv  Tcagayiyganxcti ,  elxa  x6  ^vöov  gi^  iv  ixelvm  iax)  gid^ 
xofl   s^rjg  xa  koma. 

Mit  dem  XI.  Buche  fangen  die  Differenzen  an,  die  uns  hier  beschäf- 
tigen sollen. 

Um  nun  die  Uebereinstimmung  zwischen  Bonon.  und  den  Arabern 
zu  constatiren,  stelle  ich  zunächst  neben  den  betreffenden  Satz  des 
Bonon.  (XII,  6  =  XII,  7  Greg.)  die  Uebersetzung  des  arabischen  Textes 
bei  Klamroth  8.  318. 

Tlav  Jtgia^ct  xgiyoovov  h'xov  ßidiv  Jedes    Prisma    mit    dreieckiger 

^laigüxai,    zig   xgng   nvga^iöag    raa^      Basis    lässt    sich    zerlegen    in    drei 
dkkjjkatg   xgiytovovg   ßaastg   ixovüag.      gleiche  Pyramiden   mit   dreieckiger 

Basis. 
h'ax(o  ngicfia  x6  ABF^E Z  (Fig.  4)  Von  dem  Prisma  ABFJEZ  (Fig. 

xgiytovov  f^ov  ßdciv  xrjv  TZA,  kiyto,      5)  sei  das  Dreieck  FZJ  die  Basis; 
oTi   x6  ABF/iEZ  7tgia(Aa  iiaigslxai,      ich  behaupte,  dass  sich  das  Prisma 


*  „Ißte  über  est  Demetrii  Chidonii"  Fol.  1».  Nun  war  Demetrius  Cydo- 
niuB  ein  Freund  des  bekannteD  Nicolaus  CabasilaB  (ihr  Briefwechsel  z.B.  bei 
MontfaucoD,  Blbl.  Coislin.  S.  428  flgg.),  und  im  Bonon.  sind  mehrere  Scholien  mit 
der  Ueberschrift  Siodtogav  Ka(iaaika.  ich  vermuthe  also,  dass  Bonon.  der  Familie 
Cabasila'H  angehört  hat  und  dass  jene  Schollen  Autograph  sind.  Theodorus 
Cabasilas  ist  mir  »onst  nicht  bekannt. 

**  Sie  enthält  noch  verschiedene  astronomische  Schriften. 
***  Doch  sind  Eiern.  XIII,  18  und  ebenso  die  Data  TolIstAndig. 


8  Historisch -literarische  Abtheilung. 

• 

ilg  r^ilg  nvQctfildag  iaag  dlkrikaig  ^EFz/EZ  in  drei  gleiche  Pyramiden 
xQiYoivovg  ßicng  ixovaag.  int^evx-  mit  dreieckiger  Basis  zerlegen  lässt. 
d'(oaav  yccQ  alBJ^BZyZE.  if  Sga  Wir  ziehen  die  Linien  Bz/,  BZ  und 
nvQa^ilg^  ^g  ßdaig  (liv  iaxi  xo  FBJ  ZE^  so  ist  die  Pyramide,  deren 
xQlymvov  KOQvgyrj  6h  x6  Z  «Ti^fietov,  Basis  das  Dreieck  FBJ  und  deren 
tctl  iaxl  xy  nvQaiilSt  xy  ßdaiv  (aIv  Spitze  Z  ist,  gleich  der  Pyramide 
ixovcy  x6  BJE  xQiyoDvov  xo^vtjpijv  di  mit  der  Basis  BdE  und  der  Spitze  Z. 
To  Z  CfiiiHov  t  ^orj  iaxl  xy  nvQa^idi  Nun  ist  aber  die  Pyramide,  deren 
tj  ßdaiv  iihv  ixovat^  xo  AEZ  xqI-  Basis  das  Dreieck  BJE  und  deren 
ymvov  xoQvq>fiv  6i  xo  B  cruielov.  xorl  Spitze  Z  ist,"^*  gleich  der  Pyramide, 
^  nvQa^ilg  aqa^  ^g  ßdoig  fiiv  icxi  deren  Basis  das  Dreieck  AEZ  und 
TO  BFA  xQiymvov  xoQvg>7J  6i  xo  Z  deren  Spitze  B  ist.  Also  ist  die 
crjiiBlov^  Xatf  iaxl  xy  nvQuiildi  xiq  Pyramide,  deren  Basis  das  Dreieck 
/Satfiv  iiiv  ixovctn  xo  AEZ  xpiyoDvov  FBA  und  deren  Spitze  Z  ist,  gleich 
%0Qvg>fjv  di  xo  B  arniHov,  6ii]Qrixai  der  Pyramide,  deren  Basis  das  Drei- 
Sqo  xoABFAEZ  nglCfAtt  elg  xQtig  nv-  eck  AEZ  und  deren  Spitze  B  ist. 
gaiildag  icag  oii^iaig,  tSv  ßdcBig  Also  ist  das  Prisma  ABFJEZ  in 
Iiiv  ilciv  ABFAEy*  AEZ  xoQvg>i^  Si  drei  gleiche  Pyramiden  zerlegt,  deren 
Ta  Bf  Z  CfiiiBia,  Basen  die  Dreiecke  FBA,  BAE  und 

AEZ^  und  deren  Spitzen  die  Punkte 
B  und  Z  sind. 

Ueberblicken  wir  jetzt  die  Besonderheiten  des  Bononiensis. 

Im  XL  Buche  sind  die  Abweichungen  verhältnissmässig  geringer.  In 
XI,  23  bietet  die  Handschrift  statt  el  ydq  fjn^  S.  169,  25  Aug.  —  ngo- 
ßkfll^a  8.  170,2  Folgendes:  insl  ydg  at  AE^  EZ  xrjg  AZy  xovxiaxi  xrig  MN^ 
liiiiovg  elal  ^  iffi/aetai,  q  EA  Sga  xrjg  MSy  xovxiaxtv  if  AB  xrjg  A3 
liilifov  iaxL  nal  iav  Ofioimg  to  (iBlidv  iaxt  xo  dno  xrjg  AB  xov  dno  xiqg 
AZt  ixilvm  Xüriv  ngog  x^  xov  xvxlov  ininiSm  dvccaxrjacDfiBv  xrjv  3P^  avaza- 
^fjaexai  xo  n^oßkruia.  S.  170,  24:  Uym  bis  zum  Schluss  fehlt;  es  folgt 
das  Lemma  II  S.  299  August.  XI,  37  (ig')  lautet  im  Bonon.: 

EjOV  coatv  oöaiSr^noxovv  ev&eiai  avakoyovy  xal  xd  dn  avrcSv  Ofioia  xal 
oiiolmg  xelfieva  axiQsd  nagakkriksninsda  dvdkoyov  ^axai,  xal  idv  xd  an 
avxmv  Ofioia  xal  Ofco/oi^  Xil^iiva  cxtgsd  nagakkrikeniniöa  dvdkoyov  y^  xal 
avral  dvdkoyov  ^oovxai* 

Icxfocav  ocaidrinoxovv  ev^iiai  dvdkoyov  at  AB,  FAy  EZ^  HSy  oa^  rj 
AB  TCQog  FA  ovxmg  rj  EZ  ngog  HSy  xol  avaysyQdq)9a)  aq>*  ixdöTrig  twv 
AB,  FAy  EZf  Hß  ofioitt  xol  ofiolmg  XilfAiva  axBQid  naoakkr^kemTieöa  xd 
AKy  FAf  EM,  HN.  kiym,  ort  iaxlv  dg  xo  AK  axegeov  ngog  xo  FA 
cxiQtovj   ovxfog   xo  EM  öxiQiov  ngog  xo  BN  ^bqbov,     nsnon^a^o)  ydg  cSg 


*  Zu  lesen:  «d  BFA^  BAK    Das  Porisma  fehlt  in  beiden. 
**  Die  Lacnne  im  Bonon.  ist  so   zu  suppliren:   if  dh  nvgaplg  tj  ßdciv  fikv 
igovca  tb  BAS  xglywfov  »o^v^v  dl  xo  Z  ßvuulwr. 
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rj  An  TtQog  Trjv  i  zi,  ovrcog  rf  ts  F/J  tvqoq  ti^v  a  xai  tj  a  nQog  ti^v  O,  mg 
Sga  ri  TtQODxrj  nQog  Ttjv  rfrcifpT?/v,  toviiariv  'q  AB  Ttgog  Tijv  0,  ovT<ag  to 
ano  trjg  n^corrig^  tovziazi,  ro  AKy  ngog  ro  dno  xrjg  divfigag,  Tovtian  xo 
FA.  t&g  öl  VI  EZ  TCQog  xrjv  HSy  ovxag*  ij  xb  HS  ngog  xfjv  77  xal  ^  TI 
TtQog  xijv  P,  Saxiv  aga  cSg  ?J  EZ  ngog  fijv  P,  ovxmg  x6  EM  ngog  xo  HN. 
xai  iixsl  iaxtv  dg  1^  AB  ngog  xrjv  FA  ovxtog  ri  EZ  ngog  xrjv  HS^  akX'  dg 
filv  ri  AB  ngog  xijv  FAy  ovxcDg  i}  xs  FA  ngog  xrjv  S  x«i  rj  3  ngog  tiJv 
O,  (og  ÖB  ri  EZ  ngog  xrjv  HS^  ovxoDg  ij  xb  HB  ngog  xrjv  77  xal  ly  77  ngog' 
Tijv  P,  ^i'  laov  aga  iaxlv  dg  yj  AB  ngog  xrjv  O,  'ovxatg  ri  EZ  ngog  xrjv  P. 
all  dg  (AEv  ri  AB  ngog  rijv  0,  ovxtog  xo  AK  (SXBgBov  ngog  xo  FA  öxBgBOVf 
dg  ÖB  1]  EZ  ngog  xrjv  P,  ovxoag  xo  EMoxBgsbv  ngog  xo  HN  CxBgBov  dg 
aga  xo  AK  öxBgBov  ngog  xo  FA  axBgBOV,  ovxmg  xo  E M  öxBgBOv  ngog  xo  HN 
axegBov. 

iaxo)  öri  naXiv  dg  xo  AK  cxBgBov  ngog  xo  FA  axBgBov,  ovxwg  x6  EM 
öxBgBov  ngog  xo  H N  axsgBov.  kSyco^  oti  iaxlv  dg  tj  AB  ngog  xrjv  FAj 
ovxoDg  rj  EZ  ngog  xrjv  HS,  nBnoirJ0^(o  yag  dg  i;  AB  ngog  xrjv  FA^ 
ovxcDg  rj  EZ  ngog  ri)v  JST,  xal  avaYBygdtp^oo  ano  xrjg  2 T  xd  HNofiotov 
xal  bfioiong  KsifiBvov  axBgBov  nagaXXrikBnlnBdov  xo  2T,  IntL  iaxiv  dg  1^  AB 
ngog  xrjv  FA^  ovxcag  rj  EZ  ngog  xrjv  £T,  xal  dg  aga  xo  AK  öxBgBOV 
ngog  xo  FA  axBgsov,  ovxfog  xo  EM  axBgtov  ngog  xo  £T  axBgBov,  xo  EM 
aga  ngog  ixdxBgov  xdv  HN^  ETxov  avxov  l%ft  Xoyov,  tcov  aga  iaxi  xo  HN 
xd  ET,  xai  ofioXoyog  iaxiv  ij  HS  xy  ZT.  Xorj  aga  iaxlv  »f  HS  xy  £T. 
xal  inBi  iaxiv  (og  'q  AB  ngog  xrjv  FA^  ovxmg  rj  EZ  ngog  xrjv  £Tj  Xarj  di 
rj  £T  T^  770,  dg  aga  rj  AB  ngog  xrjv  FA ,  ovxa>g  rj  EZ  ngog  xrjv  HS' 
onBg  SÖBi  ÖBi^at. 

XI,  38  Ang.  fehlt  wie  bei  den  Arabern  (Klamroth  S.  276).  XI, 
39  Ang.  =  XI,  38  Bonon.  lautet,  wie  folgt: 

'Eav  xvßov**  xdv  dnsvavxlov  inmiömv  al  nXBvgal  Sixa  x^rj^dai  öid  6h 
xdv  xoitdv  inlnsöa  ixßXrj^^  rj  xdv  ininibtuv  noivvj  rofii}  ölya  xb^kbI  xyjv 
xov  Kvßov  öidfABxgov,  xal  avxrj  öiya  x^rj^rjOBxai  vno  xrjg  xov  xvßov  dia- 
liixgov, 

xvßov  yag  xov  AB  (Fig.  6)  xdv  änBvavxiov  Inmidmv  xdv  FAy  AE^ 
BZ,  HS  al  nXivgal  ölxa  xBXfirja^maav  ai  FA y  A A^  AE,  EF,  BZ,  ZH, 
770,  f>R  xaxn  xd  K,  Aj  M,  JV,  S,  0,  U,  P,  dia  öl  xdv  xofidv  inlnBÖa 
ixßeßXrjadm  xd  KM^  772",  Nyl,  OP^  xal  faroD  tcöv  intnidtov  xoivrj  xo^irj 
rj  ZT,  öidfiBxgog  6b  xov  xvßov  laxca  ij  BA,  Aiyw,  ort  ij  ZT  6ixa  xb^vbi 
xrjv  xov  xvßov  6iayLBxgov,  xal  avxrj  6lia  xfirj^rjaBxai  vno  xrjg  xov  xvßov 
6ia^iTQov, 


*  L.  ovrog  l^cxm, 

**  Auch  Vatic.  190  und  Paris.  8846  haben  xv^ov  XI,  89  statt  nagaXXrjlBnk- 
»idov.    Aach  Gampanna  XI,  40  ^ 


10  Hiatoriacb  -  titerarische  Abtketlnng. 

iiwjfv'iffwtfov  Y«>«  "»  ^^^  ■2^-^'  -B^'  T^^-  ^««1  r*"?  ^««l*  V  ^^  »p  '*-4" 
xo/  ^ar»  iijs  (nfv  /"fi  tffi/tftiEt  t]  rN  r^s  dl  äA  •^^laua  ij  AA,  Tffij  BfW 
ifftiv  ^  TJV  r^  yi^.  Ion  ai  «tri  .f  ^A^  rtj  Z^f  Co.,.  öuo  ^jj  oi  TJV,  A'Ä 
Ätiöl  Tili;  AAt  AS  Tcnri  fici'  «nl  ynviti  i;  väÖ  FN^yaria  rjj  ilnd  £AA 
Yoi}.  ßäois  0^0  ^'  rZ  ^oflfi  r^  £^  ioT],  xoi  ro  T^Vi^  rpiyoivov  rm  AAZ 
Tfij'üvca  (dof  IffTOi.  Kfti  a£  ioincd  ytofiiit  Tai;  loiTtaTg  yioi-iais  loai  Fffoi'Kn, 
vV  tts  ol  IVo»  nAftJ(iai  VJior*/v(*w(ti»'.  roi;  ögn  lariv  »j  ijjio  tcov  F^,  £W 
^'WvJtr  rij   tW  tüv  y/2,  ^-^^      Koivt)   :EpaO):Ei<!$ca   ^  t'nc)   luv  A~£,   £,J.     «( 

Je«,  v'tiö'  «UV  r^,  2N,  KZ,  ZA  lois  vTio  t»v  ^fi,  2:.i,  vii,  ir.v  r«» 

t/ö/v.  oAi'  ot  uso  ttöv  -^2;  Zvi,  vÜ,  'i:N  dtiölv  opöni?  l'iioi  t/ai.  npoff  Äq 
Tiv(  ff  dsi'a  TiJ  JV2>'  xai  iw  n^ö;'  Btirij  Otj^iic)  tm  X  du'u  fi«&fioi  oi  X/\  £4 
ft*J  f;il  lo  avtä  (i^ji;  K«('f»[vai  lof  ^^f*^e  ytäviai;  &\i(i\v  ög^nig  Xuag  notovm 
tag  vxä  täv  r£N,  N£A.  in  Jti'»(/nff  Öpn  iflriv  »;'  r£  rf,  EA.  fliö  *« 
avxä  i>i  xat  t]  BT  15  TH  W  tvffd'ftj  /örf.  xni  ind  för,  lativ  1««^^ 
tföv  rß,  ^if  Ti]  £9,  oilJ,a  turl  TtagälkliXoi ,  ai  ii  tcoqu  it'/v  avTt)v  tv^tlaif 
(1^    Iv  TM   QVTU   IniTfäu  ovooi   ^TOr^oUi/ilof  liaiv,    at    FB,  AH  Öpcr  Ttfai   » 

(liv  VA  Ti^lciio  ^  EA,  T^s  ii  BM  ijf"'ö«o  if  ß  T.  ai  £A,  BT  a^a  Caiu 
Tf  xai  ](iipaJ.ili]lo{  f^oi  xai  ^iiffft>}'|u/vat  (ie\v  «t  ST,  AB.  Xei)  äqa  inW 
^  ^v  ET  T^  TT  7]  6i  AT  tfl   T^-  Snij  Hi*  ani^at- 

XI,  40  Greg.  =  XI,  39  Bonos. 

'Etlv  i(  tvo  np/öfittro  (öonii^,  «ei  to  jiJv  ?][*f  ßöoiv  jgiyavov  lö  öf  na^- 
oiilijioj'pn^fior,  diTilaoiov  d^  i]  10  nttpoililiiilaj'^^iiiov  rov  Tpij-invov,  toa 
Setat  to  n^^fffttfict. 

lorn  ivo  npifffioTd  ^«uvifJi]  t«  ABFJEZ,  HBKAMN,  x«  to  fttv 
^jilN  xfflyiavav  ßäifiv  zo  K  AN  to  Si  itaffalXrjXöyQtifiixov  lö  BFA  Eh,  nai  fcio» 
xo  BFAE  Toü  NKA  xQ^Ytäv<lv  Stniäviov.  Icyio,  oti  fau  iail  ia  Tt^lofutca. 
ncnXrjfma^a  y<Sg  xa  jittgallt^ltniittSa'  xa  AA^  HA.  lni\  ovv  10  BA  TtaftiX- 
XtjXöygoiifiov  tov  NKA  tgiytäi-ov  iaxl  6i7tXäßiov,  Saxi  Si  xov  PJKA  xgt- 
ymvov  SinXäaiov  xo  NA  n(rpajlilT)ilo'}'P''^^ov,  taov  Sqo  laxi  id  BA  xä  NA.  ijxl 
farav  ovv  ßaestav  xiäv  BAy  Nji  loov^rj  lext  cxf^ia  naQaXXi]XtTilTtiSa  xa  AA, 
HA.  loa**  iexXv  äXXriXotg.  äkXa  xov  fih  J  A  riiiiav  iaxi  t6  ^ B FA E  Z  Jtqtviia, 
xov  6k  HA  ijiiiw  x6  HBKAM**'  nQiaixa.  xoi  tÖ  ABFAEZ  ÖQa 
Tifits^a  TU  B&K  A MN  nficpati  taov  iaii'v'  ohiq  iÖu  dcilnt- 

XII.  Aach  hier  Bodeo  wir  in  der  Ordnung  der  SStze  eine  bemer- 
kenewerthe  Uebereinatimmung  zwischen  Bonon.  und  den  Arabero.  Denn 
in  beiden  fehlt  XII .  6  Greg. ;  XII,  6  Cod.  =  XII,  7  Greg.;  XII,  7  Cod.  = 
XII,  9  Greg.;  XII,  8=  XII,  8;  XII,  9  =  XII,  10  Greg.;  XII,  10  =  XII. 
12  Greg.;  XII,  11  =  XII,  11;  Alles  wie  im  ambischen  Text  (Klamrotb 

»  BoDon.  hat  xaeällitla  inlniöa. 
•»  L  [»«»  lä  AA,  HA]  loa. 
*"  L.  HBKAMN. 
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S.  276).  Dagegen  finden  sich  XII,  13 — 14  Greg.,  die  den  Arabern  fehlen, 
im  Bonon.,  wo  XII,  12— 17  =  XII,  13 -18  Greg. 

Im  Einzelnen  bemerke  ich  Folgendes. 

XII,  4  lautet  der  Beweis  (von  II  S.  206,  23  Aug.  an): 

inel  yccQ  ncxgaXXriXog  iaxiv  i^  A B  t^  jIH^*  Ofioiov  iaxt  to  ABFtqI- 
ycjvov  TW  AHF  rgiyouvm.  to  ABT  Sga  Tgiyavov  ngog  xo  AHF  xgiycavov 
öinkaöiovci  koyov  h'xfi  ijnsg  ^  N3**  ngog  xriv  SO.  xal  iaxiv  mg  rj  BF 
ngog  xrjv  FA,  ovxojg  rj  NS  Ttgog  xrjv  S<P.  xai  dg  aga  xo  ABFxglymvov 
ngog  xo  AHF  xgiymvovy  ovxtug  xo  MNS  xgiycavov  ngog  xo  £ O S  xglycavov» 
ivaXXa^  aga  iaxiv  dg  xo  ABF  xglymvov  ngog  xo  MJVS,  ovrmg  xo  HAT 
xglycavov  ngog  xo  20 S  xgiyoayov^***  ovxmg  xo  ngiöfia,  ov  anivavxlov  iaxl 
xa  AHFy  ZGK  inimda^  ngog  xo  nglöfta,  ov  dmvavxlov  ioxl  xa  £OSj 
PTT  inlnsda,  dg  aga  ri  ABF  ßdcig  ngog  X7]v  MNS  ßdciv,  ovxcog  xo 
ngiaiia^  ov  dntvavxiov  iaxl  xd  AHF^  ZSK  inimdaj  ngog  xo  ng(<S(ia,  ov 
dnevavxlov  iaxl  xd  £0Sy  PTT  inlnEÖa.  dXXd  xd  fiiv  iv  ry  ABFJ  nv 
gafiiSt  nglafiaxa  öinXdatd  iaxi  xov  ngia^iaxog ^  ov  dmvavxlov  iaxl  xa  AH F^ 
ZSK  inlnsöa^  xd  S*  iv  Tiy  MNSO  nvgaiiiöi,  ngiofiaxa  öinXdaid  iaxi  xov 
ngiofiaxog,  ov  dnevavxlov  iaxl  xd  ZOSj  PTT  ininfSa.  dg  aga  ri  ABF 
ßaöig  ngog  tiJv  MNS  ßdaiv^  ovxcng  xd  iv  tiJ  ABFJ  nvgafilÖi  nglanaxa 
ngog  xa  iv  ti}*  M N30  nvgafiidi  ngiafiaxa,  did  xd  avT«  6i]  %al  dg  i]  AEH 
ßdaig  ngog  xtjv  MFIIl  ßdaiv,  ovxmg  xd  iv  xt^  AEHZ  nvgafjtlöt  ngiafiaxa 
ngog  xd  iv  x^  M 11  JSP  nvga^il6i  ngiafiaxa,  dg  8b  iJ  ZSK  ßdaig  ngog  tiJv 
TPT  ßdaiVj  ovxcog  xd  iv  xy  ZSKJ  nvgafildt  ngia^axa  ngog  xa  iv  xrj 
PTTO  nvgafilöi  ngiayiaxa,  Haxai  aga  dg  *iv  xdSv  iqyovfiivmvy  ngog^v  xdv 
inofiivdov^  anavxa  xd  ^qyovfAfva  ngog  anavxa  xd  inofifva,  iaxiv  aga  dg  tj 
ABFßdaig  ngog  xtjv  MNS  ßdaiVy  ovxwg  xd  iv  Tif  ABFJ  nvgafAiSi  ngia- 
fiaxa ngog  xd  iv  T]f  MNSO  nvga^iiSi  nglofiaxa  ndvxa  laonXri&ij. 

XII,  5.  Die  Buchstaben  auf  der  Figur  sind  andere;  sonst  nur 
kleinere  Differenzen.  So  wird  statt  S.  210,  24—26  Aug.  nur  gelesen: 
iSym  6tf,  oTi  ovdi  ngog  fisi^ov, 

XII,  6  Bonon.  =  7  Greg.  s.  oben. 

XII,  8  ist  in  Laur.  28,  1  (und  gewiss  auch  in  Bonon.)  etwas  ab- 
weichend; im  Satze  selbst  ist  nach  ßdaetg  hinzugefügt:  ngog  dXXi^Xag;  der 

m 

Beweis  lautet:  f 


*  Die  Bachstaben  auf  der  Figur  entsprechen  einander  so:  Bonon.  A^  £,  F, 
z/,  E,  Z,  H.  e,  K,  A,  M,  iV,  Ä,  O,  77,  P,  Z,  T,  T,  *  =  Greg.  A,  ß,  T,  H,  K, 
O,  A,  My  N,  K  Jy  E,  Z,  9,  77,  S,  P,  T,  T,  *. 
**  Hier  ist  eine  leicht  anszuf^lende  Lacune. 
*•*  Ebenso.    Sie  rühren  aber  vielleicht  vom  Bedactor  her. 
t  Um  die  gewöhnliche  Figur  benutzen  zu  können,  erinnere  man  sich,  dass 
die  Buchstaben  so  correspondiren : 

Greg      ABFJEZHSKAMNlSOnP 
Bonon.  A  BFEZ  ff  J  SKAMN  SOF  II, 


Historiscb - liter&riache  Äbthetluug. 


Satmaav  Zfiotcn  livgoftlSig  xtil  xQiyävovs  fjotxiai  ^0»;  la;  ABP,  EZB 
at  ABFJ,  EZUQ  nOQvtpäg  9i  ro  ^,  B  otiftiio,  xai  form  Tcj)  ^  ftiv  vMi-n 
Ttöv  AB,   BF  yiavia   r.;   vtiÖ   tüv  EZ,   ZH  yavla,  ^   Si  tJnö  twv  AB,   ßd  ' 

EZ,  Ze,      Jt«i    ini\    ^  vitö  x£v  AB,    BV  i^'  vjio  tÄv  ÖZ, 
ZH»  ö(iöto)Foe  — **  ai  tara,  jj  BT  ri;  ZH,     Uya,  ön  Tj^ßrj  jirpeftiff 
«ßoff  tTj'v  EZHS   Jii'pofi/do   Tpinidöiovo   ioVo"    ^in-  ^tf?  »j   BFüfoj  i?)»    ' 
ZH.     ffii(i3i(FijlijpDjs9(aatti'  j'ap  lo  BJMA,  ZÖPO  arteiä.     itsi  iaim  cae  | 
*i  ßr  repös   ttjv   BA,***  outtag   ij   ZH  Jipöj   riiv  ZE,   tcoi   nfpi   löog  yavias 
'   jjjQ,    fl/*,   £Z,   ZH   HC  nilivpai   Bvailo/o'v   liatv,    ofimov  Sfim 
iaü  tö  BM  nopRlAiy^oj'P'iMfi»'   TU   Z  P  noptiillijilo^pHfifiM.      Jiä   tä  ovra   ^    I 
x«l  TO  pfi-  ^i/  T»  £6  0/ioioV  iöti,  ro  it  iVB  tw  Z /7.     ÖU«  tb  ftJv  BN,  ^ 
^^,   fi.W    IK    Tp/o    lOtS    a'jilVüvri'ov  a^oJv   1015   AA,    MN,   AA  Fo«  iffrf, 
IB  ai    ZP,   Eö,   HZ   T«    tpi'o    loif    oVtvovrioi'   eridv   toig   SO,   EO,   Plf 
Töa   löi/v.      oiov    öpa    to  BAMA  öHpföv  3iw   lai  Z@PO    eiigm  ofioio» 
^0».      lä  ai  Ofioia   OTEpin   nnporlAijAtitint^o  npt);  äiHijAa  fv  T^ntXaaiovi  iöye» 
ieri  Ti»v  ofioio'j'iDt'  skivQäv.     tö  BA  MA  öpn  oiipfov  npog  ro  ZBPO  orf- 
ptöi"    ipi:tlnOioi'a    jln'^of    ^(i   ^nEp   i)   BF  vpög  »»i»"   ZH.      x«i  (oii   riMj   ftl»    ' 
BAMA  axffiiov   Ixtav  ^fpo;  if  ^^Brnupccfii;   loii   ä^  Zdi'O  oitpfov  ncTQv 
fiilfog   ij   EZRB   Jtvj/aftlg'     y.al    ^   ABFA    öga    nvgaiiig   npoe  rij!"   EZHS 
Kv^ttfiiia  tgtitlaeiova  köyav   Ijct  T/mp   ?j   fif  npof  Ttjv   ZH. 

Das  r'orisma  Tehlt,  wiif  im  ATabiacbeo. 

Aoüb  XU.  7,  9  BoDoi).  (=  XII,  9,  10  Grog.)  und  namentlich  XII, 
IG  Bonon-  {=  XII,  17  Greg.}  weichen  nicht  nnbelrächtlich  von  der  Vnl- 
gftts  ab. 

Im  XIII.  Bnch«  findet  sich  keine  det  Umstelinngen  nnd  sonstigen 
Eigentbflmlichkeiten  des  «rabischeD  Textes.  Die  ävakvetig  nnd  aw9iestf 
Ton  XIII,  1 — 5  finden  sich,  wie  aach  in  vielen  anderen  Hdss.,  nach 
XIII,  5;  XIII,  6  fehlt,  was  bei  den  Arabern  nicht  der  Fall  ist;  zn  XIII,  5 
ist  ein  ällmf  am  Rande  bei  geschrieben  (Angnst  II  S.  302).  Es  kann 
hier  erwähnt  werden,  dass  im  Paris.  2344  das  SkXwg  Augnst  II  S.  302 
die  Stelle  von  XIII,  6  einnimmt,  wShrend  dieser  Satz  fol.  331*  swischeo 
der  Unterschrift  des  XII.  und  der  Ueberschrift  des  XIII.  Buches  steht  mit 
demZnsatz:  iovto  &eäcvi*a  logMt  toi  ty  ßißUov.  DaPeyrard  III  S.  566 
in  Bezog  anf  Paris.  2344  («)  irrt,  wird  dasselbe  wobi  von  Vati c.  1038 
gelten.  Der  Schluss  des  XTII.  Baches,  der  im  Bonon.  fehlt,  stimmt  im 
Lanr.  28,   1  ganz  mit  Gregorins, 

Ist  nnn  die  Fassang  der  Bticher  XI — XIII,  die  Bonon.  bietet,  ala 
die  nreprilnglichere  zn  betrachten,  oder  ist  sie  eine  Entetellnog  der  Vnl- 
gataV     Allem  Anschein   nach  das  Letztete.     Denn  von   den   im  Bonon. 

*  h.  EZ.  ZH. 
**  So  in  der  Uds.,  vielleicht  um  die  Lacone  anindeuteD. 
•«  h.  BA. 
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febUnden  SXtzen  sind  die  taeisten  für  spätere  Beweise  nolbwendig,  eo 
Xn,  6  fUr  XII,  11;  XII,  7  Coro»,  für  XII,  10;  XIII,  6  für  XIII,  17. 
Weniger  von  Gewicht  ist  ea,  dass  Psppus  I  8.  424,  7  den  Satz  XIII, 
16  mit  der  richtigen  Nammer  citirt,  während  er  im  Bonon.  XIII,  15  iat,* 
Um  so  schwerer  wiegt  aber  die  ganze  Oestalt  der  Beweise  im  Bonon-, 
die  wenig  mit  dem  umständlichen  und  sorgfältigen  Euklid  der  frülieren 
Bücher  gemein  hat.  Es  tritt  ein  Streben  nach  Kürzung  des  Auedrucke 
nnd  des  Beweisgangee  sehr  diiullich  hervor,  und  dabei  eine  gewisse  Nach- 
lässigkeit. Besonders  charakteristisch  in  dieser  Beziehung  ist  nebet  XII,  6 
Bonon,,  wo  am  Anfang  alle  Begründung  fehlt,  noch  XII,  4  (s.  oben), 
wo  nicht  nur  obne  alle  Vorbereitung  plötzlich  von  xä  iv  tijAEHZ  nv 
gafiidi  nQioixaia  nnd  ra  iv  x^  ZBKJ  nvg.  itp.  gesprochen  wird,  sondern 
anch  der  nothwendige  Schluss  des  Beweises  weggelassen  ist,  dass  man 
mit  derselben  Constrnction  fortfahren  solle.  Ich  glanbe  also,  dass  diese 
lieceneion  einem  bysantini sehen  Mathematiker  zuzuschreiben  ist,  der  die 
Euklidischen  Beweise  zn  lang  und  zu  ermüdend  fand  und  sich  daber 
begnügte,  den  Gang  anzudeuten.  Dase  der  Bedactor  ganze  Propoaitiones 
wegliess,  die  ihm  unnötbig  schienen,  ist  bei  diesem  Streben  begreiflich; 
warum  er  aber  XII ,  9  vor  XII,  8,  XII,  12  vor  XII,  11  gestellt  bat,  ist 
^^    mir  noch  nicht  klar. 

^K  DessenungeRuhtet  ist  aber  der  Bononiensis  für  die  Bücher  XI — XIII 

^^Laehr  beacbtenswerth.     Denn  offenbar  lag  dem  Epitomator  eine  ausgezeich- 

^^tpete    Handschrift    vor,     wahrscheinlich    aus    der    vortbeonischen    Classe, 

^^^Heren   einziger  Vertreter  sonst  Vatic.  190  ist.     Denn  selbst  die  gekürzte 

^^^nsd  nachlässige  Form  von  XII,  4  läest  deutlich  erkennen,  daas  der  dem 

^^■"Epitomator  vorliegende  Beweis  nicht  der  der  gewöhnlichen  ThcoDiscbeu 

Handschriften    war,    sondern    derjenige,    den    wir   im  Vatican.  190   (und 

Paris.  2346  sammt  2342  am  Bande,  Peyrard  III  S.  552)  finden;  vergl. 

namentlich  den  Schlnss.     Aucfa  fehlen  im  Laur.  28,  1   (und  gewiss  auch 

Bonon.)  die  Worte  8.  206,  G  figg.  Aug.:  nai  iwv  ytvofiivav  nv^a\iiiwv  ixa- 

il^ci  TOf   avxöv   tQÖnov,   xoi   toiiTO   äii  yivtizai  nnd  8.  206,  ITflgg.:  xal  tojv 

yivo^tivtav    Ttvgajilämv  tKazttfa   zov  avziiv   rpo'jiov  vtvoija&w  iiijQjjfifvfj ,    xal 

TotJTO  üfl  Yiyviada,  was  sonst  nur  im  Vatic.  190  der  Fall  ist.     Auch  die 

Lesart  nvßov  statt  noQalkiikfJitniSov  XI,  39  iat  nur  Vatic.  190,  Bonon.  und 

Paris.  2346  gemeinsam.    Unter  diesen  Umständen  wird  es  bedeutsam,  dass, 

während    im  X.  Buch    nnd  sonst  früher  sowohl   Bouon.,  als   Laur,  28,  1 

die  Notiz  i^;  &io>vog  h.Sö<itiug  mehrmals  haben,  lesen  wir  in  den  Büchern 

XI-XIII    nicht  Bokbea;    nur  hat  Lanr.  2S.  1   am  Schlüsse  des  Ganzen: 

EvKkilÖov    oznixelüiv    ly    zijs  Qiavos  Inöäüiiosi    das    beweist  «her    für  den 

Bonon.  nichts,  da  in  ihm  der  Scbluss  der  Elemente  fehlt,  und  Laur.  2S,  I 

•  Der  Ordnung  nach;   denn   die  Nummern   fehlen  im  Bonon.  in  XII,   um!  in 
X'll  *oo  6  an. 
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hier  ohne  Zweifel  nach  einer  imdera  Vorlage  geechriebeo  ist.  Aach  aonfk 
sin<l  Uehereinstimmaogoa  awiecben  Bodod.  und  Valic.  190  in  dieBea 
Büchern  nncbwciebar;  da  «bev  die  Collatiua  Peyrard's,  worauf  ich  bv 
jetst  noch  f6r  dietien  Tbeil  der  Elemente  verwiesen  bin.  sehr  unsover- 
]kaeig  ist,  nnd  da  ich  den  Bodod.  auch  noch  nicht  volUtündig  kenue, 
beBcbränke  ich  mich  für  diesmal  auf  das  schon  Gesagte.  Soviel  ist  aber 
sieber,  dnss  znr  Feststellaog  der  vortheoniscben  Recenston  für  die  stereo- 
metrischeo  Bücher  (XI  — XIII)  ausser  Vatic.  190  noch  Bonoo.  mit  LaDrent, 
28,  1  und  wehl  aucb  Paris.  2:^46  und  die  Randbemerkungen  iu  Paris. 
2342  herangezogen  werden  mtiseen.  Erat  wenn  dieses  Material  voIIsIAb- 
dig  vorliegt,  wird  es  möglich  sein,  den  gegenseitigen  Werlb  dieser  Hand- 
acbrifleo  feBlEUstellen  nnd  die  Frage  sa  entscheiden,  ob  die  Besonder* 
faeiten  des  Bonou.  allein  auf  tnterpolatiiin  beruhen  oder  vielmehr  Knn 
Tbeil  eine  nrsprünglicbere  Fassung  rep rasen tiren.* 

m.  Bei  aller  Ueberein Stimmung  ewischen  den  Arabern  und  Bonoo. 
bleiben  aber  aucb  viele  Uifferenzen  zurück,  besonders  in  den  DefinitinDSB. 
de«  XI.  Buches,  die  Bonon.  so  bat,  wie  die  übrigen  griechischen  Band- 
scbriften,  während  bei  den  Arabern  mehrere  fehlen,  und  im  XIII.  Bnche. 
Ka  fragt  sich  alsu ,  ob  diese  Differenzen  selbststündige  ÄendeTungen  der 
Araber  sind  oder  ob  umgekehrt  das  beiden  gemeinsame  Urbild  ungetraV 
ler  bei  den  Arabern  erhalten  ist.  im  Bonou.  dagegen  dnrch  Vermengnng 
mit  der  Vnlgata  tbeilweise  verwischt.  Für  das  letztere  Altemativ  köonte 
sprechen,  daas  die  Dmstellang  von  XI,  33—34,  die  wir  in  der  arm- 
biscben  Uebersetzung,  nicht  aber  im  Bonon.  6ndeu,  durchaus  der  buden 
gemeinsamen  Umstellung  von  X-II,  8  —  9  entspricht.  Das  kann  aber  aucb 
so  erkIKrt  werden ,  dass  die  Araber,  an  die  ihnen  überlieferte  Ordnung  von 
XII,  8  —  9  anknfipfend,  XI,  33  —  34  in  ähnlicher  Weise  ntostellten.** 
Dagegen  kann  mit  vollstlindiger  Gewissbeit  behauptet  werden,  dass, 
wenn  die  Araber  das  Prisma  als  notbwendig  dreiseitiges  definiten  (Klam* 
loth  ä.  283flgg.),  so  kommt  das  auf  ihre  Rechnung  allein.  Denn  diese 
beschränktere  Definition  ist  den  griechischen  Mathematikern  durchaus 
fremd,    nnd    der  Epitomator,    dessen  Werk  nne,    sei    es    vollständig  oder 

*  So  spricht  sehr  viel  für  die  Unechtheit  von  XI,  38.  Der  Satz  steht  an 
einer  sonderbaren  Stelle  und  wird  erst  Sil,  IT  angewandt,  und  selbst  da  könnte 
man  sich  mit  XI  Def  4  begnügen  (Simson:  Eiern.  Glasguae  1750,  S.  404).  Im  Tatic. 
190  steht  am  Etande:  fv  nai  tmv  äiiziyQäfiaii  ov  ipigtzai  to  It]  (nach  freundlicher 
Mittheilung  dgs  Heim  Dr.  A.  Mau).  Durdi  die  Freundlicbkeit  des  Herrn  H. 
Omont  erfahre  icb,  dass  der  Satz  im  Paris.  23J6  gänzlich  fehlt 

••  Gelegentlich  bemerke  ich,  daas  im  Griechischen  die  Keihenfolge  von  XI, 
32—33—34;  XII,  6— 8-9;  Xll,  11— 12-15  eine  vollständig  analoge  ist,  während 
bei  den  Arabern  die  Analogie  bei  den  letzten  drei  Sätzen  (XII,  11—10-12,  im 
Bonon.  XII,  11— 10— U)  gebrochen  ist. 
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nur  zum  Theil,  im  Bonon.  vorliegt,  und  der  ofiFenbar  Mathematiker  war 
und  seinen  Auszug  mit  Verstand  gemacht  hat,  konnte  unmöglich  den 
landläufigen  Begri£f  ändern.  Daran,  dass  Euklid  selbst  die  engere  De- 
finition gegeben  haben  und  diese  erst  im  Laufe  der  Zeit  erweitert  sein 
sollte  (Klamroth  S.  284),  ist  nun  vollends  gar  nicht  zudenken.  Denn 
schon  bei  Archimedes  (De  sph.  et  cyl.  I,  13)  hat  ngiafia  die  weitere 
Bedeutung,  ohne  dass  er  hierin  eine  Neuerung  andeutet,  und  nicht  nur 
bei  Euklid  selbst  (XI,  40;  XII,  7)  ist  es  deutlich,  dass  das  dreiseitige 
Prisma  nur  eine  specielle  Gattung  ist,  sondern  auch  in  der  arabischen 
Uebersetzung  heisst  es  XII,  6  (Klamroth  S.  318):  Jedes  Prisma  mit 
dreieckiger  Basis.  Ueberhaupt  ist  es  mir  sehr  zweifelhaft,  ob  nglafia, 
wie  Klamroth  S.  284  vorbringt,  seinen  Namen  von  der  Aehnlichkeit 
mit  dem  Zahne  einer  Säge  erhalten  hat.  Das  Wort  bedeutet  doch  wohl 
nur:  das  Herausgesägte;  man  hat  wahrscheinlich  das  Prisma  als  einen 
durch  Sägen  eckig  gemachten  Gylinder  aufgefasst,  so  dass  die  Dreiseitig- 
keit auch  nicht  zum  ursprünglichen  Begriffe  gehört.  Auch  ist  es  mir 
wenig  glaublich,  dass  ein  Grieche  die  Definitionen  der  Platonischen 
Körper  (XI,  De£F.  25,  27—29*;  vergl.  Klamroth  S.  283)  habe  weglassen 
können. 

Ich  glaube  also  Folgendes  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  aufstellen 
zu  dürfen:  Bonon.  enthält  von  den  stereometrischen  Büchern  nur  ein 
Excerpi,  das  zwar  überall  mit  Verstand  gemacht,  in  der  Form  aber 
nachlässig  und  nur  auf  Kürze  angelegt  ist;  als  Vorlage  diente  dem  Epi- 
tomator  ein  Exemplar  der  vortheonischen  Redaction.  Eine  dem  Bonon. 
verwandte  Handschrift  lag  dem  arabischen  Uebersetzer  vor,  der  die  Ab- 
weichungen von  unseren  übrigen  Handschriften  noch  mehrte. 

Natürlich  hängt  aber  das  Urtheil  über  die  Nichtübereinstimmungen 
zwischen  Bonon.  und  den  Arabern  wesentlich  davon  ab,  was  wir  von 
arabischen  Varianten  in  den  übrigen  Büchern  zu  halten  haben.  Dass  ein 
Theil  derselben  bis  auf  die  griechische  Vorlage  zurückgehe,  kann  natür- 
lich nicht  absolut  geleugnet  werden.  Es  kann  ja  von  den  Büchern  I — X 
eine  ähnliche  Redaction  existirt  haben,  wie  diejenige,  die  wir  für  die 
Bücher  XI  —  XIII  noch  im  Bonon.  besitzen.  Die  Wahrscheinlichkeit 
dieser  Annahme  schwindet  aber  bedeutend  dadurch,  dass  nach  Klam- 
roth^s  Bemerkung  S.  316  eben  diese  Bücher  im  Arabischen  sich  „durch 
das  Fehlen  der  Zusätze  und  durch  eine  kürzere  Fassung  der  Beweise** 
vor  den  übrigen  auszeichnen.  Es  ist  doch  gewiss  ein  bedeutsames  Zu- 
sammentreffen, dass  auch  bei  den  Arabern  ein  nicht  unmerklicher  Unter- 
schied   gerade   da  hervortritt,   wo  sich  eine  abweichende  Redaction  auch 


• 

*  XI  Def.  26  {xBtQasSifov)  fehlt  in  allen  guten  griechischen  Hdss.  und  ist  un- 
echt; Euklid  gebraucht  selbst  nvQntfilg  i»  •»^ütu^mv  vQiyafvtov  ioonlBVQtnv  XIII, 
13.    Vergl.  auch  Hero,  Def.  100. 
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hitbcn  wird.  Aach  ist  es  einigermasiteii  wahrBcbeinlicb ,  dass  di«  vj^r 
8ltse,  diebnilehnk,  aber  wedei;  bei  Tosi,  nocli  im  grieebisclien  Rnklid 
BtpliPu  (KUmrotb,  S.  278  flggj ,  von  Isbak  selbst  biaziigrfügt  sind 
und  also  bei  Hajjaj  fcbllen.  Endlich  kann  I>=hak  selbst  di>>  Sätze  Xllt 
3  in  je  zwei  getbeill  baben,  was  bei  ihm,  nicbt  aber  bei  Tasi  der 
Fall  ist.  Wir  würden  so  wenigstens  daa  P'ehlen  der  nenn  Satie  erklSn 
baben. 

Die  oben  aasgeschri ebene  Vorrede  ist  aber  auch  sonst  sebr  lehrreicb. 
Von    den    darin   genannten   Männern,    die   sieb    mit  Enklid    beschäftigt 
haben,   bat    zwar   keiner   eine  eigentliche  Uehersetzung  des  Grnndtextee 
i-geben;*  sie  sind  wesentlich  Comuentatoren.    Man  hat  doch  aber  offea- 
ar  ans  ihren   Werken  den  von   ihnen  hefulgten  Text  erkennen  könocD, 
nd    darin    hatten    sie    nach    dem    Zeugniss    der  Vorrede    allerlei    Aeiide- 
ungen  der  Ueberliefernug  Torgenoromen,  die  sich  mit  den  Abweichungen 
er  arabischen  Traditinn  der  griechischen  gegenüber  vollständig  decken. 
Sie    haben  Definitionen    wpggelasspn  —    vergl.  Klanirolb,    S.  282flgg.; 
i*'ilzf.    gemacht    —    wie,    ansser    den  vier  Salzen  Ishnk's,    noch  arab. 
XV,   J;    manches  NothweniÜge    weggewnrfen,    besonders    im  X.  Buch    — 
worin  bpi  Ishak   10,"  bei  Tnsi  gar  12  Salze  Teblen;  es  fehlen  aoM«r- 
n  bei  den  Arabern,  vun  den  drei  bei  Tusi  allein  fehlenden  Sätzen  nnd 
I  such  nncb  den  griechischen  Fldss.  aussoecheid enden  ganz  abgAseboa, 
folgende  S&tze:  VITf,  16.  17;  XH,  R,  13,  14;  XV,  6,  7,  8,  9.  10.    End- 
lich    bahpn    sie    die    Ordimnc;    der    SSIze    geändert  vgl.    Klamroth. 

S.  275flgg. ;    und  der  Kürze  wegen  mehrere   Satze  in  einen  vereinigt  

wie  in  der  Uebersetzung  III,  11—12  und  XIV,  5— 6;  was  Klamroth 
S.  275  hervorhebt,  dass  eine  Znsammenziebnng  nur  einmal  im  echten 
Euklid  vorkomme  und  deshalb  nuthwendig  hier  anch  in  der  griechischen 
Vorlage  stattfand,  will  wenig  bedeuten;  wer  im  XIV.  Bncbe  zwei  SStzn 
in  einen  verband,  der  konnte  es  auch  ira  dritten  so  machen.  Hinzn- 
zufUgen  wHre  noch,  dass  auch  umgekehrt  zu  wiederholten  Malen  ein 
griechischer  Satz  in  mehrere  zerlegt  ist,  niimlich  X,  32,  33;  XI,  31 ,  34; 
XIV,  2,3  in  je  zwei,  XIV,  4  in  drei.  Dass  ein  solches  Zerlegen  den 
Arabern  geläufig  war,  bezeugt  der  Umstand,  dass  bei  Ixhak  noch 
XIII,  1,  2,  3  in  je  zwei  SStze  getheilt  werden,  was  hei  Tnsi  nicht  ge- 
schiebt  und  ohne  Zweifel  Ishak  selbst  zu  Schulden  kommt 

Müssen  wir  also  die  Annahme,  als  hätten  die  Araber  einen  wesent- 
lich   ursprünglicheren  Eukitdtest   gehabt,    als  nicht  begründet  nnd  nicht 


•  A  vicenna  (978— !0.'J6)  verfasate  ein  Compendium  der  Elemente  (Wenricb: 
De  auct  Graec.  verss.  Arabb.,  S.  189),  Abulvafa  Albuzgiani  (940  —  998)  einen 
Comroentar  dazu  (Wenrich,  S.  187)  und  AbulgiaTar  Alkbazen  einen  Commen- 
tar  zum  X.Buch  (Wenrich,  S.  137i. 

"  X,  7,  8,  13,  U,  17,  26,  113,  114,  115,  117;  alle  Zahlen  sind  nach  Grego- 
riiis  gegeben.     Hiernnter  sind  doch  nicht  die  dwoTOftai  (74flgg.^. 
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^^^mttebal,  singularum  jiriiposilionum  lorum.  singulifque  figuria  guinque,  guai 
^^^'tphaera  inseribunlur ,  subiiinximu»  methodum  Sphaeram  inseribeiidi  in  Ulis, 
^Tuin  iiitrriptionem  itlarum  figtiraruin  quinque  pogsibilcm  in  en  figura,  in  gva 
inscribi  polest,  et  nolauimus,  quae  in  eadem  inscribi  non  possini,  opus  denique 
abiolvirnm  duobus  libris.  qiiorum  alter  est  de  itucribendis  corporibus  quinque 
in  se.  irwicem,  de  qua  re  exaclissivie  Irnclaoimus,  aller  de  proporlione  inier 
lalera  eorum,  allUudines,  hases,  super/icics  et  magniludines ,  quibus  subiunxi- 
mus  quingue  praposiliones  de  invenlione  guinque  Unearum  eoitegucnlium  in 
proporlione  lalerum  eorum,  alHludinum.  superficifrum  et  magnitudinum ,  guar 
omnia  nos  e.rplicavimus  dcmonslralioiiibus  rertis  et  prnemissit  indubilatis  ad- 
hibilo  sermone  conciso  alque  pura.  eeterum  ordinem  librorum  et  propotititi- 
iium  ipsiiis  operis  (Euclidis)  eervavimus  eaceplis  duodecitna  et  decimo  tertiv- 
in  XIII  enim  de  corporibus  (solidis)  el  in  All  Uc  super ficiebua  per  se  Irtic- 
tntimus. 

Wenn  der  Verfasser  diespr  Vorrede,  dem  wir  alsr.  die  im  Bodl.  S^JO 
«ntbftiteiie  Kedactiun  verrlanken,  Irota  seinen  BeuUbungen  um  die  K^in- 
beit  desTexte§  «icli  bo  grosse  Vcrändorun^cetj  crlHabte,  daes  er  die  Ord- 
nung der  Säue  in  den  Büebern  XII— SIIl  ganz  nacli  eigener  Willkür  ge- 
staltete,'* kann  die  Möglichkeit  nicht  geleugnet  werden,  dase  der  erste  sra- 
bieche  Uebersetzer  ebenso  verrobr.  Und  die  UebereinBlimmung  der  verscLie' 
denen  arabischen  Bearbeitungen,  worauf  Klamrotb  grosses  Gewicht  legi, 
verliert  ihre  Beweiskraft,  da,  wie  oben  S.  2  tlg.  gezeigt  wurde,  der  ein- 
zige von  Klamrotb  vorgebrachte  Beweis  dafür,  dass  Hajjaj  und  Ishak 
nach  verschiedenen  griechischen  HandGCbriften  arbeiteten,  nicht  überseu- 
gend  ist.  Die  Uehereinstimmung  im  Wesentlichen  kann,  so  Innge  nicht 
andere  Gründe  das  Gegentheil  beweisen,  »ebr  wohl  daraus  erklärt  wer- 
den, ilasa  Isbak  die  ältere  Debersetzung  Ilajjaj's  zu  Grunde  legte, 
nud  awar  im  Kinzelnon  Vielee,  auch  mit  Benutzung  griechischer  Hand- 
echriften .  Snderie  und  verbesserlet  "ber  Zahl  und  Ordnung  der  Sätze 
im  Grossen  nnil  Ganzen  beibehielt,  wie  solches  rücksicbtiicb  der  Figu- 
ren von  Klamrotb  als  möglich  zugegeben  wird  (S,  287,  vgl.  8.289); 
hierfür  spricht  auch  der  Umstand,  dass  Ishak  in  den  Definitionen  and 
ÄporfiBus  meist  wörtlich  dir  lleberfielzung  Hajjaj'a  bewahrt  (S.  SlOßgg.) 
Nur  bat  Ishak  zi'bn  Särze  mehr  als  Hajjaj;  da  wir  aber,  wie  gesagt, 
nicht  uninitielbnr  ans  Tusi  anf  Hajjaj  scbliesaen  dürfen,  können  wir 
nicht  mit  Sicherheit  angelien,  wpicbe  diese  zehn  Salze  waren;  im  Leiden- 
ais  fehlen  im  1.  nnd  3.  Buche  je  ein  Satz  (Klamrotb,  S.  273),  und  da 
diese  Hds.  die  sechs  Blicher  in  Hajjaj's  Uebereetzang  enlbäU,  haben 
wir  wohl  hier  die  zwei  der  bei  Hajjaj  fehlenden  Sätze  (welche,  wird 
leider  nicht  gesagt),  die  Isbak  aus  einer  griechiBchen  Hda,  aufgenommen 

oll   IL    PuBej,   1.  c,   8,  200:   m  Ubro  XII  et  XIJI  a  Graeco  «mierfu 
sf,  ^uomm  scüicet  hie  non  complectitur  nt«i  aolida,  ille  nisi  Hupurtidts. 
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Ein  Vorxag  der  arabiacben  Tradition  ist  ee  weiter,  Amsa  die  Br-] 
Uitteniiig  aber  avv^tcig  und  oroAuoie.  die  io  den  grteohiachen  Bdm. 
Dscb  XIII,  5  oder  XIII,  6  ateht  (in  «öderen  nacb  den  einzelnen  Sitw» 
vertheilt),  gäodich  febltj  sie  kanu  unmÖgUcb  von  Enklid  herrübre». 
Eb  bleibt  aber  immer  »weifelhaft,  ob  niclit  die  Araber  anf  eigene  Haoi 
diesen  Znsais  wegacbnitten ;  er  gebt,  wie  Cantor  nicbl  nowahrvcheiDlick 
vermntbet  (VorleBangen  Üb.  Gescb.  d.  Matb.,  S.  236)  anf  Endcio»  xa* 
rück,  nnd  mnsa  sehr  Trüb  in  die  aioixii«  aaTgenummen  sein.  Und  ebM 
gegen  Alles,  was  als  Beiwerk  bcselcbnet  werden  kann,  wie  Defintlionea 
nnd  Corollarien,  baben  die  Araber,  wie  wir  sahen,  sebr  frei  verfuhren. 
Von  den  Corollatien,  die  die  Araber  weglassen,  sind  einige  ancb  au 
unseren  Hdss.  als  nnecbt  (tbeoniscb  oder  nocb  jünger)  xn  erkennen, 
aber  andere  i<ind,  wie  gezeigt  wurde,  nnzweifelbart  ecbt;  ein  AebnUcha 
gilt  von  den  Lemmata,  die  alle  bei  den  Arabern  feblen  (Klamroth« 
8.314),  znm  Tboil  aber  gewiss  echt  sind.  Wenn  ebenso  die  äklms  b* 
den  Arabern  vollstfindig  fehlen  (nur  bei  X,  106—107,  arab.  J02  — 103, 
vertreten  sie  die  Stelle  der  eraten  Beweise,  Klamroth  S.  315,  nad' 
an cb  der  Beweis  für  VI.  20  bei  Klamroth,  S.  322flgg.,  der  ibni  nrsprüog- 
lieber  scheint,  ist  mit  dem  ailoos  bei  August  1  3.  2S8  eng  verwandt)) 
so  ist  das  insofern  ein  Vorzug,  als  sie  gewies  nicht  von  Enklid  bei« 
rühren;  ob  sie  aber  in  den  griechischen  Hdss.  der  Araber  alle  febUaqJ 
ist  mir  sehr  zweifelbaft;  nur  wpüige,  wie  II,  4,  sieben  im  Vatic.  IW 
MD  Rande,  die  Übrigen  scheinen  vortbeoniscb  zu  sein. 

Entschieden  besser  als -die  arabische  Tradition  ist  Vatic.  190,  wenn 
er,  wie  Übrigens  anch  gute  theonische  Handse.,  wie  Vatic.  I03S  nnd  der 
alte  Bodl.,  V,  Def.  19  nur  mit  junger  Hand  am  Rande  hat;  TnuYiiivti 
avakoyia  kommt  bei  Enklid  sonst  nicht  vor.  Ebenso  ist  Vatic.  190  im 
Rechte,  wenn  er  V,  Def.  8*  erst  mit  späterer  Hand  bat;  diese  Defini- 
tion ist  ganz  annats  (Bankeh  Zur  Gesch.  der  Mathem.,  S.  395).  Beide 
Definitionen  finden  wir  aber  bei  den  Arabern  (Klamroth,  S.  282),  V,  8 
auch  bei  Campanua  (V,  4),  der  dagegen  V,  Def,  19  und  die  echte 
Def.  20  weglässt.  Auch  kann  daran  erinnert  werden,  dass  die  Doenkli- 
dische  nnd  ohne  allen  Zweifel  unechte  VI,  Def.  5  im  Vatic.  190  nur 
am  Rande  steht,  obwohl  manu  1,  während  sie  arabisch  erbalten  ist,  nur 
mit  dem  Zusats  (im  Bodl.),  dass  Thabit  sie  nur  in  einigen  griecbischea 
HdM.  sah  (Klamroth,  S.  283);  bei  Campanus  fehlt  sie,  aber  auch 
VJ ,  Def.  4. 

Ea  scheinen  eich  also  die  beiden  Ue  herliefe  ran  gen  gegenseitig  sn 
vervollstKndigea ,  wa*  die  Veröffentlichung  der  arabischen  um  so  wünschens- 
wertber  erscheinen  IMsst. 


*  Bei  August;  nach  anderen  V,  Def.  4 
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Was  CampanaB  betrifft,  werde  ich  nicht  die  Fr^ge:  Adelhard 
oder  CampannB?  anfnehmeu,  worüber  wir  hoffentlich  Mittbeilnngea  von 
Curlae  xa  erwarten  haben.  Was  Klamrotb,  der  freilich  die  Abband- 
luog  WeiBsenborn'B  nicht  mehr  benntzen  konnte  (S.  326,  Anm.),  über 
das  Verhältniss  Beider  andeutet.  8.  271,  273,  spricht  für  die  Annahme, 
dass  Adelhard  der  DeberaetEer,  Oampanns  der  Bearbeiter  aci. 
Nach  Klamrotb  S.  273  stimmt  Campanus  meist  mit  Taei  Uberein, 
doch  mit  mehreren  anffallcDden  Abweichungen  (er  hat  27  Sätze  mehr, 
und  VI,  20  steht  an  seiner  Stelle,  während  sie  sonst  hei  den  Arabern 
VI,  14  ist).  Genaueres  über  das  Verhältniss  des  Campanas  zu  der 
sonsligen  Tradition  wird  sich  erst  nach  der  vollständigen  Veröffentliehung 
derselben  ermitteln  lassen-  Doch  kann  ich  nicht  nmhin,  darauf  hinzu- 
weisen,  dass  Campanns  in  den  BUchern  XIV  und  XV  eine  gewisse 
Uebereinstimmnng  mit  der  oben  S.  16  erwähnten  Vorrede  anfzcigt.  Leider 
ist  dieselbe,  was  diesen  Punkt  betrifft,  sehr  nnklar;  aber  so  viel  gebt 
doch  hervor,  dass  der  Verfasser  und  Bednctor  1.  eine  Uelhode  angab, 
am  eine  Kugel  in  die  Platonischen  Körper  einzuschreiben,  2.  die  Lehre 

tTon  der  Einschreibung  der  platonischen  Körper  in  einander  weiter  ent- 
wickelte und  3.  die  Beschränkungen  der  Einscbreibbarkeit  angab.  Das 
Alles  bezeiobnel  der  Verfasser  der  Vorrede  als  seine  Zusätze,  und  wir 
finden  sie  bei  Campanas  wieder  I.  XV,  13:  fabricutv  quuvis  ^uinr/iie 
regularium  eurporum  sihi  sphnernm  inscribere:  2.  XV,  5  und  7  —  12;  3.  in 
unem  Znsalze  zn  W,  12.  Vollständig  scheint  Campanus  allerdings 
nicht  mit  der  Redsction  im  Bodl.  280  zu  stimmen;  aber  so  viel  scheint 
doch  hieraus  hervorzugehen,  dass  er  einer  arabischen  Tradition  gefolgt 
ist  und  nicht  ans  seinem  eigenen  Wissen  allein  geschöpft  hat  (vgl. 
Klamroth.  S.  274).  Nun  enthält  Bodl.  2S0  die  Thabit'scbe  Bearbei- 
tung der  Uebersetzung  lehnk's,  ist  aber  nach  Nie  oll  und  Pusey  S.  260: 
tmfiidaliis  aiHersionem  Nitsiredäini  T/iusensis.  Möglicherweise  stammt 
also  jene  Vorrede  von  Nasireddin  Tnsi;  vgl.  Haji  Khalfa  I.  S.  383: 
(Na  sir eddin)  ilicit,  sc,  qiiae  de  archeiypo  in  editionibus  laudalis  ineenian- 
iur ,  ah  iis  separasse,  qvae  accesnerinf.  vel  indicio  distincio  vel  colorum  varie- 
lale.  i/uibu>  Schemata  pinxerit.  Haji  Khalfa  I.I,  S.  383)  hat  aus  Tasi 
auch  eine  Notiz  über  die  Zahl  der  Sätze  bei  Hajjaj  und  Ishak,  die 
ebensowenig,  wie  jene  Vorrede,  im  gedruckten  Euklid  des  Tnsi  zu 
finden  ist  (Klamroth,  S.  274),  freilich  aber  auch  nicht  in  der  bei 
Nicoll  und   Pusey  gedruckten  Vorrede  steht. 

Ich  Bchliesse  diese  Zeilen  mit  dem  Wunsche,  dass  die  Orientalisten 
nns  recht  bald  eine  vollständige  Uebersetzung  der  arabischen  Bearbei- 
tungen der  snoixfia,  so  weit  sie  noch  vorhanden  sind,  schenken  wollen, 
und  dass  dabei  möglichst  viele  Ilandschrifien  untersucht  werden;  denn 
die  oft  genannte  Vorrede  lässt  ahnen,  dass  die  Uehereinstimmung  der 
arabischen    Kedactionen    bei    Weitem    nicht    ;o  ^EJ^i^  j-S^j.   als    es    nach 


roth's  Arbeit  erscheint.  Wenigste 
die  in  der  Vorrede  genaDOtCD  Schriften  si 
an  Uaterial  kein  Haogel  ist.  Dana  wird 
seitige  Verliilltiiiss  von  H&jjaj,  Ishak, 
anstellsD,  und  die  arabifidie  Tradition  hei  Heralellung  des  griechischen 
Teztee  gehörig  zu  beachten.  Dass  für  jetzt  das  Material  allm  anvoU- 
stüadig  ist,  bebe  ich  bei  der  Ausarbeitnog  dieaee  Aufeatzes  mebr  aU 
einmal  gefiihh. 


Berlcbti^OB^ 

Im   28.  Jahrgang,   biet  -lit.  Abth.  S.  S13   sollen  i 
Theile  statt     •  •     •  •  .      so  beitaen:     *  '  *     *  *  * 


Hg.  t  die  ernten  beiden 


ßecensionen. 


AUgemeine  TJntersuohimgeii  ans  der  Theorie  der  DifferentialgleioliTingexL 
Von  Leo  Kobnigsbkhger,  Professor  an  der  Universität  zu  Wien. 
Leipzig,  Teubner.     1882.     In  8^.     X  u.  246  S. 

Die  Untersuchungen  der  neueren  Zeit  auf  dem  Gebiete  der  Diffe- 
rentialgleichungen sind  dadurch  charakterisirt,  dass  sie,  statt  wie  früher 
sich  auf  die  Frage  ihrer  Auflösbarkeit  durch  Zu  rück  füh  rang  auf  Quadra- 
turen zu  beschränken,  vielmehr  darauf  ausgehen,  aus  der  Natur  der 
Differentialgleichungen  selbst  die  Eigenschaften  der  durch  sie  deffnirten 
Transcendenten  zu  ermitteln.  Als  ein  ausgezeichnetes  Beispiel  der 
Fruchtbarkeit  dieser  neuen  Betrachtungsweise  erwähnen  wir  die  funda- 
mentalen Arbeiten  des  Herrn  Fuchs  zur  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen, denen  wir  die  Formulirung  und  Lösung  der  beiden 
Grundprobleme  dieser  Classe  der  Differentialgleichungen  verdanken, 
betreffend  einerseits  die  Angabe*  des  Verhaltens  ihrer  Integrale  in  der 
Umgebung  ihrer  singulären  Punkte,  andererseits  die  zu  ihrer  Fortsetzung 
nöthige  Ermittelung  der  Beziehungen,  die  zwischen  den.  innerhalb  ver- 
schiedener Gebiete  giltigen  Darstellungen  zweier  Fundamen talsysteme  von 
Integralen  stattfinden. 

Handelte  es  sich,  in  diesen,  sowie  in  den  zahlreichen  durch  sie  ver- 
anlassten Arbeiten  anderer  Mathematiker,  wie  der.  Herren  Frobenius 
und  Thomd,  um  die  Integrale  einer  und  derselben  und  zwar  linearen 
Differentialgleichung  mit  derselben  unabhängigen  Veränderlichen,  so  ver- 
folgen die  vorliegenden  Untersuchungen ,  die  sich  im  Princip  auf  beliebige 
algebraische  Differentialgleichungen  erstrecken,  den  Zweck,  hinsichtlich 
der  durch  verschiedene  algebraische  Differentialgleichungen  definirten 
Transcendenten  für  verschiedene  Werthe  der  unabhängigen  Variablen, 
die  miteinander  in  algebraischer  Beziehung  stehen,  allgemeine  Sätze 
festzustellen,  aus  denen  über  einen  algebraischen  Zusammenhang  unter 
ihnen  sowohl  der  Existenz,  als  der  Art  nach  entschieden  werden  könne. 
—  Es  lassen  sich  im  Wesentlichen  drei  Hauptprobleme  bezeichnen,  deren 
Beantwortung  vermöge  der  durch  die  bezeichneten  Sätze  gewonnenen 
neuen  Principien  und  Methoden  in  Angriff  genommen  wird,  und  um 
die  sich  alle  in  den  vorliegenden  Untersuchungen  behandelten  Fragen 
gruppiren. 
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Die  M6g1ic1ikeit  der  Discuesion  der  Integrale  linearer  liomogenn'  I 
UiffereotialgleicbnngeD  n*"  Ordnung  bernht  auf  dem  FundameDtalsatze,  J 
dasB  das  allgemeiiie  Integral  derselben  eine  lineare  homogeae  Function 
TOD  n  particulärea  Integralen  mit  willkärlicben  Conslanteu  ist.  ÄD  diesen 
Umstand  ankriüpfeDd  wird  das  allgemeine  Problem  aurgealellt,  die  Claasen  \ 
van  algebraischen  IJiffeteolialgleichungen  anzngeheii ,  für  welche  das 
allgemeine  Integral  Überhaupt  eine  algebraische  Fnnction  particnlSter 
Integrale  nnd  willkürlicber  Consianten  ist  —  eine  Frage,  die  mit  der- 
jenigen nach  der  Aoxahl  der  dnrub  eine  algebraische  Diffecentialgleichang 
definirten  selbstständigea  Transcetidentca  idfaliBch  ist.  Die  Behandlung 
dieses  Hanptproblems  geschieht  nicht  in  nnnntprbrocbener  Folge,  eondem 
sieht  sich  in  einzelnen  Absätzen  dnrch  mehrere  Capitel  des  Bnches  hin, 
indem  die  betreffende  Untersuchung  an  heniimmten  Punkten  abgebrocben 
wird,  nm  spätfr  wieder  aufgenommpQ  zu  werden  ,  da  dio  einzelnen  dabei 
za  betrachtenden  Fälle  verschiedene  Methoden  erfordern,  die  Hieb  «n 
dio  Analyse  der  anderen  Probleme  natorgeniHFS  ankniipfen.  Uas  Problem 
wird  für  Differentialgleichnngen  erster  Ordnung  Tollstäudig  erledigt. 

Das  zweite  Haaptproblem  bildet  die  Erweiterung  des  Aberscbpa 
Theorems    auf    die   Lösungen    der   algebraischen    nüFerentialgleichnngen.    1 

Fasst    man    das    Integral   f  f{-i:-,y)  äx.  wo  g  eine  algebraische  Fouctioo 

Ton  .X  und  f  eine  rationale  Function  bezeichnet,  als  das  Integral  der 
DifFerentialgleichnng  erster  Ordnung  dt  =  f{xy)iix  auf,  so  liefert  du 
Abel'scbe  Theorem  eine  lineare  Beziebnng  eines  und  desselben  Integrale 
der  Differentialgleicbnng  für  verschiedene  algebraisch  miteinander  rer- 
bnndene  Argomente.  Das  „erweiterte  Abel'scbe  Theorem"  hat  nnn 
znm  Gegenstände  die  Feststellung  irgend  einer  algebraischen  Beziehung 
zwischen  den  Werthen  eines  und  desselben  particularen  Integrals  einer 
beliebigen  algebraischen  Differentialgleicbnng  für  algebraisch  von  einander 
abhängige  Werthe  der  nnabbängigen  Variablen. 

Eng  verbunden  mit  dem  Abel'scben  Theorem  ist  eine  andere  Reibe 
von  Untersnchnngen  Abel's,  die  sich  mit  den  Bedingungen  und  der 
FoffD  der  Eeduction  Abel'scber  Integrale  aufeinander  und  auf  Logarith- 
men algebraischer  Functionen  beschäftigen.  Die  Ausdehnung  des  Keduc- 
tions Verfahrens  auf  die  Integrale  linearer  Differentialgleicbungen  beliebiger 
Ordnung  mit  algebraischen  Coefficienten  dient  zum  Mittelpunkte  einer 
dritten  Gruppe  von  Problemen,  denen  der  zweite  Tbeil  der  vorliegenden 
Untersnchnngen  gewidmet  ist  und  bei  deren  Behandlung  eine  bewun- 
dernswürdige Fülle  von  hochinteressanten  Metboden  und  Ergebnissen  zu 
Tage  tritt.  Im  Speciellen  erfährt  hierbei  die  Theorie  der  Integrale 
algebraischer  Functionen  eine  höchst  bemerkenswert be  Bereicherung, 
indem  im  Falle  der  Möglichkeit  der  Reduction  einee  solchen  Integrale 
auf    elliptische    Integrale    gezeigt    wird,    dass    dieselbe   stets   durch   eine 


rationsld  Trarsformatitm  bewirkt  werden  bann.  Die  Scliwierigkeit  dieses 
„rationalen  RntluctinnuproblpinB"  erhellt  am  besten  daraiie,  dass  Abel, 
der  die  rationale  Kedurtinn  für  byperclliptieche  Integrnle  auT  «elliptische 
geleistet  hatte,  eben  dieselbe  für  sllgeineiDe  Abel'scbe  Integrale  seiner 
eigenen  ErklHrong- nach  nicht  zu  bewerkEtelligen  vermochle.  Hier  er- 
gcheint  die  Lösaiig  des  fraglichen  Problema  als  besoaderer  Fall  der  ra- 
tionalen Bednolion  von  Integralen  linearer  Differentialgleicbangen  über- 
haupt auf  ell'plisclip  Integrale. 

Der  Verfasser  hat  in  den  letzten  Jahren   einige  Sätze  nnd  Methnden 
'   «ns  der  Theorie  der  Differentialgleichnngen  nebst  mehreren  Anwendnngen 
ID  einer  Reihe  von   Abhandlungeu,   die  theils  im   Crelle'schen  Journal, 
theils    in    den    Mathematischen    Anualeu    erschienen    sind,    veröffentlicht 
Im  vorliegenden  Werke  sind   nun  die  hierauf  bezüglichen  Untersuchungen 
.  im  Zusammenhange   dargestellt,    wobei    die    in    den    ersteren  enthaltenen 
beträchtliche    Erweiterung    erfahren.      Durch    die    Darlegung 
H'der  Theorie,  welche  jene  Üntersnchnngen  in  sich  befasst,  tritt  erst  klar 
plervor,  welclie  weilansgedehnten  Gebiete  durch  dieselben  der  Forschang 
erschlossen  sind,  und  wie  befruchtend  andererseits  die  aus  ihnen  fliessen- 
[  den    neuen  Methoden    nnd'  Principien    zurückwirken  auf  die  Behandlung 
md  Lösung  der  im  Gebiete  der  Abel'scben  Integrale  auftretenden  Pro- 
bleme, die  in  der  neuen  verallgemeinerten  Fassung  an  Tiefe  und  Dnrch- 
■icbtigkeit  ungleich  gewinnen. 

Da  die  rnndamentalen  SXtze  fiher  algebraische  Beaiehnngen  Ewischen 
Integralen  verschiedener  Ditferentialgleichungen,  die  den  Ausgangs- 
punkt der  vorliegenden  Untersuchungen  bilden,  ähnlich  wie  in  der  Theorie 
Üler  algebraischen  Gleichungen,  den  Begriff  der  Irreductibilität  der  Diffe- 
mtialgleichangeu    voraussetzen ,    dessen    Einführung  schon    früher   Herr 
benius  in  seinen  Untersuchungen  tiber  lineare  Differentialgleichungen 
his  notbwendig  erkannt  hatte,   so  galt  tu  vor  Allem,  die  Irrednctibilitfit 
r  algebraischen  Differentialgleichungen  im  allgemeinsten  Sinne  sn  de- 
iren  nnd  demnSchst  Methoden  anzugeben,  nach  denen  man  entscheiden 
nne,  ob  eine  Differentialgleichung  irrednctibel  ist.     Diese  nnd  andere 
kb  daran  knüpfende  Fragen  machen  den  Inhalt  des  ersten  Capitels  aus. 
Eine  Diffcrentiftlgleicbung  m'"  Ordnung 

K- v.S.-^)=o, 

IIb  der  /  eine  ganze  Function  ihrer  Ai^umente  und  y,,-'Pf  algebraisch 
jtrrednclible  Functionen   von  ,r  bedeuten,  wird  irrednctibel  genannt,  wpun 

—  anfgefasat,  im  algebraischen 

■  Differentialgleichung  niederer 
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Gleichniigen  (m  =  0)  mit  enthalten.  Uoch  findet  to  den  aus  der  Defini- 
tion hergeleiteten  Folgernngen  eine  bemeikcnewertlie  Abweichung  statt. 
Während  nümlich  für  algebraische  Gleichongen  der  Satz  gilt,  dojsa  ejue 
solche  Gleichung  schon  irrednclibel  ist,  wenn  nnr  eine  ihrer  Wnraelii 
keiner  algebraischen  Gleichnng  niedrigeren  Gradeä  genttgt,  kann  im 
Gegentlieil  eine  UilTerentialgleichnng  der  üben  charak-teriuirten  Art  par- 
licnläre  lulegtale  haben,  die  keiner  Differentialgleichung  niederer  Ord- 
DDDg  von  gleicher  BeschafTenbeit  genügen,  ohne  darum  i^reductibel  zo 
sein.  Ein  «olclier  Fall  liegt  ereicbtHcb  in  einer  Hlgebraiscbeo  Difiarentia)- 
gleichung  erster  Ordnung  vor,  die  ein  iranscendentales  und  ein  alge< 
braiacheH  Integral  besitzt,  wegen  des  letzteren  also  reductibel  ist.  Da- 
gegen  gilt  auch  in  dem  Felle  der  algebraificben  UifTerentialgleicbiingen 
der  Satz,  dass,  wenn  eine  irredactible  Di S'erential gleichnng  mit  einer 
anderen  ein  Integral  gemeinsam  hat,  sie  alte  Integrale  mit  derselben 
gemeinsam  haben  müGee.  Die  erstere  DifTerentialgleichnng  heisst  dann 
das  algebraische  Integral  der  letzteren. 

Die  verschiedenen  Metboden,  deren  uan  sich  bedienen  kann,  nm 
die  Irrednctibilitütübedingnogen  von  DifTerentialgleichnngen  aufzofinden, 
werden  an  einzelnen  Classen  linearer  Differentialgleichungen  mit  alge- 
braischen Ooefficienten  erläutert.  Bei  den  linearen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  hängt  die  Frage  nach  ihrer  Keductibilitüt  mit  derjenigea 
nach  den  Bedingungen  zusammen,  unter  denen  sich  ein  Ab  ersdieü  In- 
tegral durch  eine  algebraische  Function  resp.  .Jen  Logarithmus  einer 
algebraischen  Function  ausdrückea  lässt.    Für  die  einfachete  algebraische 

lineare   Diffecentialgleichnng   zweiter   Ordnung  ■-T~^  =  ''iit.f{x,y),  worin 

y  eine  algebraische  Function  von  x  bedeutet ,  wird  die  Frage  daranf 
zurückgeführt,  wann  das  Integral  eines  Abel'schen  Integrals  algebraisch 
durch  das  letztere  aoBgedrückt  werden  könne,  wobei  Jas  interessante 
Resultat  sich  ergiebt,  dass  die  algebraische  Relation,  falls  sie  existirt, 
stets  eine  lineare  sein  muss.  Hieran  knüpft  sich  die  Erörterung  der 
allgemeineren  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  das  Integra)  einer 
Tran  scen  de  Uten  algebraisch  durch  eben  diese  Tranacen  deuten  darstell- 
bar ist;  es  erhellt  unmittelbar,  dass  diese  Transcendente  ^  ein  Integral 
der  Differentialgleicbnng 

sein  mnss,  worin  F  eine  algebraische  Function  von  x  und  |  bedentet, 
GenUgt  nun  |  einer  anderen  algebraischen  Differentialgleichung,  so  kommt 
die  Frage  auT  eine  Irrednctibilitätsuntetsuchung  dieser  Differenlialgleicbnng 
zariick,  die  vom  Verfasser  für  den  Fall,  dass  dieselbe  homogen  nud  von 
der  ersten  Ordnung  ist,  durchgeführt  wird.  Schwieriger  ist  die  l£rmit- 
telung   der  Bedingungen,    unter   denen    die  allgemeine  lineare  homogene 


Differeotialgleichnng  zweiter  Ordnung  mit  algebraischen  CoerficioDten 
irreitactibel  ist.  Msn  findet  leicht,  daes  sie',  wenn  zniHchoD  zwei  Fuuda- 
raantaliutegraleii  derseltiea  eine  algebraische  Beziehung  besteht,  stets 
rednctibel  ist.  Abgesehen  von  diesem  Falle  ergiebt  sieb,  daijs  eine  re- 
duttible  Differentialglficbuog  zweiter  Ordnung  za  ihrem  Integral  erster 
OrduuDg    eine    lineare   boDiogeoe    Differentialgleichang   mit    algebra- 


ischen Coerficienten  haben  m: 
rentialgleiehaugen  m""  Ordnung  dabin  ; 
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nung  Kum  Integrale  bat,  vieaa  feruer  i 
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s  Resultat  wird  für  lineare  Diffe- 
insgedobnt,  dass,  wenn  dieselbe 
he  Differenlialgleicbuug  p"'  Ord- 
wiscben  den  m  Fundamenlalinle- 
rslen  Ableitungen  keine  algehra- 
iscbe  Beziehung  besteht,  jene  Differentialgleicbnng  p'"  Ordnung  eine 
lineare  Uifferentialgleichuag  mit  algebraischen  Ooel'ficienteu  eein  mass. 
Diese  Ergebnisse  stimmen  mit  den  von  Herrn  Frobeuius  früher  auf 
einem  andern  Wege  gefundenen  iiberein.  (Vgl.  Grelle  J.,  Bd.  76, 
S.  243flgg.} 

Es  folgt  nunmehr  im  zweiten  Capitel  die  Aufstellung  eines  Fnnds- 
mentalsatzes  iu  der  Theorie  der  algebraischen  Differentialgleicbungen, 
der  die  Basis  für  die  Auedeboong  des  Abel'schen  Theorems,  sowie  der 
Trausformationsprobleme  Abel'scber  Integrale  auf  die  durch  algebraische 
Differentialgleichungen  detinirlen  Transcendeuten  bildet.  Er  sagt  die  UDver- 
änderlichkeit  von  algehraischcn  Beziehungen  zwischen  particulären  Integra- 
len zweier  Syslemo  von- algebraischen  DiHerentialgleithungen  aus,  deren 
unabhÜDgige  Variablen  miteinander  durch  eine  algebraische  Relation  ver- 
bunden sind,  wenn  man  für  die  Integrale  des  einen  Systems,  die  gewissen 
Irreductibilitätsbedingungen  zu  genügeu  haben,  beliebige  andere  particulttre 
Integrale  desselben  Systems,  statt  derer  des  anderen  Systems  aber  be- 
stimmte andere  passende  particnlare  Integrale  dieses  Systems  substituirt, 
Id  der  unveränderlichen  Relation  können  auch  die  Ableitungen  der 
Integrale  verschiedener  Ordnung,  sowie  die  Variableu  seihst  und  die  den 
einzelnen  Differentialgleichungen  algebraischen  Irrationalit^iten  eintreten. 
Der  Beweis  der  hierher  gehörigen  Sätze  wird  lediglich  mit  Hilfe  des 
im  Vorhergehenden  entwickelten  IrreductibilitSIshegriffs  geführt,  und 
dabei  die  Aufmerksamkeit  auf  den  wichtigen  Umstand  gelenkt,  dass  man 
den  Üebergang  der  Fnnctionswertho  der  Integrale  in  die  neuen  uicbt 
etwa  in  allen  Fällen  als  durch  geschlossene  Umläufe  der  unabhängigen 
Variablen  um  singulare  Punkte  berrorgegangen  annehmen  darf,  da  denn 
die  Sätze  von  der  Erhallung  der  algebraischen  Beziehung  zwischen  den 
Integralen  unmittelbar  evident  wären,  Vielmehr  gieht  es  viele  irreduc- 
tihle  Differeolialgleichuugen,  hei  denen  man*  uicbt  durch  gescblossene 
Umläufe  von  einem  particulären  Integrale  zum  andern  gelangen  kann, 
wofür  ein  Beispiel  in  eint-r  irreductiblen  linearen  homogenen  DiÜ'ei'eiitiitl- 
gleicbung   mit   rationalen  Coefficienten  aufgefitellt,  n'u^ 
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überall  eindeutig  sind;  die  Otltigteit  der  eiwKbateit  Sfitze  bleibt  dadarch 
nnbertihrt.  Dieselben  werden  nnn  znnjichst  auf  DifTerentialglpichangeD 
erster  Ordnung  angewandt.  Hierbei  ergiebt  sieb  der  eigenthttmlicbe 
Umstand,  dass  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Relation  zwischen  den 
Integralen    zagleicli    das    Mittel    bietet,    die    Form    dieser    Relation    fest- 


Raben  die  Gleichnngen  die  einfachate  For 


.(.=1,2..!), 


ine  beliebige  algebraische  Function  von  x  bedeutet,  eu  ergiebt 
sich  der  bekannte  Salz,  dase  die  einzig  mögliche  Form  einer  algebra- 
ischen Beziehnng  zwischen  Abel'schen  Integralen  die  lineare  mit  con- 
stanten  Coerficienten  ist,  worin  der  von  den  Integralen  freie  Theil  eine 
algehraische  Fnnclion  der  Indepeadenteo  darstellt.  Der  weitere  Verfolg 
der  Untersnclinng  filbrt  zn  dem  neuen  Ergebniss,  daes  in  eine  algebra- 
ische Relation  zwischen  AbeFscben  Integralen  solche  analytische  Fnoc- 
ttonen,  die  ein  Additionstbeorem  besitzen,  nicht  eintreten  können.  D«r 
)  hierfür  bernbt  ausseht ieselicb  auf  der  Eigenschaft  der  bezeichneten 
Functionen,  einer  Differeotialgleicbung  erster  Ordnung  zn  geniigen,  fflr 
welche  sich  das  allgemeine  Integral  als  algebraische  Fauction  eines  par- 
licnlären  Integrals  nnd  einer  willk&ilicheu  Constante  ansdrücken  ISast. 
Da  Bunach  die  durch  dieses  Merkmal  cbarakterisirten  Transcendenten 
Uberbanpl  in  eine  algebraische  Beziehung  mit  A  be  I'schen  Integralen 
Dicht  eintreten  können,  so  tritt  hier  zum  ersten  Male  die  oben  eiwühnte 
bedeutsame  Frage  anf,  für  welche  Classe  von  algebraischen  Differential- 
gleichungen das  allgemeine  Integral  eine  algebraische  Function  pattica- 
lärer  Integrale  und  willkürlicher  C'onstanten  ist.  Sie  wird  hier  für  die 
Differentialgleichnngcn  erster  Ordnung  in  dem  besonderen  Falle,  daas 
in  der  fraglichen  algebraischen  Fnnctioo  die  unabhängige  Variable  niebt 
explicile   vorkommt,   erledigt. 

Mit  dem  dritten  Capitel  beginnen  nunmehr  die  Anwendnngon  der 
im  Vorhergehenden  entwickelten  I'rincipien  nnd  Satze  zur  Veratlgemeine- 
rnng  wichtiger  SKtze  der  Inlegralreebnnng  im  engeren  Sinne.  Der 
nicbsic  Gegenstand  ist  die  Ausdehnung  des  Aberechen  Theorems  anf 
Integrale  algebraischer  Differentialgleichnngen ,  wobei  das  Problem  er- 
weitert wird  zur  Feststellung  irgend  einer  algebraischen  Bexiehnng 
zwischen  den  Werthen  eines  und  desselben  Integrals  für  algebraisch 
miteinander  verbundene  Wertbe  der  unabbSngigen  Variablen.  Bei  der 
Entwickeinng  dieser  Beziehung  dient  als  leitendes  Princip,  dasa  die  dnrcb 
den  Batz  von  der  Erhaltung  der  algebraischen  Relation  zwischen  Inte- 
gralen verschiedener  Differentialgleichungen  gelieferte  Form  jener  Relation 
für  den  Fall,  dass  die  Differentialgleichungen  in  eine  zusammenfallen, 
ein  gewisses  Theorem  ergiebt,  welches  die  gesuchte  Erweiterung  des 
A  bel'schpn  Theorems  bildet.  So  war  als  die  allgemeinste  Form  der 
uaveränd erhebet  Relation  zwischen  Integralen  des  Systems 
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Form  vom  Geschlecht  der  algebraischen  Fanclion  1/  abbüngt.  Für  das 
Geechlecbt  1  lautet  es,  wenn  yiix  ein  Differential  emter  Gattong  ist: 
z'i  =  :,:,,  wo  die  algebraiscbe  Beziehung  zwischen  den  Hntnprecb enden 
unabhängigen  Argameuten  x\,  x^,  ;r,  derartig  ist,  dass  a\  und  J/('i) 
rationale  Functionen  von  x„  x^,  !f(x,)  und  y(a-,)  sind.  Hieran  knüpft  sich 
die  allgemeine  Frage,  welche  Differentialgleichungen  übeihaujit  das  er- 
weiterte Abel'ache  Theorem  in  der  Form  j',=  f(:,;j)  besitzen,  w<i  F 
eine  algebraische  Function  bezeichnet,  welche,  wie  oben,  die  Dnabbtlngi- 
gen  Variablen  nicht  expHcite  enthält.  Es  wird  nachgewiesen,  dass  irre- 
ductible  Differentialgleichungen  dieser  Eigeoschait  von  einer  höheren 
Als  der  ersten  Ordnung  nicht  sein  können  und  daee  sie  die  Form 

haben  mössen,  wo  i.(t)  und  ti.{x)  algebraische  Functionen  von  der  Art 
find,  dass  beide  mm  Geschlecht  1  gehörige  Differentialien  erstei  Gattung 
sind.  Aue  diesem  Grunde  wird  das  erweiterte  Abel'sche  Theorem  obiger 
Form  dem  Geschlecht  I  zugehörig  genannt.  Lüsst  man  in  dasselbe  auch 
die  unabhängigeu  Variablen  esplicite  eintreten,  so  wird  man  wieder  auf 
irreductible  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  geführt,  die  dadurch 
charakterisirt  sind,  dass  ihr  allgemeines  Integral  als  algebraische  Func- 
tion eines  parliculären  Integrals  und  einer  willkürlichen  Constanten  und 
der    anabhängigen  Variablen    dargestellt  \ 

das  allgemeine  Integral  eine  von  der  i 
Functiou    eines    particalaren    Integrals 
Form   der   zugehörigen    Differential  gleit 
(s.S.  28)    festgestellt    worden.     Hier   is 
dort   begonnene    Üulersuchung    forlznfü 

fragliche  Relation  die  unabhängige  Variable  eipticite  eintritt. 
die  Fälle  betrachtet,  wo  das  allgemeine  Integral  eine  rationale  ganze 
«der  gebrochene  Function  eines  particulSren  Integrals  ist,  deren  Coeffi- 
eienten  von  der  willkürlichen  Constsuten  und  der  unabhängigeu  Variablen 
algebraisch  abhängen ,  die  zugehörigen  Diß'erentialgleichungon  erster 
Ordnung  aufgestellt  und  für  sie  die  I'orm  des  eraeiterteu  Aberacheu 
'Theorems  ermittelt.  Die  folgenden  Unlersnchungen  über  das  erweiterte 
lAberscbe  Theorem  für  ;<  =  2  führen  auf  Uifferentialgleichuugen  aweiter 
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oder  erster  Ordunng  von  der  Beecbnfi'eDiieit ,  dass  ^iss  nllgemeine  lat^giml 
eiufl  ftlgebraisctie  FuDction  eweier  particalären  Integr&le  uud  zwKtet 
r^ap.  Rtner  willkttilicli'^n  Constantc.  Nacbditm  auch  hier  mit  BeschrSa- 
auf  die  Differenfialgleicbnngcn  ersler  Ordnung  die  FÄlle,  in  denea 
'nannte  Beziehanggans  oder  gebrochen  rational  ist,  nntersncht  word«D, 
gezeigt,  dasis  die  einzige  Claaiie  derjenigen  DiS'erentialgleicbnngm, 
für  welche  das  allg-emeioe  Integral  eine  algebraische  Pnnction  eweicr 
parliculärer  Integrale  und  einer  willkärlichen  Conslanlen  ist,  in  welche 
die  anabhSngige  Variable  nicht  eintritt,  die  der  liDeAren  DüTerentlal- 
gleichungen  erster  Ordnung  and  der  dnrcb  algebraische  SabstitQtion  aas 
diesen  abgeleiteten  ist.  Besondem  beme.rhenswertli  ist  hier  die  angewandte 
Methode,  da  nämlich  die  Existenz  derartiger  algebraischer  Bexiehnagen 
von  der  Integrabiülätsbedingiing  einer  totalen  Differeatialgleichong  ab- 
hängig erscheint,  in  der  das  allgemeine  Integral  and  die  beiden  parti- 
culSren  Integrale  die  Veräuderlichen  Eiind.  Znin  Scbluese  dieser  Unter- 
suchungen wird  die  Frage  nach  der  Gestall  des  Aberschen  TheoKlU 
für  alle  homogenen  linearen  Düferentialgleichongen  beliebiger  Ordnung 
Mtitnt,  nnd  die  Form  der  allgemeinslen  algebraischen  Beziehung  zwi- 
particnlnren  Integralen  derselben  für  algebraisch  von  einander 
AbhSngige  Werthe  der  unabhängigen  Variablen  ermittelt.  Beim  näheren 
Eingehen  auf  die  linearen  homogenen  Differential  gl  eich  an  gen  zweiter 
Ordnung  gelangt  der  im  ersten  Capitel  bei  der  L'ntprsuchnng  rednctibler 
Gleichungen  dieser  Art  nnsgpseblossene  Fall  des  algeb  aiscben  Zusainracn- 
banges  zweier  Fnndamentaliiitegrale  znr  Erörterung,  Nach  Festslellnng 
der  einzig  möglichen  algebraiacben  Beziebnng  zwischen  zwei  particnlSreo 
Integralen,  wofern  diese  nicht  etwa  selbst  algebraiscbe  Fnnctionen  smd, 
wird  das  fUr  diese  D ifferentialgl eich nn gen  geltende  Abel'sche  Theorem 
abgeleitet. 

Tm  vierten  nnd  letzten  Capitel,  welches  nahe.zn  die  HSIfte  dei 
Buches  einnimmt  und  im  Wesentlichen  von  linearen  Differentialgleiebnngen 
beliebiger  Ordnung  bandelt,  wendet  sich  die  Untersuchung  enr  dritten 
Gruppe  von  Problemen ,  betreffend  die  Erweiternng  derjenigen  Unter- 
snchnngen  Abel's,  die  sich  mit  den  Bedingnngen  und  der  Form  der 
Redni'tion    von    Integralen    algebraischer   Fnnctionen    beechäfligen.      Ein 

bekannter  Abel'scher  Satz  lautet,    dass,  wenn  das  Integral  i^^iydx, 

wo  y  eine  algebraische  Function  bezeichnet,  selbst  algebraisch  ist,  : 
rational  durch  x  nnd  y  ausdrückbar  ist.  Dieser  Satz  wird  anf  Integrale 
von  Differentialgleichungen  in  folgender  Weise,  verallgemeinert:  Wenn 
eine  lineare  nicht  homogene  Differentialgleichung  in  :  mit  CoefGcienten, 
die  alf-ebraiscbe  Functionen  von  x  sind,  ein  algebraisches  Integral  bat, 
so  hat  sie  stets  auch  ein  in  den  CoefGcientcn  ratiuiiales  Integral,  wenn 
aie    nicht   eine    homogene   oder   durch  die  Substitution  z  —  l  +  const.  auf 
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eine  homogene  znrtickfübrbare  ist.  Dieser  und  ein  ähnlicher  Satz  über 
DifiPerentialgleichnngen ,  die  ein  algebraisch -logarithmisches  Integral  be- 
sitzen, bilden  den  Uebergang  zu  einem  allgemeinen  Theorem,  wonach 
ans  der  Existenz  eines  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  algebra- 
ischen Coefficienten  genügenden  Integrals,  welches  additiv  aus  Logarith- 
men algebraischer  Functionen  und  Ab eTschen  Integralen  von  den  resp. 
Oeschlechtern  p^^Psf  '*pi  zusammengesetzt  ist,  stets  die  Existenz  eines 
anderen  Integrals  derselben   Differentialgleichung  von  der  Form 

geschlossen  werden  kann,  worin  die  b  Constanten,  {/,r^,...t;^  rationale 
Functionen  der  Coefficienten  der  Differentialgleichung,  i  eine  positive 
ganze  Zahl  und  y^-'-y^  algebraische  Functionen  von  s  von  den  Geschlech- 
tern resp.  Pi...pi  bedeuten,  während  die  Integralgrenzen  fj^^K.,ifa  die 
Lösungen  einer  Gleichung  pj^^"  Grades  sind,  deren  Coefficienten  rational 
aus  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  zusammengesetzt  sind. 
Ein    weiterer   sehr   folgenreicher  Satz    ist,    dass   für  jedes   der  in  obiger 

Formel  vorkommenden  AbeTschen  Integrale  jya<^s   die   Summe   irgend 

eines  Systems  von  zugehörigen  Pa  Integralen  erster  Gattung  gleich  einem 

Integrale   ebenfalls    erster   Gattung   /  Y dx    ist,    worin    Y  eine   rationale 

Function  von  x  und  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  darstellt. 
Dieser  Satz, ^ der  eine  Transformation  AbeTscher  Integrale  verschiedener 
Irrationalitäten  aufeinander  enthält,  erfordert  zu  seiner  Verwerthung  die 
Erforschung  der  Natur  der  fraglichen  Irrationalitäten,  womit  sich  der 
letzte  Abschnitt  der  vorliegenden  Untersuchungen  beschäftigt.  Hier  wird 
zunächst  der  Fall  hervorgehoben,  in  welchem  die  Coefficienten  der  die 
Grenzen  17«  definirenden  Gleichung  p**°  Grades  rationale  Functionen 
von  X  allein  sind.  Dieser  bemerkenswerthe  Umstand  tritt  nämlich 
stets  ein,  wenn  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  als  algebraische 
Irrationalität  nur  die  n^^  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  x  ent- 
halten und  unter  den  Integralen  derselben  ein  AbeTsches  Integral 
vorkommt,  dessen  Irrationalität  ebenfalls  in  einer  n^^"  Wurzel  einer  ra- 
tionalen Function  von  x  besteht.  Kommen  insbesondere  unter  den  Inte- 
gralen elliptische  vor  und  ist  n  =  ^,  so  erhält  man  nach  dem  erwähnten 
Trans formationssatze,  da  hier  Pa=l   ist,  die  Transformationsrelation 

dri  f{x)dx 

VvM  ~  VW)\ 

worin  17  eine  rationale  Function  von  x  allein  ist,  die  linke  Seite  ein 
elliptisches  und  die  rechte  ein  hjperelliptisches  Differential  erster  Gattung 
darstellt.     In  diesem  Ergebniss  ist  der  Abel'«che  Satz  enthalten ^  d«A^^ 
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weon  ein  hypetelliptiscLes  Intt^gral  nuf  eic  elHptiechee  durch  eiue  alg«- 
faraiscbfl  TraDsforniBlidD  redacirbnr  ist,  diese  ReJaction  stets  dnrcli  eine 
ratiouftlc  Sabstitution  bewirkt  werden  kanii.  Die  FeEtHleÜDog  der  Eigeo- 
ScbaftcD  der  in  Reda  stelieadeD  ratiitoaleu  Transformation  führt  daen 
SU  dem  intereesautun  Resultat ,  dass  nur  für  elliptische  Integrale  Dod 
hypßrellip tische  erster,  aweiter  nnd  dritter  Ordnnng  ao  viel  Integrale, 
all)  das  Geschlecht  anzeigt,  esistiren ,  die  Himaltan  auf  je  ein  elliptisehet 
Integral  reducirbar  sind. 

Die  Eulscbeidung  der  wosentüch  anderen  Frage,  ob  ein  speciell 
Vorgelegtes  hyperelliptiscbes  Integral  auf  ein  elliptisches  reducirbar  ist, 
hängt  mit  den  Eigenscbafieu  der  Periodou  des  byperelliptiscben  Systems 
BnsammeD,  uud  es  wird  au  einem  Beispiele  gezeigt,  wie  die  Theorie  dci 
Tranafurmation  der  hyperellip tischen  Tbetafunctioneii  znr  Behandlnng 
dieser  Probleme  verwertbet  werden    kann. 

Aber  nicht  bloa  die  Frage  der  Reduction  bjperelliptiacber  Integrale 
auf  elliptische,  sondern  auch  die  der  Redaction  hyperelliptisclier  Inte- 
grale auf  solche  niederer  Ordnung  Uberbaupl  wird  vermöge  des  oben 
angegebenen  allgemeinen  Trsnsfurmaticinseatzes  beantwortet  und  da« 
Verfahren  an  einzelnen  Beispielen    erlMotert, 

Nachdem  dann  nocb  der  nllgemeinere  Fall,  dasa  die  Integrale  der 
linearen  Differentialgleichung  nicht  b1os  additiv,  sondern  nberhaapt  al- 
gebraisch ans  Abel'sehen  lutegrali^n  nnd  logarithmiscb  algebraischen 
Funcliouen  zusiiniiaeogesclzt  sind,  betrBchtel  und  die  nolbivenilige  Foim 
dieser  Verbindungen  festgesetzt  worden,  wird  snf  die  Eigenschaften  ein 
gegangen ,  welche  den  algebraischen  Grenzen  solcher  In^tegrale  unter 
gewissen  Voraussetzungen  für  die  redncirten  Differentialgleichnngea  za- 
konxmen  mltssen.  So  wird  u.  A.  bewiesen ,  dass,  wenn  die  complete 
Differentialgleichnng  ein  algebraisches  Integral  hat,  wShrend  die  reda- 
cirte  kein  solches  besitzt,  jenes  sieb  stets  als  rationale  Function  der 
CoefGcientea  darstelleu  llisst.  Aehnliche  Sätze  werden  Über  die  rationale 
Ansdrückharkeit  der  Grenzen  der  Integrale,  die  durch  Abel'sche  Inte- 
grale darstellbar  sind,  aufgestellt. 

Es  handelt  sich  nnomebr  darum,  die  Beschaffenheit  der  algcbraischea 
Irralionatitüien  der  elliptischen  nnd  algebraischen  Integrale  zu  unter- 
suchen, aus  denen  die  Integrale  einer  nicht  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichnng zusammengesetzt  sind.  Diesem  Gegenstand  ist  der  letzte 
Abschnitt  (§  15)  dieses  inhaltreicben  Capilels  gewidmet,  der  besonders 
lehrreich  ist,  da  die  Lösung  dieser  Frage  mit  der  Theorie  der  complexen 
MultiplicatioD  und  andererseits  mit  der  Kreistheilungslehre  in  einen 
merkwürdigen  Zusammenhang  gebracht  wird.  Ausfuhrlich  behandelt  wird 
der  Fall,  dass  der  completen  Differentialgleichnng  ein  elliptisches  Integral 
genügt.  Ist  dasselbe  erster  Gattung  —  und  anf  solche  kanu  man  die 
Frage  stets  zurückfübren  — ,  so  gilt  folgender  Satz:  Genügt  der  reducirten 


DiffereDti&lgleicbutig  überbatipt  kein  Abel'scbes  lotegral,  und  g«<ht  die 
rp.cbte  Seite  y  der  completcii  Gleicbnog  bei  eiceni  geBcblosaeDen  Umlaufe 
der  nn&bbängigen  Variablen ,  für  welcben  die  Coefficienteu  der  reducirten 
Gleichung  nDverSodert  bleiben,  in  ty  (iber,  wo  *  nach  einem  bekannten 
Satze  eine  Einheitsworzel  ist,  so  ist  der  Modul  des  elliptischen  Integrals 
ein  Modul  der  complexen  Mnltipücation,  wofern  nicbt  (  =  —  I  ist,  nnd 
t  ist  der  Muttiplicator  derselben.  Hieraus  ergiebt  sich  denn  unmittelbar, 
iJasB  t  nur  die  dritte,  vierte  oder  secbste  Einbeitswurzel  sein  kann  und 
^&e  elliptischen  Integrale  selbst  &nf  eine  der  FonueD 


J/^'-l'  J(/^*-r  Jl/S«-I 


/(/?^  JV¥~- 

redncirbar  sein  müssen,  während  die  Grenzen,  sowie  die  dazu  gehörigen 
Irrationali täten  nach  dem  Früheren  rationale  Functionen  der  Coefficieuten 
der  reducirten  DifTereDtialgleichnng  nnd  von  y  sind.     Da  ein  Äbel'sches 

dl 
Integral  der  linearen    DifFerentialgleiohting  ^^S  geifgti  bo  liefert  der 

igefUbrte  Satz    fUr   den  Fall,    dass  y    einer  Gleichung  von  der  Gestalt 

|enUgt,  wo  fi  einen  der  Wertbe  2,  3.  4,  6  und  die  gi  beliebige  ratio- 
nale Functionen  von  x  bedeuten,  die  einzigen  Formen  der  elliptiscbea 
Integrale,    anf   welche    das    Abel'sche  Integral   fy  (f  j- leducirbar  ist,  und 

zugleich  das  Mittel,  die  dieser  Bedingung  unterliegenden  Ä  bel'scben 
Integrale  sämmtlich  aufzustellen;  die  Grenzen  der  elliptischen  Integrale, 
sowie  die  dazu  gehörigen  IrrationalilKten  sind  rationale  Functionen  von  y. 
Die  Vürsteheuden  Betrachtungen  werden  dabin  verallgemeinert,  dass  an- 
genommen wird,  es  bestehe  »wischen  einer  Anzahl  von  Zweigen  der 
algebraischen  Function  von  y  eine  lineare  Relation.  Bei  der  Prüfung 
dieser  Annahme  ergehen  sieb  interessante  Sätze  über  die  Entwickeinngs- 
form  der  Function  y  in  der  Umgebung  eines  Verzweigungspnnktes,  falls 
schon  anter  den  Elementen  eines  demselben  angebörigen  Cyklus  eine 
linear^  Relation  statlfindet.  Hat  bei  der  letzteren  Annahme  die  complele 
lineare  Differentialgleichung,  worin  y  die  rechte  Seite  bildet,  ein  ellip- 
tisches Integral,  oline  dass  die  redacirte  Differentialgleichung  durch 
Abel'sche  Integrale  befriedigt  wird,  so  ist  auch  hier  der  Modul  des 
elliptischen  Integrals  ein  Modul  der  complexen  Multiplicalion.  Ist  ins- 
besondere die  Zahl  p  der  Elemente  eines  Cyklns  in  der  Umgebung  eines 
VerzweigQDgspunktes  a  eine  Primzahl  von  der  Form  ps3morf.  4,  und 
es  kommen  in  der  xngehörigen  Entwickelung  von  y  nai:b  Znsammen- 
faaeung    der    gleichen    gebrochenen    Potenzen    nicbt    alle    Potenzen    von 

{x  —  a)V    vor,    so    wird    gezeigt,    dasa    dieselbe    unter    den    (,Qaa(inte.n. 

^     Hiit.-1ll.  AbtfaIr  d.  EellfBAr,  l  Ualli.  d.  Pbjj.  XXIX,  1.  '  ~~ 
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,  denn  Zib'  ■ 


VonoBHtBitngeii  gerade 

kr  die  quadratischen  Reste   oder  Nichtresto    vod    q  sind  and   dau 

Y—i  d^r  Mnltiplicator  der  complexeu  MnltiplicatioD  Hir  das  p.Hiptische 
Integral  ist.  Wie  die  Ansdehnnng  dit^ser  SHtze  anf  den  Fall,  das* 
Aliel'sche  Integrale  der  completen  linearen  DifTerentiBlgleicbung  genügen, 
so  bewirken  ist,  wird  in  aosruhrlicher  Weise  an  dem  P'alle  der  Esisteni 
von  byperelliptiscben  Integralen ,  die  dnnn  gleiibfalla  eine  complex« 
Multiplicalion  zaUsseu ,  dargelegt. 

Wir  haben  im  Voretebenden  versucht,  eine  Vorstellnng  von  der 
Fülle  des  Neuen  und  Interessanleo  za  geben,  das  uns  in  dem  Werke 
geboten  wird.  Da  wir  uns  darauf  beschränken  mnssten,  den  eigeutlichen 
Gegenstand  der  vorliegenden  Untersuchungeu  in  den  HanptzügeD  vor- 
snfübren,  waren  wir  genöthigt,  viele  Einzelheiten  zn  übergehen,  die  tu 
NebennDterSDchnngen  ausgeführt  sind  ,  aber  darum  nicht  minder  weiient- 
licbe  Stücke  znr  Bereicherung  der  Analyst»  ansmachen.  Die  Darstellung, 
an  welcher  man  vielleichl  die  zu  grosse  Vorliebe  für  Inngathmige  Perioden 
aussetzen  könnte,  ist  durch  Klarheit  und  Strenge  in  den  Beweisen  bei 
geringstmöglicher  Voraussetzung  aasgezeichnet.  Fast  überall,  wo  Lehr- 
■Xtse  ans  anderen  Disciplinen  entnommen  werden  musalen,  tisst  ea  sich  \ 
der  Verfasser  aogelegpn  sein,  in  besonderen  Anmerkungen  die  uöthigeo 
ErlänteriingPU  zur  Orieulinini:  beizufügen.  Dem  Beweise  eines  jeden 
Theorems  folgt  die  Verificirung  desselben  darcb  dabin  gehörige  Beispiele, 
und  die  Einsicht  in  die  verschiedenen  Methoden  für  die  Behandlnog  der 
Probleme  wird  dnrcb  vollständige  Ausrechnung  zahlreicher  specieller  Auf- 
gaben in  danke  US  werther  Weise  gefördert.  Insbesondere  belehrend  ist  der 
«D  vielen  Stellen  befindliche  Hinweis  auf  den  Zusammenhang  gewiuer 
schwieriger  Fragen  aus  verschiedenen  Gebieten  der  Analysis  QutejeiDander, 
wodurch  dieselben  sich  gegenseitig  beleuchten  und  dem  Leser  Anleitnog 
geboten  wird,  von  den  verschiedensten  Seiten  her,  je  nach  den  ihm 
gelKufigen  Vorstellungsweisen ,  in  das  Stadium  der  in  Rede  atebenden 
Probleme  einzudringen. 

Die  Einsicht  in  die  Natur  der  dnrch  algebraische  DifTerentialgleieh- 
ungen  definirten  Transcendenten  ist  durch  die  vorliegenden  Untersuch- 
iingen  am  ein  mMchtiges  Stack  vorwärts  geführt,  und  in  den  graod* 
legenden  Sätsen  und  Metboden  von  nnilberseh barer  Tragweite  eine 
frachtbare  Saat  ansgestreat,  die  eine  reiche  Ernte  an  weiteren  wichtigen 
Ergebnissen  mit  Zuversicht  erwarten  lässt. 

Berlin,  Juni  1S83. 

Hamburokk. 


Apol&rität  und  rationale  Carven. 

zn    «iner    allgemeiaeD    Theor 

1  W.    Fkanz    Meveh.    PrivalJ. 

I  TöbiDgen,  bei  Franz  Vnen. 

Dieses  Buch  bat  xüm  aaegeepr« 

niese    in    höherea    lioenren    ßünmei 

isgedebntea  Gobielea 


Eine  eyBtema(i«cbe  VornDtersnchaag 
ie  der  linearen  Bäume.  Von  Dr. 
icent    an    der   UniverBität   Tübingen. 

1883.     XIV  u.  406  8.    gr.  8". 
icbenen  Zweck,  ptojective  Verbält- 
<    mittels    Belracbtungeu    in    weniger 
fn,  miterBcbeidet  sich  also  von  den 


zahl  reiche  reo  Arbeiten,    in    welchen  nmgekeh) 
Verhältnisse    nur    sie  Mittel    zum  Studi 
aber    nicht    linearen   Gebilden    benutzt    iv 
swei    Uanplquellen    nschneisen,    ans    di 


einfacheren 

von    weniger    ausgedehnten, 

n.     Man    kann  für  dasselbe 

gnng   der    Verfasser 


algebraisch    geometrische  Untersnchungsmetbode  herleitet. 


1  Quelle  ergiebt  sich 
and  ans  der  Widmung  an  dei 
Theodor  Reye.  (Reye  in  Cr. 
ander  (nach  Rosanee  in  Cr.  J-, 
zwei  Formen  von  gleich  vielen  Vs 


verschwindet; 


„Begründer 
J.,  Bde.  72— 
Bde.  75—90, 

die 


ersten  Theil  des  Titels 
er  Apolaritätstbeorie, 
)  „Apolar"  zu  ein- 
sonjngirt")  heisaen 
oJJ  von  der  Ordnung 
'on  der  Classe  'i,  wenn  die  bilineare  Invariante  o^ 
lUgeraeiner  für  zwei  Furmon  öJ,  h^  und  etwa  n^m, 
wenn  die  i«'' Uobersi'Iiiebnng  h^' n^— ""  für  alle  x  identisch  vorschwiDdet. 
Fasst  man  alao  die  Coeflicienten  der  Formen  als  Punkt-,  bez.  Ebenen- 
coordinaten  in  einem  höheren  linearen  Räume ,  su  hat  man  in  jenem 
Begriff  eine  Erweiterung  der  gewöhnlichen  Reciprocitütabetiachtnng. 

Man  kennt  die  Rolle,  welche  der  ÄpolaritStsbegriff  in  den  Aufsätzen  der 
Herren  Reye  und  Rueanes  in  Bezng  anf  Aufstellung  lineaTer  IdentJUten, 
insbesondere  Darstellungen  von  algebraischen  Formen  als  Summen  von 
Potenzen  spielt.  Die suerel  in  dem  Werke  von  Paul  Serret  (1S69)  beban- 
delten Darslellangen,  wie  die  lineare  Relation  zwischen  den  Quadraten  der 
Ansdrdckc  für  6  Punkte,  die  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  etc.,  wurden  durch 
iHwendung  dieses  Begriffs  auf  Systeme  conjugirler  Punkte  durchsichtig,  was 
einer  Reihe  schöner  und  fmcbtharer  ünlereuchnngen  führte.  —  Ein 
neues  Licht  ist  in  jüngster  Zeit  (etwa  seit  Ende  ISSl)  von  iuvariantentheore- 
tischer  ^eite  her  auT  diese  Beziehungen  geworfen  worden  durch  das  von 
Brill  (Math.  Ann.  XX}  und  ätephanoe(C.  R.  ISSl.  1882)  erschloeeene 
Princip:  dase  zwei  Systeme  von  conjugirten  Formen  dieselben  Combi- 
nanten  besitzen;  wobei  insbesondere  der  interessanten  Unteroachang  über 
das  auf  eine  Gleichung  fünften  Grades  ftibrende  Problem:  „ein  System 
von  zwei  (bez.  von  den  conjugirten  drei)  biqnadratiscben  binären  Formen 
aufzufinden,  deren  Functionaldeterminante  gegeben  ist,"  gedacht  werde. 
Die  zweite  ganz  versebiedenarlige  Quelle  für  das  Buch  ist  die 
Theorie  der  rationalen  Cuvvcn  in  Bäumen  von  verschiedenen  Dimen- 
ftioneni  oder  vielmehr  die  geometrificha  Interpretation  der  binären  Firmen 
tat  tfi^ii^  QwtVVh   ^n]jpMiUJ|^|h«|b|p  fl«|(w  deu  V«T£«&tt«s  M.ni^i.'&^v 
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Insbegondere  die  iDvariaDtentheoretiecben  BetTacktnogeu  liXtte  RefereBl 
dabei  über  das  Torüegi^nde  Mnass  gern  hinausgiiftthTt  geeeben;  in  die 
Besiebung  ist  aber  wohl  von  dem  in  An^sicbt  gestellten  Werke  ein 
tieferes  Eingehen  za  erwarten. 

Wir  kannten  nodi  manche  besonderen  Resultnte,  die  sieb  aaf  dem 
Wege  äes  VerfasserB  ergeben,  hervorheben  —  wie  etwa  einzelne  geume- 
trische  Sittzo  in  unscrm  Räume;  oder  den  Beweis  Tür  die  Eiisteoi  des 
Kegelscbnitts,  wi-kher  die  t^echB  Wendepunkte  der  oben  genannleu  ra- 
tioDaten  Curve  vierter  Ordnunj;;  ansscbneidet;  oder  die  Behandlung  der 
wichtigen  Frage  nach  allen  linearen  Identitäten  zwischen  n'""  Potenzen 
binärer  Formen  in  nicht  speciellem  Falle  etc.  — ;  wir  resumiren  aber 
statt  dessen  das  Urtheil  dahin,  dasa  der  VcrlsHser  mit  dem  Buche  zwar 
kein  neues  Gebiet  erschloüscu  bat,  wohl  nher  eine  neue  geometrisch - 
algebraische  UntersQchangsmethude,  welche  zahlreiche  Anwendungen  zn- 
läsBt.  Vielleicht  wäre  es  deshalb  für  den  forschenden  Leser  angenehmer 
und  vortheilhafter  gewesen,  wenn  der  Verfasser  auch,  statt  Auszüge  aus 
Anwendungen,  seine  Methode  gelbst  in  den  einzelnen  ZeitechnftaDf- 
sätzen  für  sich  klar  dargelegt  hätte. 

Zum  Schlüsse  mass  noch  das  ansrührlicbe  Literatarverzeichuisa  bervor- 
geboben  werden,  wenn  auch  nicht  gerade  immer  richtig  und  tibersicbt- 
lieh  oitirt  ist. 

Erlangen.  M.  Noetuer. 
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SStie,  wie  sie  auch  von  Em.  Woyr  u.  A.  Tielfnch  bebandelt  sind  — , 
Hillt  einen  betrXcIitliclien  Tbcil  des  Bncbes  und  hietet  an  eich  bniicbtena- 
werthe  Einzelheiten,  wie  in  der  Tabelle  von  png.  171.  Dem  Verfasser 
indess  dient  diese  Theorie,  über  frühere  Unleraueb nagen  (von  Cremona, 
Aachieri  etc.)  hinansgebend ,  baaptsHchlicb  znr  Abbildung  des  allgemei- 
nen linearen  Complexes  auf  die  Ebene,  indem  die  Coefücienten  in  drn 
/iT-Gleichaogen  linenre  Combinationen  der  Coordinaten  von  Raumgeraden 
werden.  Es  mag  dies  als  Beispiel  dafür  dienen,  wie  der  Verfasstr  seinen 
im  Anhang  znm  Titel  und  in  den  ersten  Worten  dieser  Recension  an- 
gedeuteten Hauptzweck  mittels  der  Apolaritatstbeorie  zn  erreichen  ge- 
denkt. Freilieb  für  die  allgemeine  Theorie  der  höheren  Hänme  erst  in 
|l<einem  weiteren  in  Aussicht  gestellten  Werke,  für  welcbes  der  Verfasser 
Ki'das  gegenwärtige  nnr  als  eine  Einleitung  bettachtet  nnd  auf  welches 
hesondera  im  letzten,  dritten  Capitel  häufig  Voraneblicke  geworfen  wer- 
den. Diese  Hinweise  auf  ein  erst  zn  bearbeitendes  Buch  würde  Refe- 
rent gern  beschränkt  gesehen  i^aben. 

Eine  weitere  BescbrSnknng  wBre  in  der  Entwickelung  der  für  die 
Ideen  des  Verfassers  an  sich  sehr  wesentlichen  Partien  des  Buches  er- 
wünscht gewesen,  welche  die  Involalionstbeurie  zweier  oder  dreier  biqua- 
dratischer binärer  Formen,  insbesondere  das  oben  genannte,  hier  unter 
dem  nicht  ganz  empfehlenswerthen  Namen  „  Brill -Stepbnnos'scher  Satz" 
auftretende  Theorem  von  dem  System,  das  zu  gegebener  Fnnctional- 
determinante  gehört,  behandeln.  Hierbei  tritt  nnmlich  ein  Zng  des 
Buches,  eine  Keibe  von  Interpretationen  ein  und  desselben  Gedankens 
oder  Satzes  auszusprechen,  zu  sehr  hervor.  Denn  so  häufig  auch  dieses 
Mittel,  und  gerade  in  diesem  Boche,  den  Gedankengang  nnterstUtzt  — 
sobald  es  über  Bedürfniss,  wie  hier,  gebraucht  wird,  stört  es  die  Ueber- 
■ichtlichkeit  und  Einheitlichkeit  der  Schlüsse;  noch  dazu,  wenn,  wie  in 
dem  Buche  geschieht,  eine  viel  zn  grosse  Zahl  gleichwertbiger  SStze  alle 
mit  ausgezeichneter  Schrift  gedruckt  sind.  Und  sieht  man  genauer  zn, 
80  wird,  trotz  der  vielseitigen  Insngrifi'nahme,  die  genaue  Losung  des 
eben  genannten  Problems  eigentlich  in  rein  algebraischer  Rednctinn ,  welche 
von  der  Methode  des  Buches  ganz  unabhängig  ist,  geführt;  eine  zweite 
Lfisnng  aber,  welche  .5  nur  als  untere  Grenze  liefert,  knüpft,  io  inter- 
essanter Weise,  direct  gerade  an  jene  Cnrve  vierler  Ordnung  mit  drei 
Doppelpunkten  —  oder  vielmehr,  wie  der  Verfasser  vorzieht,  an  die 
recipTuke  Cnrve  -  selbst  au,  welche  schon  Herrn  Brill  anf  die  Frage 
~  [efbhrt  hat.  —  Bellfinfig  sei  bemerkt,  dass  Referent  der  Meinung  ist,  es 
wohl  eine  genanere  Discuasion  dieser  Cnrve  dem  Verfasser  die 
^hl  b  auch  als  eudgiltige  geliefert  haben. 

Bei  dieser  Beschränkung  wären  die  leitenden  Gedanken  «icher  ebenso 
rvorge treten ;  aber  die  Beweisführung  wäre  weiter  hinab  in  die  Details 
ruhrt  worden  oder  licflae  aJch  doch  Irit'mfcJ^^^^B^^^fcBMMft'^^*^- 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Die  Irrationalitäten  der  Babbinen. 

Von 

Dr.  EpuAED  Mahler 

in  Wien. 


Schon  in  dem  zu  Eisenach  bei  der  dort  vom  18.  —  21.  September 
1883  getagten  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  gehal- 
teneu Vortrag  (siehe  Tageblatt  der  55.  Vers,  deutsch.  Naturf.  u.  Aerzte) 
habe  ich  hervorgehoben «  dass  im  Talmud  nebst  anderen  Stellen,  die  für 
die  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  von  Wichtigkeit  sind, 
auch  Begriffe  erörtert  werden,  die  eine  Kenntniss  gewisser  irrationa- 
len Zahlen  verrathen.     In  Er  üb  in  57  A  sagt  die  Gemarah: 

d.  i.:  „hat  die  Seite  eines  Quadrates  1  Elle,  so  hat  die  Dia- 
gonale 1|  Elle." 

Hierauf  bemerkt  Tosfeth,  dass  dem  nicht  genau  so  sei;  die  Dia- 
gonale ist  etwas  grösser  als  1^  der  Quadratseite,  und  begründet  dies 
auf  folgende  Weise: 

Ein  Quadrat,  das  eine  Seitenlänge  von  10  Einheiten  bat,  bat  einen 
Flächeninhalt  von  100  Quadrateinheiten. '  Durch  einen  passenden  Längen- 
und  Querschnitt  zerfällt  dieses  Quadrat  in  4  Quadrate,  von  denen  jedes 
eine  Seitenlange  von  5  Einheiten  hat.  Die  Diagonale  eines  solchen 
Quadrates  müsste  also  5  X  1^  =  7  Längeneinheiten  haben.  Nun  bil- 
den die  Diagonalen  der  genannten  4  Quadrate  das  dem  gegebenen  Qua- 
drate eingeschriebene  Quadrat,  das  bekanntlich  einen  Flächeninhalt  von 
50  Quadrateinheiten  hat,  während  es  nach  dem  Satze  der  Gemarah  nur 
49  Quadrateinheiten  hätte. 

Bedenkt  man    nun,    dass  1|^  =  1,4  ist;    berücksichtigt   man   femer, 

dass  ^2|  womit  die  Anzahl  der  Maasseinheiten  der  Seite  eines  Quadrates 
multiplicirt  werden  muss,  um  die  Länge  der  Diagonale  zu  bekommen, 
=  1,41  ..  .  ist,  so  erkennt  man,  dass  1^  der  auf  eine  Decimalstelle  be« 

rechnete  Werth  von  ^2  ist  und  die  Baleh  Tosfeth  sonacVi  dxe^  lrt%\!\^\!A.- 

HUt'in.  AbtbJg.  tt  Zeifobr.  f.  M*th.  n.  Phyi.  XXIX,  2.  ^ 
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lität  von  f/2  k&nnten.  D)isselb>^  Eodpt  mtin  id  Ernbin  6ÖB,  Ernbin 
78A,  ErnbiD  51  A,  Brnbio  56B,  (^henaa  in  Snccha  8A,  Sabbath  85A, 
Sabbalh  85B,  Baba  Batbra  102  A,  Obolauth  (Miscboah  12),  KiUjim 
(MiscbDsb  ä).  la  Baba  Batbra  wird  dieser  Satz  dazu  benutzt,  am  den 
Satz:  »Die  Snmmc  zweier  Seiten  iu  einem  Dreiecke  ist 
gTösaer,  als  die  dritte  Seite"  zu  beweisea. 

Ausser  dieser  Irrationalität,  weicber  anch  Pri)f.  Günther  in  einem 
in  der  ZeUschr.  für  Matbem.  u.  rbysik  (18S2)  pnblicirten  Anfeatse  Br- 
wübnang  tbal,  habe  icb  nach  längerem  Forschen  noch  andere  gefnaden. 
Im  Sabbath  85B  macht  Tosf^th  folgende  Bemerknng; 

„Die  Diagonale  eines  Quadrates  mit    der   Seitenlänge  = 

1  Sp.  bat  Ij  Sp.;  hat  aber  das  Viereck  eine  Lange  von  2  S  p. 
und  eine  Breite  von  1  Sp.,  so  bat  die  Diagonale  2  Sp.  aod 
nicht  vollständige  |  Sp." 

Berück  sieht  igt  man  nno,  dass  die  Maasszahl   der   gen.  Diagonale  = 

2  +  0,23  ...  ist,  so  erkennt  man  sorort,  dass  auch  die  irrationale 
Zahl  yZ  den  alten  jüdiscbeo  Scbriftgelehrteti  bekannt  war.  Dieselbe 
Irrationalität  wird  erwähnt  Ernbia  (Mischnah)  36  B;  daselbst  wird  be- 
merkt, J^  12500  sei  111  and  einige  Brachtbeile  oder  etwas  we- 
niger als  112.     Nun  ist  j/12500  =  ^^öÜmÖ  =  50  .  /S  =  iii,5  .  .  . 

Dentlicber  findet  man  diese  Irrationalitäten  in  Ernbin  (Miscbnab) 
35B  ansgeditlckt.  Duelhst  fahrt  Haimonides  eine  Rechnung  an,  bei 
welcher  er  die  Quadratworael  der  Zahl  5000  an  benutzen  hat,  und  sagt, 
duB  die  Berechnung  von  ^5000  zu  einem 

d.  i.  „zu  einer  Rechnung  ohne  Grenze"  fuhren  würde,  da  man 
den  Werth  dieser  Zahl  nie  genau,  Bondern  nur  annähernd  angeben 
kann- 

Uaimonidei  nimmt  für  ^5000  den  Wertb  70^  an.  Berücksichtigt 
man,  dass  |/5000  =  70,710  ...  nnd  Sf  =  0,714  .  .  .  ist,  so  erkenut 
man  dentlich,  mit  welcher  Klarheit  dieser  grosse  Oommentator  die  ein- 
zelnen GröBBen  zu  überschauen  und  mit  welcher  Gewandtheit  er  mit  den 
irrationalen  Zahlen  zu  operiren  wnsste. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  weitere  Bemerkung,  die  Maimo- 
nides  daselbst  macht: 

„Die  Qnadratwnrzel  von  5000  kann  nicht  genau  berech- 
net werden,  ebenso  wie  es  nnmOglieh  ist,  das  Verhältniss 
zwischen  Umfang  und  DnrchmeBser  eines  Kreises  genau 
anzugeben,  da  man  hier  nie  zd  einer  Orenie  der  Rechnung  ge- 
langt" 

."l-iaonn  i-ij  ns-i-j^i 


UaimonideB    auch    die    IrrationHÜtSt    i 
geltAnnt, 

Icli  werde  anf  diese  Stolle  noch  zarückkommen.  Es  wird  nliinlich 
dtuelbst  zum  Qufidrnte  evhnben,  QuaflratwQTzH  gezogen  u.  s.  w.  Sobald 
ich  aiin  für  dieses  Capitel  gcDÜgnndes  Material  haben  werde  (nnd  ea 
findet  fiich  solclies  im  Talmud  vor),  werde  ich  dasselbe  bexprecheu  nnd 
anch  anT  die  hier  vorgebrnchte  Stelle  Dochmnlf  zurückkommen.  Bib  du- 
bin  möge  von  dem  hier  Vorgebrachten  Kenntaias  genommen  werden. 

Wien,   im  Juli   ISM. 


ßecensionen. 


Hiitoire  des  BcienceB  mathrimatiqueB   et  pbyBtqnes   pnr   M.   MAxtuiLiEN 

Maris,    ri.'p<^liteur    de    mi'CKuiqiie    et   examlniiteur    d'Rdniigei'in    ä 

l'ecole    polytechniqne.     Tome  I;    De    Thaies    h    Diophante.    2S6 

I  pages.      Tome    II;    De   Diophante   ä   Vike.      316   pftgee.     Paris. 

I  Gaathier-VilUre,  imprimeor-Ubraire.     18S3. 

'  Bei  der  Würdigung  eines  jeden  Geisteswerkee  könaen  drei  Fragen 
gestellt  werden:  Was  hat  der  Verfasser  gewollt?  Ist  seine  Absicht  ge- 
rechtfertigt? Wie  hat  or  das  Gewollte  aosgefilhrl?  Die  Beantwortung 
der  ersten  Frage  bat  H.  Marie  dnrcb  eine  Vorrede  erleichtert,  welche 
knr»  ist.  daas  wir  sie  in  wörtlicher  Uebersetzung  hier  einzuschalten 
gestattet  halten:  „  Die  Geschichte,  welche  ich  zu  schreiben  beabsich- 
tigte, ist  die  der  Erzengung  wissenschaftlicher  Gedanken  und  Meihoden 
aneeinander.  Man  suche  daher  In  diesem  Werke  weder  Versuche  vou 
Wiederherstellnng  anbekannter  Thalsachen  oder  verlorener  Werke,  noch 
bibliographische  Entdeckangen,  noch  Erörternngen  nnstcherer  Thstsachen 

iWeifelhafter  Zeitbestimmungen,  noch  auch  Vermuthungen  Über  die 
'iBsensehaft  solcher  Völker,  welche  uns  keinerlei  sicheres  Denkmal  ihres 

ns  hinterlassen  haben.  Ich  bin  weit  entfernt,  Forschungen  nach 
irgend  einer  der  soeben  angegebenen  Richtungen  für  unnütz  oder  ein- 
gebildet zu  halten,  aber  ich  habe  mich  nun  einmal  damit  nicht  beschäf- 
tigt. Es  ist  nicht  nntbwendig,  dass  ein  and  daexelbe  Werk  Alles  ent- 
balle,  was  man  in  ihm  behandeln  konnte,  dafür  giebt  es  andere.  Die 
Hauptsache  ist,  dass  es  nützliche  Dinge  enthalte,  die  sich  anderwärts 
nicht  vorfinden.  Ich  weiss  nicht,  ob  ich  das  Ziel  erreicht  habe,  welches 
ich  mir  vorsteckte,  nur  soviel  kann  ich  sagen,  dass  ich  immer  mit  dem 
Gedanken  mich  trag,  dieses  Buch  zn  schreiben,  und  dass  ich  seit  vierzig 
Jahren  mich  damit  beschäftige,"  
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An  der  Hand  dieser  Vorrede  köaneo  wir  die  zweite  Frage  im  Gftaven 
bejahen.  Kein  Werk  ist  vollkommen,  keines  vollständig.  Was  dem 
Einen  fragwürdig  erscheint,  hat  für  den  Andern^  Fragwürdigkeit  nur  : 
Bexng  auf  seinen  Werih.  Wozn  dem  Einen  die  Qnellen  reichlich  äiessen, 
dasn  fehlt  dem  Andern  anch  der  geringste  Stoff.  Aach  die  Begabung 
des  Verfassers  leitet  selbst  bei  gleichem  Endziele  den  Einen  anf  diese, 
den  Andern  anf  jene  davon  weit  verschiedene  Bahn.  Wnrnm  suUta 
also  ein  Bach  nicht  gettcbrieben  werden,  wie  U.  Marie  es  sich  denkt> 
ein  Bach,  welches  nur  mit  dem  awcifellos  Feststehendea  sich  beschäftigt, 
welches,  wir  mochten  sagen,  die  Geitanken  losschält  von  der  [Persönlicli- 
keit  ihrer  Träger  nnd  sie  seihst  um  ihre  Fortpflanzung  nnd  Entwickelang 
befragt?  Wir  haben  dns  Bewusstscin,  in  anseren  historischen  Schriften 
seit  reichlich  zwanzig  Jahren  dem  Fortwirken  einmal  bestehender  Ge 
danken  auch  an  Orten,  die  von  ihrer  Heimath  weit  entfernt  liegen,  nach- 
gespürt zu  haben,  wenn  wir  zu  einer  Trennang  der  Mathematik  von 
Mathematikern  nns  gleich  nicht  anfzuecbwingeu  vermochten.  Wamm 
sollte  ein  anderer  Schriftsteller  nicht  diese  höher«  Stufe  der  Vergeistignog 
seines  Gegenstandes  anstreben  können?  Eines  freilich  erscheint  nns  da- 
bei unamgänglicb :  dass  man  nur  von  gesicherten  Thatsachen  Gebrandi 
mache,  streitige  entweder  gans  beseitige,  oder  aber,  wenn  sie  dazn 
einmal  nicht  angethan  sind,  von  dem  Plane  des  Werkes  so  weit  ab- 
weiche, dass  man  sich  auf  eine  gründliche,  allen  Kichlnngen  gerecht« 
Erörteraug  des  fraglichen  Punktes  einlasse. 

Hat  H.  Marie  dieses  gethan?  Wir  begeben  nns  damit  in  du  1 
reich  der  dritten  Frage,  aul  welche  wir  leider  keine  Antwort  von  der 
Art  an  geben  im  Stande  sind,  wie  sie  der  Verfasser  eines  der  Besprech- 
ung unterzogenen  Werkes  zu  wünschen  pflegt.  Ein  wichtiger  Gedaoka 
sieht  als  leitender  Faden  durch  beide  Bände  sich  fort:  Die  Griechen  sind 
es,  denen  die  reine  Geometrie,  die  Inder,  denen  die  rechnende  Geo- 
metrie am  meisten  verdankt.  Die  Griechen  haben  von  sich  ans  i 
FISchenränme  berechnet,  deren  begrenzende  Strecken  eine  andere  Messung 
als  durch  ganze  Zahlen  erforderte;  wo  sich  in  griechiBcher  Sprache  Solcbea 
vorfindet,  ist  indischer  Einfinss  mit  nnabweissliuher  Gewissbeit  anzu- 
nehmen. Diese  Sätze  sind  gewiss  höchst  bedeutsam;  aber  es  sind  Lehr- 
Bätee,  keine  Grundsätze.  Sie  wollen  bewiesen  sein.  Uie  Gründe,  welche 
seither  für  die  Annahme  einer  ägyptogriechischen  reebnenden  Geometrie, 
die  sich  durch  Vermitteluug  der  Römer  bis  ins  Mittelalter  fortsetzt«-, 
geltend  gemacht  wnrden,  müssen  entkräftet  werden.  H.  Marie  nnter- 
zteht  sich  auch  dieser  Aufgabe.  Ueron,  der  Schriftsteller  des  Jahr- 
hunderts vor  Christas,  stört  allein  seine  Kreise,  da  er  ägyptische 
römische  Feldmessung  ruhig  lodtschweigt.  Uie  alle  Lehre  von  den  bei- 
den Heron,  dem  Älteren  nnd  dem  jüngeren,  wird  darum  ans  der  ge- 
aebiehüicbnn   PJond^rkammer  wieder  hervorgeholt.     Die   UreJeekefenttelj 
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die  FeldmnssknaBi,  die  ganze  rechnende  Qeanietne  geboren  dem  jüngeren 
HerOD  An,  weil  He  dem  älteren  nicht  angehören  können,  und  der  jüngere 
tferon  (gehnren  muthinnsslicli  zu  Contjlantinopel  am  Ende  des  VII.  Jabr- 
hdle.),  kann  nnmittetbar  oder  mittelbar  aus  indischen  Qaelleu  geschupft 
haben,  pie  Franzoseu  Martin  und  Vincent,  welche  den  j,Ungeren 
tferou  für  die  seitherige  Sehale  endgiltig  beseitigt  haben,  esistiren  für 
H.  Marie  so  wonig,  wie  die  Gründe  der  Verfechter  der  gleichen  Lehre 
io  anderen  Ländern  einer  Entgegnung  gewürdigt  werden.     Bin   Gegen- 

»grnad  genügt  gegen  Alle:  Heron  von  Älexandria  kann  die  ihm  sonst 
angewiesenen]  Werke  nicht  verfasst  haben,  denn  die  Dioptra  ist  ein 
Air  die  damalige  Zeit  viel  zu  vollkommenes  Messwerkzeug,  nnd  wenn 
<r,  b 
Pt 


I  die  Dreiecksformel  J  =  }/s(s  —  a){s—b)[s—c)  gekannt  hätte,  wo 

die    drei    Seiten,    s    deren    halbe    Snmme    bedeuten,     so    müssto 

Ptolem&ns     die     daraus     leicht     zu     folgernde    Formel    chorda  2A 

_4t/t{s-a){s-b),- 


vorkommt.  Wir  überlassen  es  nnseron  Lesern,  darüber  zn  nrtbeilen,  ob 
H.  Marie  sich  die  Sache  nicht  zu  bequem  gemacht  hat,  ob  wirklich  in 
der  Geschichte  der  Mathematik  H'Atze,  die,  wie  sich  später  zeigte,  einfach 
gefolgert  werden  konnten,  sofort  gefolgert  worden  sind,  ob  man  also  mit 
derartigen  negativen  Gründen  der  Uinwegränmnng  positiver  Gründe 
Überhoben  ist.  Letztere  liier  zu  wiederholen,  geht  natürlich  nicht  an; 
wir  müssten  schon  geschnobene  Bücher  in  ihrem  ganzen  Umfange  wieder 
abschreiben. 

Wir  nnterlassen  es,  anf  viele  Einzelsünden  hinzuweisen,  die  H. 
Mario  in  den  vorliegenden  beiden  Bändchen  eich  zu  Schniden  kommen 
liess.  Wir  erkUreo  sie  ans  daraus,  dass  ihm  die  alten  Schriftsteller 
meistens  nnr  aus  Berichten    bekannt    zu   sein  scheinen.     Wir  hoITen  auf 

Iesseres  in  den  späteren  Bänden,  in  welchen  H.  Marie  eiob  mit  Schrift- 
ellern  zn  beschäftigen  haben  wird,  deren  Werke  er  selbst  gelesen  hat. 
C&NTOB. 
ebi 
nte 


peber  das  Anauehen  der  Qnadiatwarzel  bei  Griechen  und  Indern.  Von 
Oberlehrer  Karl  Hunhath.     Beilage  zum  Oster  -  Programm  1883. 

Hadersleben    lSä3. 


Seit  Referent  in  seinen  Agrimensoren  den  Anstoss  zur  erneuten 
'ntersnchnng  der  Methoden  gegeben  hat,  nach  welchen  die  Griechen 
(Quadratwurzeln  ansiogen,  sind  viele  Versuche  zur  Lösung  dieser  inter- 
essanten, aber  BusserordentHch  schwierigen  Frage  aufgetaucht,  so  viele, 
dass  ihre  Anzahl  selbst  als  Zengniss  aufgernfen  werden  kann  für  die 
Vermuthong,  noch  habe  Niemand  die  Wahrheit  getroffen.  Bei  nns  per- 
ftäolioll  ttM  eich  Im  Lanfo  der  Zeit  nur  eine  Ueberzeugnng  immer  fester 
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beTAOSgebildet,  d&ss  nSmlich  die  ältesten  M«thodea  d ot b ve nd ige iir eise 
geometriBcb  bewiesen  worden  sind,  womit  nicht  gerade  dieselbe  Noth- 
wendigkeit  für  eine  geometrische  Eotstehnng  der  Methode  in  Anspruch 
genommen  wird.  Wir  sind  demnftcb  von  vornherein  geneigter,  solcben 
Forschern  Glauben  zu  schenken,  welche  für  ihre  Vermnthangen  ein  g^o- 
metrischee  Gewand  wählen,  das  griecbiecben  Schnitt  verrSth,  als  solcben, 
welche  KTithmetiscbe  Formeln  allein  vorführen,  wo  möglich  in  der  Ge- 
stalt von  dlgorithmeti,  die  als  solche  dem  Alterthame  nnmöglich  bekannt 
sein  konnten.  H.  Hanrath  bat  offenbar  die  gleiche  Ueberseogang  ge- 
wonnen nnd  sein  Verfahren  an  einer  Anzahl  von  Figoren  erUutert, 
welche  griechischen  Geometem  wohl  bekannt  waren.  Er  hat  wenigstens 
die  Quadratwurzeln  aus  den  niedrigeren  Zahlen  jede  für  sich  in  beson- 
derem N&hemDgs verfahren  entwickelt,  und  such  Dieses  scheint  uns  grie- 
cbischer  Gewohnheit,  namentlich  der  älteren  Zeit,  za  entsprechen.  Lei- 
der hört  hier  nnser  Einverständuiss  mit  dem  Verfasser  auf,  denn  die 
NShemngsmethoden  Holbst  erscheinen  nns  doch  etwas  modern  erdacht. 
Es  sei,  sagt  H-  Hnnrath,  m  die  Zahl,  ans  welcher  die  Qaadrat- 
wurael  anesasiehen  ist,  and  in  ganzen  Zahlen  sei   a'>m>{a—l)'*  und 

genan  m  =  a*—b,  wo  folglich  ö<;  2a— 1,  mitbin  = 7<  1  nnd  nmsomehr 

b  b 

^ — <.l.     Der  Bmoh   =—  wird    zwischen    zwei  Staramhrachen    mit  am    1 

2a 
r«nehieden«n    Nennern    liegen    mtissen,    indem   '  —  l^-r-^i  gedaebt 

jedenfalls — ^a"*^ ■    macht.      Demnach  ist  anch  a ->a_-__, 

jedenfalls  (o-i-)   >m. 

6            1 
Andrerseits  bt,  wegen  =—  < -,   anch  fti  —  (i<2(i,  d.  h,  ö(i— 1) 

letztere  Ansdmckist  seihst  :=a* ;; \-{- |  =«»—4 

2o-]       ^\2a-l)  2o-l 

/     b      \*  ö  /      6      \'  b 

"*"\27^7J  '^ *"" 2^1  "*" \f^^)  '^  *"*    **''   2^1"^*    """^  ^'""° 
/      b      \*  b  ,  6  /      fc      \* 

Somit   ist   In—    _     1  <  "■   nnd    m  zwischen     zwei     Quadratzahlen     ein- 
gssoblouen,  welche  weit  nähet  bei  einander  liegen,  als  (a— 1)'  und  a'. 


Wir  liaben  die  olegante  ErSiterung  dea  VerfaSBeiS  in  ihren  Grund- 
gedanken angegeben.  Ob  unsere  Leser  gleich  uns  deren  KUnstlicbkeit 
al(i   antik   2U   verwerfen    geneigt   sein    werden,    mttesen    wir   ihnen    über- 

H.  Hunratli  hat  in  seinem  nnter  allen  Umständen,  auch  wenn 
man  ihm  nicht  beipflichtet,  sehr  lesensworteu  Programm  noch  mit  man- 
chen anderen  Nfiberungsverfahren,  so  auch  mit  der  Kreisrecbaung  der 
Griechen  und  der  Inder  sich  beschäftigt.  Unter  diesen  versucht  er  das 
berüchtigte  n^^f/lO  der  Inder  eaerklfiren,  Brahmagupta,  meint  er,  habe 
gewnsst  (Oolebrooke  pag  310,  g  42),  dasB  der  Pfeil  h„,  welcher  zwischen 
der  Seite  s„  des  Sehnen -'i -Ecks  und  dem  Kreiaumfang  sieb  befindet, 
durch  die  Formel  AB=i  [rf— ^^rf"  —  «n*],  in  welcher  d  deu  Ereisdnrch- 
roesser  bedeutet,    gegeben    sein.     Im  Sechseck,    wo  f,s=^i/,    wird   Ag  = 

—  (2  — ^)=-5  unter  der  Voranssetznng  /3  =  f .    Da  ferner  offenbar  i„^ 

=  V  +  iV=M''*.  so 'S'  12  «,a  =  rf/TÖ  oder  der  Umfang  des  Sebnen- 
Zwfilfecks  ist  als  mit  der  Kreisperipherie  zusammenfallend  zu  betrachten, 
um  n  =  yiO  zD  erbalten.  Die  beiden  Fragen,  welche  wir  in  dieser  Be- 
xiehnng  anfwerfen  würden,  heissen  erstlich:  wie  kommt  man  zu  y3^^ 
and  zweitens,  welches  Hecht  hat  das  Zwölfeck  als  mit  der  Kreisperipberie 
zQsammenfallend  betrachtet  zu  werden?  Wir  stellen  die  erste  Frage  un- 
beirrt dadurch,  dass  ein  so  vorzüglicher  Gelehrter  wie  H.  P.  Tannery 
die  auf  keine  bestimmt  angegebene  Stelle  gegründete  Behauptung  aus- 
gesprochen hat,  f^3  =  5  komme  bei  Heron  vor.  Cantob, 


^Haasse  der  Eidtbeile  nacli  Flinim  von  D.  DsTLEFeeir,  Dir.  Ab- 
handlung zum  Jahresbericht  des  Glückstädter  Gymnasinto«.  Glück- 
st«dt  1883. 
Die  Banptabsicht  dieses  Programmes  geht  dabin,  einige  Fehler  zu 
'  ■rerbesBnrn,  welche  in  der  Plininsausgabe  des  Verfassers  enthalten  sind. 
Ihm  war  bei  deren  Fertigstellung  nicht  bekanut,  dase  wesentliche  Frag- 
mente der  griecbiscben  Qnellenscbriftsteller,  Ärtemidor  von  Ephesus 
und  Isidor  von  Charax,  deren  Plinins  in  seinen  geographisc'hen 
Angaben  sich  bediente,  in  der  Ursprache  erhalten  sind,  zwar  nicht  un- 
mittelbar, aber  mittelbar  durch  Auszüge  bei  späteren  Geographen,  Aga- 
tbemerusnudMarcian.welchcMaUer(tieogr.gr.  miu.l,  CXXlXfigg., 
2,  XLI  figg.)  im  Drucke  veröffentUcbt  und  aur  Berichtigung  verderbter 
Stellendes  Plinius  verwertbet  hat.  H.  Detlefsen  nimmt  die  meisten 
Bericbligungen  jenes  Gelehrten  ohne  Weiteres  an,  bei  anderen  begründet 
er  seine  abweichende  Meinung.  Er  gelangt  dabei  zu  der  Ueberzengnng, 
Pliniue  \u^he,  wo  er  die  Grössenverbältnlase  der  drei  Erdtbeile  Europa, 
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wohl,   wieviel    leicliter  es   ist,   einen  Eolcheo  Wnnscb  ansaaspTeciien, 
znerftillen;  nberdus  wir  ibn  aufisprecheD,  möge  Hena  Prowe  beweiBen, 


dasi  wir  seinei  Geecblckücbkeit  das  Zutrt 
riges  leisten  zu  käoneo.  Hb  sollte  uns  t 
ehrte  Verfasser  in  den  nocb  ansstebeodci 
Wunsch  beherzigen  möchte,  sei 
Glcichmässigkeit  dea  Gänsen. 


ikcn,  auch  sehr  Scbwie- 

igemcin  freuen,  wenn  der  ge- 

Tbeiten  seines  Werkes  diesen 

BS    auf   Kosten    einer  gewissea 

Cahtok. 


Antonio  Favaho,  Oalileo  Qalltei  e  lo  stadio  di  Padova,   Vol.  1  iXVI, 
469  pag.)    &   II    (XI,    520  pag.).     Fireuze    1SS3.     SuccesEori  Le 
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Httt  der  Verfasser  schon  häafig  iu  weniger  nrnfangreicben  Einvel- 
Bchriften  sich  mit  früher  unbeachteten  oder  verkannten  Thoilen  der  Le- 
bensgescbichte  Galilei'e  beschäftigt,  so  bietet  er  uns  gegenwärtig  aller- 
dings auch  nur  ein  Brnchstttck,  sofern  wir  beachten,  dses  Galilei's 
Leben  aasschliesslich  in  der  Zeit  seines  Paduaner  Aufenthaltes  den  Vor- 
wurf der  beiden  etftiken  Bände  bildet;  aber  innerhalb  dieser  Zeit  baboo 
wir  ein  Ganzes  vor  uns,  die  Vereinigung  alles  Dessen,  was  der  auf  die- 
1  Gebiete  so  hervorragende  Gelehrte  selbst,  was  andere  Forscher  ia 
den  letzten  Jahrzehnten  ans  Licht  gebracht  haben,  und  in  Verbindung 
damit  viel  mehr  Neues,  als  man  hei  der  regen  Theilnahme  an  den  Gr- 
lilei-Studien  erwarten  durfte-  Insbesondere  die  den  II  Band  zur  grösseren 
Hälfte  fallende  Sammlung  von  Documeaten  wimmelt  von  solchen,  die 
sam  ersten  Male  der  OeS'entlichkeit  übergehen  werden,  und  die  neben 
der  Ausbente,  welche  H.  Pavaro  aus  ihnen  zu  ziehen  ^  sagen  wir 
lieber  besonders  hervorzuheben  —  wnsste,  nocb  genug  des  interessanten 
Stoffes  bieten,  um  auch  solchen  Schriftstellern  zu  dienen,  welche  einen 
andern  Gegenstand  als  Galilei's  Leben  und  Wirken,  als  die  Schil- 
derung seiner  Zeitgenossen,  soweit  sie  zu  ihm  in  persönliche  Beziebung 
traten,  sn  bearbeiten  wünschen.  Die  ganze  Gelehrlengescbichte  Italiens 
um  die  Wende  des  XVI  zum  XVII.  Jahrhundert  bat  Herr  Favaro  in 
sein  Werk  hineinziehen  müssen,  hineinzuziehen  gewusst,  und  er  bat  brä 
Herbeischaffung,  hei  Anordnung,  bei  Darstelinng  des  überreichen  Stoffes 
die  verschiedensten  Tugenden  bewährt,  welche  der  Geschichtsschreiber 
sieb  aneignen  mnsa:  Fteiss,  Klarheit,  Geschmack.  Fügen  wir  hinan, 
dus  ein  drei  Drnckbogen  starkes  vorzügliches  Namens-  und  InhaltsTer- 
zeichuiss  auch  das  Nachschlagen  in  dem  Werke  so  sehr  erleichtert,  als 
wir  es  überhaupt  für  möglich  halten,  so  glauben  wir  unseren  Lesern  den 
allgemeinen  Eindruck  wiedergespiegelt  zu  haben,  welches  das  Werk  auf 
uns  gemacht  hat. 

Unsere  Leser  sind  berechtigt,  mehr  von  uns  zu  fordern,  eine  wenn 
auch  noch  eo  gedrängte  Inhaltsangabe.  Freilich  dürfte  diesem  Veil^ngfut 


■il 


seitiges  Ja  nis  Ergebniss  liefern  wird.  Herr  Prowe  hat  dnrcb  die  man- 
clierlei  Einzclnntersucbungen,  die  er  in  Druck  gab,  selbst  dazu  beigotragon, 
(lass  man  Bedeutendes  von  ibu  verlangte.  Er  bat,  nach  meiner  Ueber- 
Kengung,  diesea  Verlangen  mebv  nie  nur  erfüllt.  Die  KenntniBs  des  Lebens 
des  Reformators  der  Sternkunde  war  im  LaTiTe  der  Zeiten  eine  immer 
weniger  geBicbert6geword<!n.  SeitOaesendi  mit  gewisseubafter  Prüfung 
des  damals  Voihnndeneu  eine  Lebensekizse  des  Co|iperDicas  gab,  deren 
Treue  man  erst  jetzt  zu  würdigen  gelernt  bat,  ist  von  Scbriftstoller  zu  Scbrift- 
slellcr  ein  RlickHcbritt  eingetreten-  Vergessliclikeit  auf  der  einen  Seite,  ab- 
sichtsvolle Legeudenbildung  auf  der  andern  Seite  vereinigten  sieb  zu  diesem 
unerwUnachtea  Ergebnisse.  Da  waren  es  einige  Forseber  aus  der  nfichateu 
TJmgebung  von  des  Coppernicus  Geburta-  und  Wobnstätte,  welche  mit 
emsiger  Mühe  theils  wiederherzustellen,  theils  auszutilgen  trachteten,  was 
Sorglosigkeit  nnd  Absicht  in  beiden  Richtungen  gesündigt  hatten.  Herr 
Prowe  war  der  Besten  Einer  unter  diesen  Forschern.  Kaum  eine  Zeit  ans 
dem  langen  Leben  seines  Helden  hat  er  in  seinen  Einzeluntersuchnngen  un- 
berührt gelassen,  und  manche  Fragen,  von  denen  man  nicht  wnsate.dass  Herr 
Pro  we«ich  ihrer  Lüsnng  zugewandt  hatte,  zeugen  in  ihrer  heutigen  Behand- 
lung dafär,  dass  der  Verfasser  haushälterisch  mit  seinen  Thcilveröffcntlrch- 
ttngeu  verfahren  ist.  Auch  wer  der  seitherigen  Literatur  des  Gegenstandes 
lichts  weniger  als  fremd  gegenübersteht,  wird  einer  FUlIe  von  nenen  Ergeh- 
lissen  insbesondere  in  dem  ILTbeile  des  aoeben  erachienenenBandea  hegeg- 
B«n,  Ergebnisse,  welcheHerr  Prowe  sein  eigenstes  Eigenthnm  nennen  darf. 
Wo  nnd  was  f^oppernicus  in  Italien  studirte,  welche  Bekanntschaften 
er  dort  anknüpfen  konnte  nnd  wahrscheinlich  anknüpfte,  das  sind  Fragen, 
an  deren  Beantwortung  auch  italienische  Gelehrte,  und  zwar  diese  in 
erster  Linie,  mitgearbeitet  haben;  aber  das  Leben  des  Coppernicns 
ala  Domherr  in  der  Heimath,  seine  wechselvolle  Thätigkeit  in  Heilsberg, 
in  Franenburg,  in  AUenstein,  seine  Beziehungen  zn  den  Verwandten  mit 
Kinachluss  einer  etwas  zweifelhaften  Anna  Schillings,  zn  den  auf- 
einander folgenden  Bischöfen,  die  Anfeindungen ,  denen  Coppernicus 
in  bSherem  Alter  sich  ausgesetzt  sah,  das  Alles  gehGrt  in  seiner  Anf- 
klSrung  den  nordischen  Sehriftatellern  an,  zu  dem  Allen  hat  Herr  Prowe 
Bein  redlichea  Theil  und  mehr  als  das  beigetragen.  Allerdings  war  dazu 
«ine  tiefgehende  Kenntniss  der  örtlichen,  staatlichen  und  kirchlichen  Ver- 
hXIttiisse  so  notbwendig,  daas  nicht  einmal  der  Leser  deren  entbehren 
kann.  Herr  Prowe  mnasto  darum  mit  dem  Leben  seines  Helden  eine  go- 
nane  Geachichte  vun  dessen  Heimath  verbinden.  Hier  ist  der  einzige 
Punkt,  wo  wir  nicht  rein  lobend  berichten  können.  Herr  Prowe  hat 
Vielen,  für  unaern  Geschmack  viel  zu  Vieles  in  die  Anmerkungen  ver- 
wiesen, und  das  erschwert  das  Lesen  des  Buches.  Wir  hätten  gewünscht, 
nnr  das  eigentliche  gelehrte  Rüstzeug  in  die  Anmerkungen  gesammelt, 
die  Folgemngen  in  den  Text  eingeflochten  sn  aebeo.   Wir  wiM 
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Dkes  Poullet-Delisle  schon  IB07,  also  zu  einer  Zeit,  zu  welcher 
<lie  z&hleothearetisuhen  Arbeiten  von  Gauaa  in  Deutschland  selbst  kaum 
gewürdigt,  geschweige  denn  Terstauden  wurden,  dessen  Disquisitiones 
arithmethicae  in  das  FranKfisiachc  übersetzte,  ist  wohl  ziemlich  allgemein 
bekannt.  Die  persönlichen  Verhültoisse  des  Uebersetzers  dagegen  waren 
bisher  so  im  Dunkeln ,  dasa  selbst  sein  Name  in  keinem  der  biogra- 
phischen Hilfswerke  anserer  Zeit  vorkommt.  Füret  Boncompagoi 
hat  die  ftir  sein  Lehen  wichtigen  Daten  zu  ermitteln  gewnsst  und  die 
betreuende  Abhandlung  ausser  in  seinem  BullettJno  anch  in  einem  uns 
vorliegenden  Snnderabang  veröffentlicht.  Es  geht  daraus  hervor,  daae 
Ponllet.Delisle  am  17.  Januar  177S  geboren  ist  und  am  23.  August 
1849  starb.  Kr  war  zuletzt  mit  der  AuTsicht  über  das  Schulwesen  be- 
'•■ant.  ,.,„,.„ 


Atti  di  naeoita  e  di  morte  di  Pietro  Simone  Harohese  di  Laplace  pnbbll- 
cHli  du  B.  ßoNCouPAUM.  Koma,  Ti[jograüa  üelle  ecieuee  matema- 
tiche  c  fisiche.  18S3.  22  S. 
Fürst  Boncompagoi  hat  es  schon  mehrmals  untemommon,  über 
die  Personalien  her  vorragen  der  Mathematiker,  wenn  erstere  noch  nicht 
binlHn^lich  aufgeklärt  waren,  durch  seine  Forsclinngen  Licht  zn  verbreiten  ; 
wir  erinnern  nur  an  seine  aus  mühevollster  Arbeit  erwachsenen  Ähbaod 
langen  über  die  Familie  Fagnano  und  über  das  Testament  des  Tar- 
taglia.  Der  Schöpfer  der  ,,MecaniqBe  ci^lesto"  gehört  einer  noch 
nicht  so  gar  lange  hinter  uns  liegenden  Zeit  au,  und  man  dürfte  er- 
warten, dass  die  Daten  seiner  Geburt  nnd  seines  Todes  mit  vollster  6g- 
nauigkeit  ermittelt  wären.  Auffälligerweiae  ist  dem  jedoch  nicht  so.  Hit 
jener  BUcherkenntniss,  die  nur  ihm  allein  eigen  ist,  hat  nun  der  Verf. 
in  der  vorliegenden  Abhandlung,  einem  Separat  ab  druck  aus  dem  von 
ihm  herausgegebenen  „Bnllettino",  nicht  weniger  als  rünfondsecbzig  Ar- 
tikel und  Scbrifti'n  zusammengestellt,  in  denen  biographische  Angaben 
über  Laplace  enthalten  sind,  und  diese  Angaben  unter  einander  ver- 
glichen. Diese  Statistik  lieferte  folgende  Resultate.  15  Mal  wird  der 
Geburlslag,  8  Mal  der  Todestag  verschwiegen;  24  Mal  der  erstere,  19 
Mal  der  letztere  unrichtig  angegeben,  26  Mal  der  erstere  und  3S  Hai 
der  letztere  richtig.  Man  steht,  dass  die  Literaten  den  anderen  Sebrift- 
atellern,  welche  für  gelegentliche  Zwecke  biographisches  Material  wün- 
schen, dieses  durchaus  nicht  mit  der  Akribie  an  die  Hand  geben,  welche 
man  zu  furdcrn  berechtigt  wäre,  und  man  muss  Herrn  Bnncnmpagni 
zn  Hank  verpflichtet  sein  für  die  von  ihm  bewirkte  Mittheilung  der  jede 
Ungewissheit  beseitigenden  authentischen  Schriftstücke.  Das  Tanfzeng- 
niss  befindet  sich  inr  Zeit  im  Archiv  der  Bürgermeisterei  von  Beaniuont 
und  besagt,  dass  am  25.  Mürz  1749  der  —  zwei  Tage  vorher  geborae  ■ 


ai> 


Solu  des  Pierre  Lmpimce  nsd  der  Mmrie  Asse  gebu  S*c1iob  re- 
U«ft  worden  m.  Assfaiir&lier  ui  a«§  Aabelie^caden  GrindeB  du  t^b  ier 
Prifectar  d»  Snae  -  Departeakeau  «nfW^abite  Steri>eprc4«^I] :  Aa 
5.  Hin  lfi27  Teac^iad  im  leuea  Pmrucr  Hmwe  ^Kme  da  Bac  Xr.  l<Pii 
der  Mar^wt,  Akademiker  mad  Fair  dei  KöaipeickeB  Pierre  Siaca 
De  La  Place.  Mosern  kmfii^  GeickicbtaKkraber  Hem  Boaccis- 
pa|;mi*s  Aiteit  dadarti  lc*lia«a.  da»  äe  ^oa  derea  Bccahaxea  ^iti^- 
read  l^otiz  aeksca! 

Aasbaclx.  Dr.  S.  GfsTüsa. 


TTeWr  die  griacipifa  der  ■<«■€■  Hjiiedjaaaik  roa  Dr.  Rjcb.  Rurr, 
Bepeteat  aa  matli.  Sea.  an  üaiT.  Tabia^ea.  Freibar^  aziÄ 
Tabiagea,  akad.  Veila^ftbaebbdl^.  rca  Mcbx,  1SS2. 

Aad  ver  ia  Beoize  der  Kircabofracbea  V^^iesaa^ca  äbn-  Me- 
aik  ist,  aber  die  ia  ric-lea  Zeiticbriftea  ze»trc«xe  allere  aas  m^^^skjs' 
Literatar  aicbt  xafiasciDe&Jiftcbfra  kaas  oder  «ül,  aird  la  «bs^ea  Sc^^jif:> 
chea  eiae  Aare^aa^  £iidezi.  Dan  i^  aber  wai^fcbea^^titb.  da«  «ixe 
aUeafaDa^  zveile  Aafla^  T.-n  <asi^*«  Scblackea  bcfiest  verde:  d5*  iä. 
aambaü  akacbea  vüL 

Im  (  1  (die  all^  G^icbao^ea  der  relasxrea  Bevc^^aa^;  baadei:  ces 
ente  Tbefl  Toa  der  liaearea  Dilaxatioa .  der  xveiie  r^a  der  B«4a&c4D.  fjt 
wird  eia  liaieaelesaeat  .  mh  der  Winkel^CftcLwiadigkeh  £  r&!iren  ^lafiftca 
aad  der  doppelte  Flirbeaiabalt  der  aoät  dem  Badiitf  1  ia  der  Zeit  ^7  bestbr^e 
bene  Sector  iäl  aaf  d5*  3  TaMa  projicirL  Der  VerfaasfT  aeaai  ^  c  . 
id/,  xdl  dieee  Proj^cD'.-aea  de*  Secton.  Ilaaa  nad  aber  {<^.  i,  z  aicbi  aacl 
die  Projeetioaea  rca  f,  wie  Verfasfer  aa*  Veiaebcv  aaaimaBl.  Da  r-ith 
die  Folgea  bierroa  aaf  dea  StLlaa  tob  §  1  aad  aaf  f  3  ezüsrwkea,  i>c* 
moM  i^  dies  aiber  aa^eiaaaderKlxea. 

Die  ente  Projerti'.a  tob  i  tf/ beii*ieba^  ieb,  abweacbead  Toa  Ver- 
faieer,  aiit  ^'lil^  am  die  erfcie  ProJ€itlioii  Toa  <.,  ait  iba  altereiiajtzamejid. 
^  aeaaea  aa  koaaea.     Daaa  im 

^di  =  ^^t  }   1  — <r  .  J   1  — IT* 
aad  aaalog  

weaa  a^  ß^  f  aad  lu^  l^^^  7..,  die  Hitbxaag»eonaafiBe  roa  /  Tor  aad  aacb 
der  BotaüuB  dafateHfra.    Siad  a^.  ^, .  7.  wcaig  roa  «?  jS,  7  Temcbif^dea.  i>:> 

koaal  y^^^_^*,     ,  =  ,    j  _  ^r      ^'  =  ,  ,  f -yJr..*, 


•  I*it*  fij«ä  J>r    W    i^riui*    dkbW.   toh   d*aij   Jii  bemwi  da*  ?^rLri*:ö*L 
entl«int(: 
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Also  wo  Reiff  ffirderhin  ^tty»  schreibt,  möge  der  Leser  die  lodices 
(')  setzen.  Dadurch  wird  das  erste  der  beiden  Schlnssresnltate  des  §  1 
illnsorisch  und  bleibt  nur  das  zweite,  die  Umkehmng  des  ersten,  besteben, 
lautend:  Die  Gleichungen  V  können  zur  Berechnung  von  d'\  i\  %  dienen, 
wenn  er,  ß^  y  gegeben  sind.  Alsdann  kann  man  nach  den  vorhin  angegebe- 
nen Gleichungen  auch  ^,  f,  x  berechnen. 

§  2  handelt  von  der  Dilatation,  §  3  wieder  von  der  Rotation.  Der 
letztere  beginnt  gleich  mit  folgendem  Fehler: 

„Angenommen,  das  Flüssigkeitstheilchen  rotire  mit  einer  Geschwin- 
digkeit, deren  Oomponenten  x^  t^9  oo  seinen  etc/^  Verfasser  findet  die 
Gleichungen  (15),  in  welchen  ebenfalls  die  obigen  Factoren  (1 — o'), 
(1-/3^),  (1  —  y*)  beizusetzen  und  überdies  noch  je  ein  Minus  -  Zeichen 
fehlt.  Alsdann  heisst  es:  „Sollte  dem  Flüssigkeitstheilchen  eine  be- 
stimmte Rotation  zugeschrieben  werden  können,  so  müssten  die  Gleich- 
ungen IV  die  Stelle  der  Gleichungen  (15)  haben  etc/*  Nun,  diese  haben 
sie  auch  wirklich;  man  findet  nämlich  aus  der  Identificirung  der  beiden 
genannten  Gleichnngssysteme 

du      de      dw 

dx      dy       dz 

und 

,  /dw      dv\  ^  /du      dw\  .  (dv      duX 

wie  vorhergesehen  werden  konnte. 

Im  späteren  Verlaufe  des  §  3  sind  dann  wieder  statt  &i%  die  oben 
gezeigten  0',  i\  %  einzusetzen  und  es  wird  deshalb  die  vom  Verfasser  vor- 
genommene Identificirung  der  Gleichungen  (12)  und  (13)  mit  V  und  VI 
unmöglich.  Man  erkennt  dies  auch  an  dem  Resultate,  den  Gleichungen 
(18),  welche  für  *&,  i,  x  die  Differenzen,  wie  ich  sie  gerade  für  x? 'if'»  ca 
gegeben  habe,  aber  mit  verkehrten  Zeichen,  liefern  würden. 

In  den  Gleichungen  (19),  (20),  (21)  muss  man  wieder  beziehnngs- 
weise  die  Factoren  (1  — a*),  (1— jS*),  1  — y*)  beisetzen.  Desgleichen  in 
(22),  wo  auch  in  Consequenz  von  (15)  das  Minus- Zeichen  fehlt.  Da 
denkt  sich  Verfasser  „dem  Flüssigkeitstheilchen  eine  gleichmässige  Ro- 
tation ertheilt,  deren  Oomponenten  6^  ly  K  seien*',  und  findet  dann,  wie 
natürlich,  für  letztere  wieder  obige  Diiferenzen,  aber  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Zeichen. 

Solche  mtlssen  auch  im  letzten  Paragraphen,  §  4,  der  die  Combina- 
tion  der  rein  rotatorischen  Bewegung  mit  der  Potentialbewegung  zur 
Ueberschrift  hat,  öftere  Male  eingesetzt  werden. 

Wir  glanbtep  zu  diesen  Bemerkungen  uns  berechtigt,  auch  nachdem 
H.  BeUrB  Dissertation  im  vorigen  Bande  S.  228  bereits  angezeigt  ist, 


aod   fUgcn   nur  nocli  bei,   daas   ielbsIverslÄndlich  im  festen  Körper  hIIr 
l'beilchf'D  sicli  «m  diearlbe  Momentan axe  drehen,  vns  beim  fitiBsigen  Kör- 
^fit  im  Allgemeinen   uicbt   Her   Fall   ist.  KuKB. 


Ein  neues  Oesett  von  Qhoshane,  deatsub  von  Roth.  Leipzig,  I8S2.  SO  S. 
Uer  Verfasser  (Jurisi)  Btellt  Reaoltate  InngjSbriger  Slndien  «her  all- 
geinoitiR  iiliy^ikaliscbe  Gesetze,  die  von  der  chemisclien  Zusammensetzung 
abhKDgen,  dar,  In  bestimmten  Gruppen  tiüBBiger  organischer  Verbin- 
dungen verhalten  sich  die  Dichten  (gemessen  beim  Siedepunkt)  wie  die 
AtoniBuume  der  Verbindungen.  Die  drappen  sind  solche,  bei  denen 
die  Formeln  nur  wenig  verschieden  sind.  !m  erBten  Capilel  werden  ein- 
xflno  Beispiele  gegeben;  in  den  folgenden  wird  die  Anwendung  nach 
verschiedenen  Richtungen  hin  untersucht,  so  auf  wasserige  F^ösungen, 
anf  andere  als  organische  Verbindungen  u.  s.  w,  Zum  Schluss  werden 
einzelne    anscheinende  Widersprüche    gegen    das  neue  Gesetz  betrachtet, 

P.   ZBOtl. 

Die  Bewegungen  im  Sonnenranme,  von  Föhre.  Dresden  1S82.  128  S. 
Kine  der  Schriften,  welche  mit  den  heutigen  AnschüDungen  über  die 
Bewegung  der  Himmelskörper  nicht  einvemtanden  sind.  Wie  gewöhn- 
lich geht  der  Verfasser  von  einer  ,, allgemein  verbreiteten  Theorie"  aufi, 
die  nicht  richtig  sein  könne  und  die  in  der  That  auch  von  keinem  Astro- 
nomen  angeuommen  ist:  es  soll  nümlicb  die  Bewegung  der  Planeten  her- 
vorgebracht sein  durch  zwei  Kräfte,  die  Anziehung  und  die  Fliehkiaft 
oder  'l'angontiHlkraft,  welche  letztere  die  Planeten  in  der  Richtung  der 
Tangente  fortetosse!  An  die  Stelle  dieser  falschen  1'heorie  wird  die  spi- 
ralige Bewegung  des  Aelherstroms  gesetzt,  der  die  Planeten  mitnimmt, 
jedem  Planeten  eine  Raumspirale  zngewieBen,  die  aus  der  Sonnenspirale 
entsteht,  und  mit  diesen  Spiralen  gerechnet.  Was  für  Formeln  daliei 
entstehen,  möge  in  dem  Werke  selbst  nachgesehen  werden,  eine  mathe- 
matische Kritik  derselben  ist  unmöglich.  p   gBr.i] 


Sta,  8ol,  ne  moveare,  von  TiscuNBit.  Leipzig,  fi  kleine  Hefte,  zusam- 
men 24(1  S. 
Der  Verfasser  behauptet,  dass  die  bei  rnhend  angenommener  Sonne 
geltenden  Oesetze  der  Planeteubowegungen  flire  Geltung  verlieren,  wenn 
eich  die  Sonne  bewege.  li^s  ist  ihm  alao  nur  der  Rath  zu  geben,  zuerst 
die  Sktxtt  über  relative  nud  absolute  Bewegung  eich  klar  zu  maoheu,  ehe 
er  die  Gesetee  von  Kopernik,  Kepler  and  Newton  nmstossen  will. 


rG6  Hbtoriscb-liteTariGche  Abtlieilnng, 


Huidbnob  der  nantiBchen  Instrnmeilte.    Vom  hydrograpbUcheD  Amte  der 
Admiralität.     Berliu,   1SS2.     Mittler  &  Solm.     436  Seilen. 

Eine  Beschreibung  der  Instrnmcnte  und  ApparAie,  welche  tat  Zeit 
bei  der  deutschen  Marine  in  Gebrauch  sind,  dem  praktischen  Bedürfnis 
ingepasst.  Der  eretc  Abschnitt  behandelt  das  Fernrohr  und  eeine  Hitt's- 
inelmmente,  beginnt  mit  den  Grundgesetzen  der  Dioptrik,  wie  sie  ge- 
wöhnlich in  onaeren  Lehrbüchern  dargestellt  werden,  betrachtet  dann 
das  astronomische  Fernrohr  u»ch  seinen  einzelnen  Theilen,  sowie  süne 
Prüfung,  ferner  kurz  das  Galilei'acbe  Fernrohr,  die  AblesevorrichtnngeD, 
i  Niveau,  den  künstlichen  Horizont  und  das  Heliotrop.  Uer  folgende 
Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  meteorologischen  Instrumenten , 
nächst  mit  den  verschiedenen  OonstructioDen  und  Correctionen  des  Ba- 
rometers. Unter  deu  Aneroiden  werden  die  von  Naudet,  Bonrdon 
Goldschmid  aufgefiihtt,  die  Feststellung  der  Constauten  und  die  Höhen 
meesuDg  an  Beispielen  erläntert.  Dann  folgt  Thermomeler,  Hydrometer 
und  Anemometer,  Begpn-  und  Verdnastungsmesser  nebst  einer  Ai 
meteorologischer  'rabellen.  Der  dritte  Abschnitt  ist  oceaniechen  Beoh' 
ichtnngen  gewidmet,  besonders  dem  Lothen,  der  vierte  den  Compassen 

magnetischen  Instromenten ,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der 
Einwirkung  des  Schiffskörpers  auf  die  Magnetnadel.  Der  fünfte  Abschnitt 
giebt  die  Bescbreibnog  der  Winkelinstrnmeute  ohne  Statif,  Sextanten  nnd 
Mikromelerfernrohre.  Am  ausführlichsten  wird  der  Natur  der  Sache  nach 
der  Sextant  behtndelt,  insbbsoDdere  die  Fehler  desselben,  welche  von 
der  Stellung  des  Fernrubre  nnd  der  Spiegel  herrühren.  Ihr  Einfluss  auf 
den  gemessenen  Winkel  wird  in  Zahlen  gegeben  nnd  die  Art  der  Cor- 
rectnr  bestimmt.  Auch  die  prismatische  Gestalt  der  SpiegelgISser  findet 
Betttcksichtigang ;  der  Fehler  der  ExcentriciUtt  wird  an  einem  Beispiel 
ausdrücklich  erläutert.  Weniger  eingehend  ist  der  Reflex!  im  skr  eis  be- 
handelt; er  scheint  in  der  Praxis  selten  gebraucht  zu  werden.  Bei  Tbao- 
dolit  nnd  Uni  Versal  in  strament  dienen  kleinere  Instrumente  als  Beispiele, 
es  wird  hauptsächlich  die  Ueridianbestimmnng'  und  die  Anstellung  von 
Dnrchgangsbeobachtnngen  behandelt. 

Eine  Reihe  von  Tafeln,  verschiedene  Apparate  und  Instrumente 
darstellend,  und  eine  grössere  Zahl  von  Holzschnitten,  mit  grosser  Sorg- 
falt ausgeführt,  zieren  das  Werk.  p    gecH 


Tafeln  nr  Bereohnang   der   HondsphaseiL   von    Paul   Lehmann,    vom 
prenssiscben    statistischen    Bureau    herausgegeben.     Berlin     1882. 
78  Seiten. 
Es  liegen  den  Tafeln   die    Arbeiten    von    Hansen    Uher   den  Mond 

sa  Gmode;  siesollen  selbst  solchen,  welchen  grössere  Ucbung  im  Rechnen 


abgeht,  möglich  machen,  die  Cunjunclionen  und  OppoaitioDen  des  Mon- 
des und  die  damit  Basammeahäogenden  Fitisternieee  za  berechnen.  (Der 
Verfasser  ist  Mitglied  des  Rechenbnreaua  der  Berliner  Sternwarte.)  Die 
Genauigkeit,  die  mit  den  Tafeln  erreicht  wird,  beträgt  im  Durchschnitt 
eine  Minute  Zeil,  die  Tafeln  sind  für  vier  Decimalstellen  eingerichtet, 
die  Berechnnng  geschieht  durchweg  mit  vierstelligen  Logarithmen.  (Vor 
Kurzem  ist  eine  ähnliche  Arbeil  vonTh.  v.  Oppolzer  durch  die  astro- 
nomische Gesellschaft  publicirt  worden,  welche  in  der  Berechnung  eine 
Stelle  weiter  geht  und  geübte  Rechner  voranssetzt.)  Die  vollständige 
Berechnung  eiuer  Sonuenfinsleraiss  nai^h  ihrem  Verlauf  auf  der  Erde 
Usst  sich  mit  den  Tafeln  von  Lehmann  in  wenigen  Stunden  durch- 
führen. P.  Zecb. 


Strahlende  Elektrodetunaterie  v< 

Kine  ZueammenstelluDg  vere 
über  deu  Durchgang  der  Eleklri' 
geschrieben  bat  (Grookea'  Versuche).  Einen  vierten  Äggregatsustaud 
nachCrookes  aüiunehmen,  halt  der  Verfasser  für  nicht  uüthig,  ersucht 
als  wahrscheinlich  nachzuweisen,  dass  die  Materie,  welche  hei  jenen 
Versuchen  deo  dunkeln  Kaum  füllt,  ans  mechanisch  losgerissenen  Elek- 
trodentheilcben  bestehe,  welche  mit  statischer  negativer  Elektcicitüt  ge- 
füllt sind  und  mit  grosser  Geschwindigkeit  in  gerader  Richtung  progres- 
siv sich  bewegen.  Ea  werden  verschiedene  Versuche  über  Bewegungen, 
welche  diese  Elektrodenmaterie  hervorbringt,  beschrieben  (besonders  in 
liometeru),  und  an  der  Hand  jener  Theorie  zu  erklären  versucht. 

P.  Zech. 


on    Dr.    PuLitJ. 

schiedener  Auf»a 
cität  durch  eine 

Wien   18S3.     86  Seiten. 
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Elektricit&t  nnd  Hagnetdamni  von  Jaues  Clbrs  Maxwell, 
Dr.  WeiNäTEiN.     2  Bände.  52ä   und  624  Seiten. 
Uas  englische  Original  ist  vor  zehn  Jahren  erschienen,  e 
lago  im  vorigen  Jahre.  Doch  konnte  Maxwell,n 


fibersetzt  von 
lerlin    I8S3. 
nezweite  Auf- 
k  kleinen Theil 


derselben  durchsehen,  durch  einen  allanfrühen  Tod  wurde  er  der  Wissen- 
schaft entrissen.  Im  Gegensatz  zu  dem  Werke  von  Wiedemann,  das 
jetzt  in  dritter  Auflage  erscheint  und  wesentlich  diu  Resultate  des  Ex- 
periments auf  dem  Gebiete  der  Elektricltät  kritisch  sichtet,  die  mathe- 
matische Theorie  nur,  soweit  es  für  diesen  Zweck  nölhig  ist,  behandelt, 
ist  für  dns  Werk  von  Maxwell  die  mathematische  Behandlung  Selbst' 
zweck.  Maswell  gilt  als  AntoritSt  auf  diesem  Gebiete,  seine  elektro' 
magnetische  Theorie  des  Lichts,  seine  Darstellung  der  elektrischen  Maass- 
einheilen  uud  Anderes  wird  (iherall  citirt.  Aber  die  Art  der  Darstellung 
bringt  vielfach  SuhwierigkuitOD   fü;  4u^^j^y^^^^£A  mis.%  ^ 


Hiatorificli'liteiatiBclie  Abibeilui 


sammeD bangen  mit  dem  Bestreben  Mamell'B,  die  Anschauungen  Fa-  ^ 
raday'a  io  math ein atis eben  Ausdruck  zn  bringen,  ,,F«raday",  sagt  . 
Maxwell,  „betra<:litet  eiacn  Körper  nieiniilB  für  sieb  allein,  Pr  sit'ht 
nicht  iwJBchen  den  Körpern  weiter  nicbta  als  Diülanzen  and  gebt  nicht 
von  der  Conception  ans,  ala  ob  sie  aui'  einander  nacb  irgenil  einer  Fan- 
tion  ihrer  Bntrernnngen  von  einander  wirken.  Der  gesamiutn  Raum  i«i 
ihm  ein  Kraftbeieich ,  er  spricht  von  den  Kraftlinien  wie  von  in  gewissem 
Sinne  Pertinenzslücken  des  Körpers.    Ich  ginab«,    er  bat   sagen    wallen, 

difi   raagnetischen    «od  eleklrifchen    Wirkungen    eines    Kürpere    von    den 
Kraftlinien  abbängen  .  die  an  ihn  anstossen."    Uiese  Anschaunng  im  üegen-  - 
satE    zu    der    nns    getäafigen    Fernwirkang    erschwert   das    VerittHndniss. 
Durch  die  Art  der  Uebersetmng,  durch  Eriäutetnugen  nnd  dgreb  Quellen- 
angaben erleichtert  der  Ueberaetzer  für   den    deatscben    Stadirenden  die 
UeberwindoDg  jener    Sehwierigkeilen,    und    das    ist   Knm   mindesten     ein  . 
:n  denlsehen  Slndirenden  näher  ' 
ind  ElekiricitSt  durch  Forscher,  , 
md  Thomson  geschaffen  nnd 
lach   erweitert   worden   ist, 

F.  Zech. 


Olanbe  and  Aberglaube  in  der  neuem  Natarwiasenschaft  von  Hr.  Boi.zb. 
Danzig  1SS2,  43  S. 
Was  der 'Verfasser  mit  seinem  Büchlein  will,  wird  dem  Leser  uicbt 
klar.  Zuweilen  scheint  es,  man  habe  es  mit  einer  orthodoxen  Oppositinn 
gegen  die  jetzige  Naturwissenschaft  zu  thnn.  Dann  wird  aber  wieder 
freie  Forschung  verlangt^  und  Uarwiniemns  als  selbstverständlich  behan- 
delt, freilich  auch  wieder  geklagt,  dass  man  den  Aether  wie  eine  Gott- 
bett feiere!  Sonderbar  erscheint  uns,  dass  die  jetzige  Ruhe  in  der  natar- 
wiasenschaftlichen  Forschnng  beklagt  und  vom  Verfasser  gehnffi  wird, 
er  werde  diese  Ruhe  stören.  Vielleiibt  liegt  dem  Ganzen  ein  tieferer 
Sinn   unter,   den   wir   nicht   finden   konnten?  p,   7,^cii 
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Physikalische  Aufleben  von  H.  Emskann.  4.  Auflage.  Eeipxrg  1SS2 
2S7  S. 
Schon  die  früheren  Auflagen  sind  von  verschiedener  Seite  als  treff- 
liche Hilfsmittel  für  das  Verstündniss  der  Physik  anerknnnt  worden.  In 
der  vorliegenden  neuen  Auflage  ist  das  Metersyslem  noch  weiter  als  bis- 
her durchgeführt  worden  (in  den  ersten  Auflagen  war  dns  preussiscbe 
HaasBsystem  angenommen).     I'ie   ersten    \Tttt  Seiten    mllialien    die    Auf- 


Recensionen.  69 

gaben,  die  AnflösuDgeo  nehmen  131  Seiten  ein.  Die  Ausstattung  iKsst 
Manches  zu  wünschen  ührig.  Wenn  ein  Werk  die  vierte  Auflage  er- 
reicht, wäre  es  wünschenswerth ,  Bnchetahen  und  Zahlen  ttbersichtlioher 
geordnet  zu  sehen  und  klarere  Holzschnitte  zu  finden.  (2.  B.  S.  104,  105 
und  109;  dann  Fig.  32  und  34  u.  s.  w.)  p    ^^^^ 


Beiträge  inr  meolianischen  Wärmetheorie  von  Haeusslbr.  Leipzig  1882. 
76  8. 

Der  Verfasser  ist  mit  dem  heutigen  Stand  der  kinetischen  Oastheorie 
^iclt  zufrieden ,  er  construirt  sich  eine  besondere  Anschauung ,  wo* 
Q<^eh  die  rotirende  Bewegung  der  Massentheilchen  bei  starren  Kör- 
pern das  Oefühl  der  Wärme  giebt,  das  Hinzutreten  der  oscillirenden 
^^^egung  die  Flüssigkeiten  und  das  der  fortschreitenden  Bewegung  die 
^4ise  charakterisirt.  Damach  wird  eine  Gleichung  aufgestellt,  welche 
^i^  Gesammtwärme  eines  Körpers  darstellt.  Vermittelst  dieser  Gleichung 
^t^d  einiger  Gleichungen  von  Clausius  für  Vorgänge  bei  der  Ver- 
dampfung findet  sich  dann,  dass  der  absolute  Nullpunkt  der  Temperatur 
^icht  bei  273,  sondern  bei  162  Grad  unter  Null  liege.  Es  sei  dies  ein- 
leuchtend, da  für  /=  — 273  das  Gay-Lussac-Mariotte*sche  Gesetz 
ein  Volumen  Null  verlange,  was  keinen  Sinn  habe.  Es  scheint  ttber- 
^^upt  der  Verfasser  Gleichungen  aus  den  verschiedeosten  Gebieten  zu 
^Ombiniren,  um  neue  Resultate  zu  erhalten.  So  wird  Clausius  vor- 
geworfen, dass  seine  Curve  zur  Darstellung  der  äussern  Arbeit  der  Gase 
Cdie  adiabatische  Curve)  mit  den  Zahlenangaben  von  Regnault  Aber 
^ie  Druckverhältnisse  der  atmosphärischen  Luft  nicht  stimme.  Es  sollen 
freilich  dadurch,  erklärt  der  Verfasser  freundlichst,  die  Clansias*seben 
Arbeiten  nicht  verurtheilt  werden,  sie  behalten  trotzdem  ihren  Wertb  als 
Bahnbrecher  auf  dem  Gebiet  der  mechanischen  Behandlnng  der  Wärme. 

P.   ZCCH. 


On  fhe  raotion  of  a  prqjeetile  in  a  ratisting  medium,  bj  Greenhill. 
Woolwich  1SS2.  32  S. 
Bei  Lösung  der  Aufgabe  wird  angenommen,  dass  der  Widerstand 
auf  den  Mittelpunkt  des  Projectils  längs  der  Bahn  wirke  and  i\f^  n'^ 
Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  «ei.  Es  wird  der  Fall  (n  =  3) 
auf  elliptische  Functionen  zurfickgefHhrt,  die  zur  Bereehnnnj?  nMbi^en 
Tafeln  werden  angefügt,  unter  beständiger  f f inweisnng  anf  „  B ash  f  o  r  t  h  . 
motion  of  projeetiles*^.  p^  7,r.rH. 


'  00  BiBtnriBcli  -  tUerariscbe  ÄbtbeiluDg. 

D«r  Botationsinductor  von  Dr.  H.  Webbs.     Leipzig  1882.     76  8. 

Zar  Beetimmung  de«  WiderstBodea  in  abucliitem  Maagee  wird  in 
neoerer  Zeit  vorzagtiweiae  die  Kipwirbnug  eini-r  rotireuden  Drabtspule 
auf  eine  Magnetaadol  benutzt.  EIds  stlgpoieiue  Tlieorie  der  liierbei  Auf- 
trcteadea  EracheinnngeD  wird  bier  in  möglichst  elementarer  Weise  ge- 
;n.  Zuerst  wird  die  ladoclion  eines  magnetisclien  Punkts  auf  einen 
Bing,  der  stcb  nm  eine  «einer  Ebene  parallele  Ase  dreht,  bestimm)  nud 
*  die  Induction  dnvcb  den  Erdmagnetisroue  abgeteilet.  Dann  wird 
nachgewiesen,  dass  ein  Magnet  keine  [ndoction  ausübt,  wenn  seine  mag- 
letische  Äxe  mit  der  Drebaxe  des  Inductora  zuaammenfHIIt.  Ueberbaupt 
!  Indncticn  Null,  wenn  die  Ringebenen  der  Spnle  zu  der  dnrt-b 
die  magnetische  Axe  und  darcb  diu  Drehungsaxe  des  luductors  gelegten 
Ebene  senkrecht  stehen.  In  den  darauf  senkreciiten  Stellungen  erreicht 
:  Induction  ein  Masimum.  Weber  Ifiset  daher  seine  .Spule  um  eine 
horizontale  Axe  sieb  drüben,  während  das  Comite  der  Dritisb  Aesncialion 
I  Drehnng  um  eine  vcrticale  Axe  anwendet,  also  eiu  Maximam  der 
Induution  der  Magnetnadel  auf  die  Spnle  erhält,  welchem  Uebelstaud 
durch  Kleinheit  der  Magnetnadel  abgeholfen  werden  soll. 

tn  Felge  der  Selbstinduction  wird  die  Lage  des  Indactore,  bei  wel- 
cher die  Induction  duruh  den  Erdmagnetismus  eiu  Minimam  oder  Maxi- 
mum wird,  in  der  Richtung  der  Rotation  verschoben,  bei  dem  zur  Mes- 
finng  benutzten  Inductor  bis  über  sieben  Grade.  Es  werden  die  Dreli- 
momeDte  bestimmt,  welch«  hei  gleichförmiger  Rotation  «nftreten,  die 
Gleichgewichtslage  der  Nadel  bei  rotirendem  Indnctor  nnd,  da  die  Rahe 
nie  streng  eintritt,  die  Schwingnngsgleichong.  Die  Windungen  dea  In- 
doctors  werden  durch  ein  Sqnivalentes  System  von  Ringen  in  parallelen 
Ebenen  ersetzt  nnd  das  Potential  der  Spule  berechnet.  Zum  Schlüsse 
Tolgt  die  Beschreibung  des  Tnductors  nnd  die  gemachten  Versuche.  Als 
Mittelwerth  ergiebt  sich* 

Millimeter 


Ohm  =0,9877.  10'*- 


Secnnde 


während  die  neuesten  Vereuebe  des  eugliachen  Comites   (Lnrd  Raleigh 
undDr.  Schuster)  0,9893  für  den  obigen  Coefficienten  geben. 

P.  Zech. 


TTniplaoar  Kinematiei  of  Hlida  and  fluids,  by  Minchin.  Oxford  1SS2.  264  S. 
Ein  Lehrbach  der  Mechanik  der  Ebene,  welches  neben  der  Theorie 
eine  Reihe  von  Aufgaben  bebandelt.  Hauptzweck  des  Buches  ist,  die 
Studireoden  auf  die  neuen  Theorien  von  Thomson,  Max  well  n.  s.  w. 
vorzubereiten.  Während  Anfangs  bei  den  starren  Körpern  der  Inhalt 
von  dem  unserer  deutschen  Bücher  nicht  viel  abweicht,  wird  bei  der 
ElMlicität  und  Flüssigkeit  wesentlich  anders  verfahren.     Im  Capitel  Ge- 


8cU windigkeit  wird  gleich  anfangs  die  harroünJEche  Bewegung  (einfachste 
■cbwingendo  Bewegang),  Fonrier's  Salz  oud  die  Zusammenseteang  der 
Schwingungen  behnndelt.  Dann  folgt  die  relative  Bewegung  nnd  die 
Allgemeine  Bewegung  eines  Körpers,  wenn  die  Bewegungen  aller  seiner 
Panbte  pnrallel  mit  pioer  Ebene  vor  eich  gehen.  Bei  der  Beschleunigung, 
wird  der  Hodograpb,  die  Centralbewegnng,  der  Mittelpunkt  der  Beschleu- 
nigung und  die  Beschlennignngen  verRchiedener  Ordnung  dargestellt  nnd 
der  allgemeine  Satz  durchgeführt,  dass  jede  einer  Ebene  parallele  Be- 
wegung durch  das  Rollen  einer  Curve  auf  einer  andern  ohne  Gleiten 
hervorgebra 
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,   Schellen.     Dritte   Auflage.     Zwei  BSnde 

456  S.      Braunschweig,   Westermanu. 

sein  Bestreben ,  die  Errungenschaften  der 
te  der  Physik  den  Gebildeten  zngHnglich  zu 
legende  dritte  Auflage  der  Spectralaualyse 
inalzeichnungen  von  Kirchhoff  (mit  Hof- 
m  über  das  Sonnenspectrum,  in  sehr  cor- 
le  Photographien  des  Sonneuspeclrums  von 
ind  den  ultravioletten  Tbeil  nach   Mascart 

n  Material  durch  diesen  Atlas  geboten,  das, 
Mindesten    das    Zehnfache   des 

grosser  Correctheit  sind  ferner  im  Anhang 
a  der  Wellenlängen  der  Linien  von  Kirch  ■ 
■  die  von  Angstroro  nod    der  Melalllitiii'n 


Historiecfa  -  literarisclie  ALtlielltiDg- 


•ind  nach  dun  besten  vorhandeoeQ  DaretollnDgen  gegeben,  die  AusGtal- 
Inng  de«  Oanuea  uacb  Papier  nnd  Druck  iet  atttgezeicbnet. 

Was  den  Inhalt  der  zwei  Bände  lielcifft,  ao  beschXftigl  eich  der  eralc 
mit  der  Anwendung  der  Speclralanaljee  auf  irdische  Stoffe,  der  zweite 
.reit  der  Antruphyuik.  Nach  einer  Einleitung  über  die  Qaellen  von  Licht 
und  Wärme  wird  dii-  Brecbung  des  Lichts  und  die  Dispersion  behandelt. 
Die  Daratelluni;  leidet  bier  an  principielleo  Fehlern,  die  man  in  eißem 
derartigen  Werke  nicht  gerne  sieht.  Wenn  S,  59  gesagt  ist,  dasn  der 
Aether,  wie  din  Luft,  in  regelmässige  Ersehnt  lern  ngen  versetzl  werde 
derart,  das»  sich  die  Phasen  der  Verdichtung  und  der  nachfolgenden 
Verdiinnung  in  gleichen  Zeitabschnitten  regelmässig  wiederbolen,  so 
ist  damit  die  Tundainentale  Eigenschaft  des  Aelhers,  welche  in  der  ün- 
ansaniinendrdckbnrkeit  bezieht,  iguorirt.  Leider  zieht  sich  dieee  falsche 
Ansobanuug  der  Acthorecbwingungen  durch  das  ganze  Buch:  Schall  nod 
Licht  «ollen  nnr  <{iiantitaliv  Tersohieden  sein.  Damit  bSngt  zusaromen, 
daas  ein  achatfei  Uuteracbied  zwischen  Geschwindigkeit  der  Aetbertheil- 
oben  in  ihren  Schwingungen  und  PortpflanzuDgageschwiudigkeit  der 
Bcbwinguogen  nicht  gemacht  wird.  In  Folge  dessen  wird  es  dem  Ver> 
fasset  schwer,  eine  scharfe  Definition  der  Farben  und  des  Grundes  ihrer 
verschiedenen  ßrecbharkeit  zu  geben.  So  wird  der  Satz  (S.  S7),  dass 
ii»  Ünaohe  dür  vemcbiedenen  Farben  eine  nothwendige  Folge  der  un- 
gleichen Uescbwindigkeit  der  Aetherschningungen  sei,  vom  Leser,  der 
Bclebrnng  ancben  will,  falacb  verstanden,  nnd  gleich  nachher  wird  eine 
WellenlXnge  wieder  als  Abstand  zweier  auf  einander  folgender  Aetber- 
verdicbtnngen  dargeatellt.  Bei  dem  Versuch,  die  leuchtenden,  wXrmen- 
den  nnd  ebemieohen  Wirkungen  der  Aetberacbwtngangen  zn  trennen 
(S.  406),  wird  sogar  direct  gesagt,  dasa  die  Verschiedenheit  von  der  Ge- 
schwindigkeit der  oscillirendeo  Tbeile  abhingei  Jener  Versuch  miaslingt 
in  Folge  dieser  Unklarheit  vollständig.  Erst  S.  173  wird  bestimmt  von 
der  Fortpflansungageachwindigkeit  der  Schwingungen  gesprochen;  aber 
ancb  hier  mnas  statt  eine*  logiseben  Schlnesee  das  Wort  „offenbar"  an 
dem  Zosammenhang  awiachen  Schwingnngssabl,  Wellenlänge  und  Fort- 
pflananngsgesobwindigkeit  helfen.  Auch  bei  der  Beugung  treten  eigen- 
tbOmlicbe  Behauptungen  auf.  Der  §  36  bezieht  sich,  wie  am  Scblnss 
auadracklich  geaagt  ist,  nnr  auf  einfarbiges  Licht;  da  die  F,raanbofer- 
scheo  Linien  kein  Licht  geben,  so  können  sie  nicht  zur  Beleuchtung  des 
Spalta  dienen,  also  kCnne  ancb  bei  einem  Spalt  ihre  Wellenlänge  nicht  be- 
•timmt  werden,  dun  brauche  man  Gilter  (S.208).  Soll  hier  wirklich  ein  prin- 
cipieUer  Unterachied  awiachen  Spalt  nnd  Gitter  gemeint  sein?  Und  wenn 
dann  (8.309)  die  Sinns  der  Beugnnga winket  der  verschiedenen  Bilder  eines 
homogenen  LichtbOscbels  den  Vielfachen  der  Wellenlängen  dieses  Licbu 
porportional  gefunden  werden,  darf  man  nachher  foHfahren:  für  jede  Farbe 
wiehat  aliodieWellenUnge  proportional  mit  demSinus des  Beugungswinkels? 


Keceosioi 


Wir  könntan  nocb  verechiedeue  Beiepiele  anführen,  welche  iiacL- 
weiseo,  dass  neben  dem  wirklich  gnten  beschreibenden  Tbeil  des  Werkes 
das  rein  Tbeoretidche  vcrfelilt  ist. 

Im  iwpilen  Band  wird  zanJichst  die  Anwendung  der  Spectralanalyse 
anf  die  Sonne  behandelt.  Der  Verfasser  ist  mit  diesem  Gebiete  dori^h 
seine  Ueartieirang  des  Werkes  von  Sccclii  wobi  vertraut.  Es  werden 
voruehmlidi  die  BeobacbtangcD  bei  SnnnenßnBternisBen,  die  Spectra  der 
l'relnbeninzen,  der  Corona  nnd  der  CbromoaphSre  dargestellt  and  die 
Verschipbung  der  Spectrallinien  in  Folge  der  Bewegnng  der  Licbtqnelle 
betrachtet  Auch  hier  würde  Alles  klarer,  wenn  von  früher  her  feststände, 
dass  die  Farbe  von   der  Schwingnogsdnuer    abhängt;    die    Bewegung  der 


.de 


Zu- 


Lichtquelle  gegen  den  Beohacbter  odi 

Dauer  nicht  Hndern,  weil  eine  Bewegung  eine  senkrecht  dazu  i 
nicht  ünderl;  wob)  aber  ändert  sie  die  Fortpflauznngsgesch' 
Aisu  bleibt  die  Farbe,  aber  die  Brechbarkeit  ändert  sieb. 

Es  folgt  dann  eine  Beschreibung  der  Sternspectrnskope, 
sammenstellung  iler  beobacbtungen  der  Spectra  des  Monds  und  der  Pla- 
neten und  in  einer  besonderen  AbtbeiLung  der  Fixsterne  mit  den  Typen 
ijeccbi's.  Die  Bewegungen  der  Fiisterne,  wie  sie  aus  dem  Spectrum 
folgpn,  insbesondere  eine  Tabelle  der  Resultaie  der  Greenwichi'r  Stern- 
warte Bcbliessen  dieseu  Abschnitt.  Es  folgen  dann  noch  die  Speetra  der 
Nebel,  meist  nach  Huggins,  der  Kometen  und  Steroachnuppen,  wobei 
der  grosse  Komet  von  Wells  1S82  noub  berücksichtigt  ist,  endlich  des 
Kliskailichts,  des  Nordlichts  und  der   Blitze. 

Man  siebt  aus  dieser  kurzen  Angabe,  wie  reichhaltig  die  SammluDg 
•  astrospectralaunlyiiscben    Bcobachtaugen    ist.     Ein    Sachregister  von 
r  als  9  Seiten  scbliessl  das    Werk,    erleichtert   sehr   die    Orienlirung 
pid  erhöbt  seinen  Werth  als  Nachschlagebuch.  p    ViKcii 


—  oijtis 
^■ärikr 


Mikroskop  und  seine  Anwendung  von  Dr.  Lbopoi.d  Dippi^l.  Braun- 

subweig,  Vieweg.   ISS2.     Erster  Tbeil.    Handbuch  der  allgemeinen 

Mikroskopie.     736  S.     Zweite  Auflage. 

Im  letzten  liternriscben  Bericht  wurde  die  erste  Abibeiinng  des  ersten 

Theils  kurz  angezeigt.    Seitdem  ist  auch  die  zweite  Abthcilnng  erscblenen 

und    damit    die    allgemeine    Mikroskopie   abgeschlossen,  insbesondere  die 

0|jtiscbe  Theorie  des  Mikroskops.     Neu  ist  an  dieser  Auflage,    dass   die 

diiedenen  Abhandlungen  von   Abbe  über  das    Mikroskop    eingehend 

htat  sind.     Abbe   hat   zur    Uarstellung    der    optischen    Vorgänge    im 

Mikroskop  die  Gauss'ecben  Sülze  über  Brennpunkte    und  Hauptebeuen 

für  seine  Zwecke  modißcirt.     Au    die   Stelle    der   Ilauptebenen    tritt    das 

Verhältniss  der  Tangenten  d^Myi£fc*I^»ate^welchea  yott  d«^  6x«sswi.- 


paukten    aas    Gegenstand    und    Bild    gesehen    werden.     Damit  wird  ytv 

mieden,  von  blos  „ideellen  Punkten  nnd  Ebenen"  sprecbi 

es    Echliesseo    sich    die    Entwickelungen    unnitlelbar   an    di 

baren  Elemente  des  opiiscben    Syslems    an,    aud   da   die   Oeffnaug  der 

Slrahlenkegel  eine  grosse  Rolle  beim  Mikroskop  spielen,  so  ist  die  Ein' 

fSbrUDg  vnn  Winkeln  von   Vortheil,      Der  Brechungsquotient  wird 

derer  Bedeutung  als  gewöhnlich  eingefijhrt,    für  jede    Snbataiia  im   Ver- 

bältnise  znm  leeren  Ranm,  es  fehlt  eine  genaue  Angabe  hierüber.    NmcIi 

Aafstellang  der  einfscbeten  Grnodgeeetze  werden    die  Formeln  fHr  Lio' 

sen  nnd  Linsenaysteme  entwickelt  und    die  Theorie    der  AchiomMie  f 

Die  Achromasie  beim  Mikroskop  ist  nur  eine  theilweise;  beim  Ob- 
jectiv  ist  nur  verlangt,  dass  die  vorderen  Brcanpnnkte  der  verBchiedfluea 
Farben  zusammenfallen.  Sind  dabei  die  Brennweilen  verschieden,  e* 
greifen  allerdings  die  blaneo  Bilder  über   die    rolbea    über;    aber   in  der 


Ulm 


gegen  such 

1  erreichen, 


Uitte  stört  dies  nicht.     Beim  Oi 

weiten  für  die  verscbiedeneii    Fi 

Bilder  unter  gleichem  Gesichtswinkel,   fallen  abi 

Auch    der  Aplauatismns    kar 

ffeoidneten  Paukten  auf  dei 


'   theilw. 


die 


man  gleiche  Brenib 
dann  prEcheinen  di« 
nicht  in  dieselbe  Ebene, 
■eicht    werdei 

Neigungswinkd 


der  einfallenden  und  der  zageordneteu  austretenden  Strahlen  constantcM 

Verhältniss   haben.     Die    Begrenenng    der    Slrahlenkegel,    welche 

das  Mikroskop  gehen,  geschieht  nach  Abbe   durch    zwei  zur  Ase  senk' 

rechte  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Axe  liegen  nnd  denen  er  den 

Namen  Eintrittspapille  aud  Austritlspupille    gegeben    hat. 

dem   andern    conjugirt.     Daraus    ergiebt    sich    für  die    Oeffunng    des    In- 

Btrument«,  welche  für  Theorie  and  Praxis  des  Mikroskops  von  hober  E 

deutung  ist,  ein  Zahlenansdruck,  welcher  von  Abbe  „nameriscbe  Aper< 

tnr"  genannt  wird. 

Bei  weitem  der  interessanteste  Tbeil  des  ganzen  Werkes  für  > 
Theoretiker  ist  der  zweite  Abschnitt  der  Theorie  der  Bildersengang,  dei 
sieb  mit  den  BeugangGerscheinnngen  beschäftigt,  welche  durch  feiofi 
StructuTcn  entstehen.  Ea  wird  gezeigt,  dass  hier  die  Aufgabe  bu  lösea 
ist,  die  LichtwirkuDg  zu  bestimmeu,  welche  ein  beliebig  gelegener 
ein  beagendee  Ohject  vor  einem  optischen  System  hin  durchstrahlen  dn 
leuchtender  Punkt  in  der  dem  Objecte  zngeordnelon  Ebene  hervorbri 
and  zwar  anter  Bcrttcksichtigang  der  Begrenzung,  welche  dabei  das  Bew 
gnugespectrum  innerhalb  der  Oeffnang  des  Systems  erfahrt.  Je  feineC 
die  Strnctar  ist,  desto  weniger  einzelne  Beugnngsspectra  köi 
dem  System  aufgenommen  werden.  Wird  nur  das  Haoptmaximum  auf- 
genommen, so  giebt  daa  Mikroskop  kein  Bild  der  Structur  mehr.  Schieft 
Beleuchtung  kann  bewirken,  dass  noch  ein  Bengnngflspectrnm  in  das  Ib< 
Btrument  eintritt,  aad  dann  siebt  mau  die  Structur.    Es  kann  aber  aocl 
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[eete  geben  mit  so  feiner  Stmctnr,  dass  für  Instmmente  anch  der 
^TÖSBten  Apertur  nur  das  Hauptmaximum  aufgenommen  wird,  und  dann 
Ist  es  unmöglich,  die  Art  der  Structnr  anzugeben.  An  dem  Beispiel 
"^7'on  Pleurosigma  angulatum  werden  diese  Verbältnisse  im  Einielnen 
dargelegt  und  gezeigt ,  wober  die  versebiedeneu  Ansiebten  Über  die  Struc- 
tnr dieser  Diatomee  rubren. 

Im  zweiten  Bncb  wird  das  Mikroskop  mit  Benützung  der  bisber  dar- 
gelegten  Tbeorie   der  Bilderzeugung   im   Einzelnen    bebandelt    in   einer 
"Vollständigkeit,    die  nicbts   zu   wtinscben   übrig  lässt.     Das  dritte  Bucb 
l3espricbt  die  Hilfsmittel  zur  mikroskopiscben   Beobacbtung,  wie  sie  der 
Praktiker  bedarf.  p    ^gcH. 


3>ie  OnmdgeBetze  der  Elektrodynamik   von  Munkisb.     Nürnberg  1883. 
27  S. 

Wenn  die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Stromelemente  nur  von 
ihrer  Länge,  der  Stromstärke,  dem  Winkel  der  Elemente  unter  sich  und 
mit  der  Verbindungslinie  ihrer  Mitten,  endlich  von  der  Entfernung  die- 
ser' Mitten  abhängt,  so  bleibt  die  Einwirkung  natürlich  dieselbe,  so  oft 
alle  diese  Grössen  dieselben  sind.  Durch  Anwendung  dieses  einleuch- 
tenden Satzes  kommt  Verfasser  zu  dem  Schluss,  dass  ein  Strom,  welcher 
durch  eine  Ebene  E  in  zwei  entgegengesetzt  symmetrische  Hälften  ge- 
theilt  wird,  auf  ein  Stromelement,  welches  durch  die  Symmetrieebene  E 
senkrecht  balbirt  wird,  nur  in  einer  zum  Elemente  senkrechten  Richtung 
wirken  könne.  Dieser  Satz  wird  wohl  keine  Anfechtung  erleiden.  Ob 
aber  dann  der  Schluss,  dass  bei  Nichterfüllung  dieser  Bedingungen  die 
Gesammtwirkung  schief  zum  Element  sein  müsse,  richtig  ist,  Hesse  sich 
doch  noch  bezweifeln.  Auch  in  anderen  Theorien  wird  diese  Rechtwink- 
ligkeit bestritten,  die  Gesammtwirkung  geschlossener  Ströme  auf  ge- 
schlossene ergiebt  sich  bei  allen  gleich;  sobald  aber  ungescblussene  Strom- 
theile  auftreten,  werden  die  Componenten  sehr  verschieden.  In  dem 
Kampfe  zwischen  den  ersten  Autoritäten  auf  diesem  Gebiete,  0.  Neu- 
mann,  Helmholtz,  dem  verstorbenen  Zöllner,  W.  Weber  und  An- 
deren, ist  eine  Entscheidung  noch  nicht  erfolgt.  Als  Beitrag  dazu  mag 
auch  vorstehender  Versuch  dienen.  p    jiECB. 


Untersuchungen  über  Contactelektricität  von  Dr.  v.  Zahn.   Leipzig  1882. 
59  S. 

In  der  schwierigen  Frage,  ob  Elektricität  blos  durch  Berührung  ent- 
stehen könne,  stellt  sich  der  Verfasser  auf  die  Seite  der  Bejahenden  und 
sucht  namentlich  die  Ansichten  Exner's,  der  ganz  auf  Seite  der  cbcmi- 


Uislorisch   liternrische  Ablhsilnng. 


scbea  Theorie  steht,  za  widerlegeo.  Kohlranecb  und  Haokel  liaben 
meesende  Veraache  auf  dieüem  Gebiete  ausgeführt  oacb  verecbiedeoea 
Methoden.  Der  Verfasset  verwendet  eine  ans  beiden  combinirte  Uethode 
und  glaabt,  daes  seine  Versuche  jedenfalls  der  Contactiheorie  günsiigcr 
I  Schlusee,  dass  die  Theorie  immer  noch  auf  dem 
[SS  neben  der  durch  Wärme  hervorgebrdchleo  elec- 
cli  eine  Contactwirkung  durch  die  verschiedenen 
möglich  Bci.  p    2bcii. 


sind.  Er  kommt  >ai 
Standpunkt  siehe,  d 
triacheu  Differenz  ni 
Hnlecularanziebongei; 


Dia  fllektrisobe  Beleuchtang  ia  aystematiMber  Behandlung  vnu  Ä.  Mer- 
LiNO  (Elektrotechnische  Bibliothek  von  Fr.  Vieweg  &  Sohn. 
1.  Band.  1882). 
Ans  der  gegenwSrtig  heirscbenden  Flntb  in  der  Ptoduction  elektm- 
(echnischer  Werke  tritt  die  obige  Arbeit  vortbeilliaft  hervor  durch  ihre 
vorzügliche  Ansstatlnng,  dnrch  den  Reicbtbum  an  sehr  gnten  IlluBtra- 
ttonen.  Man  bekommt  einen  Ueberblick  Über  alle  erwäbDcnswerlhen 
Conetroctionen  von  Maschinen  and  Lampen,  und  es  ist  deshalb  das 
Bucb  zur  Orientirung  Über  das  Bestehende  auch  fdr  Fachmänner  zu  em- 
pfehlen. Leider  ktinaen  wir  una  mit  manchem  Andern  nicht  ebenso 
einverstanden  erklären,  iosbesondere  fehlt  es  hänfig  an  Einfachheit  ntid 
Klarheit  der  ÜHrslellneg,  Auch  Unge-nunigkeileu  und  Unrichligkeiten 
machen  sich  mehrfach  in  störender  Weise  bemerkbar;  wir  wollen  nur  »af 
die  Formel  am  Ende  der  Seite  70  (r&umticbe  Vertheilnng  des  Lichts 
einer  Bogenlampe)  hinweisen  oder  an  den  Ausdruck:  „man  hat  ermittelt, 
dase  das  Licht  ...pro  Minute  eine  Hitze  gleich  3  Pferdekrftf- 
ten  ansstrahlt"  in  der  Anmerkung  auf  Seite  71  erinnern.  Man  sollte 
ferner  Nach l&ssigkeiten  des  Ausdrucks,  wie  ,,9,8l  m  ist  die  Geschwindig- 
keit eines  im  leeren  Baum  fallenden  Körpers"  (S.  &S  Anmerkung)  io 
einem  wissenschaftlich  sein  wollenden  Werke  vermeiden.  Wenn  endlich 
der  Vorschlag,  bei  den  elektrischen  Kerzen  zur  Ermöglichnng  der  Ver- 
wendung von  Gleichströmen  einen  spiralförmig  gewundenen  Kohlenstab 
als  positive  Elektrode  um  einen  geraden  hernmzuführen,  als  beachtens- 
werth  bezeichnet  wird  (S.  74  Anmerkung)  and  wenn  der  Brushmaschine 
gegenüberliegende  Pole  entgegengesetzten  Vorzeichens  gegeben  werden 
(S.  166  und  167),  obwohl  sie  als  Flachringmaschtne  zu  betrachten  ist,  so 
scheint  daraus  hervorzugehen,  dass  der  Verfasser  der  elektrotechnischen 
Praxis  nicht  sehr  nahe  steht.  p    Zech 


HiNTZ,  L.,  Die  Bauitatik       20  Bogen  8°  mit  einer  Tafel  t 
bildungan  im  Text.     Weimar,  Bf.  Voigt.     1883. 
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Das  Bach  ist  zanächst  für  Hochbaateehniker  bestimmt,  welche  keine 
Weitergehenden  Studien  in  Mathematik  gemacht  haben.  Dementsprechend 
hat  es  der  Verfasser  versucht,  die  ganze  Baastatik  mit  elementarer  Ma- 
thematik durchzuführen;  wo  diese  nicht  mehr  ausreicht,  beschränkt  er 
sich  darauf,  die  durch  ,,  höheres  Calcul^'  gefundenen  Formeln  und  Re- 
sultate ohne  weitere  Begründung  anzugeben. 

Ausgehend  von  den  allgemeinen  statischen  Bedingungen,  bestimmt 
er  die  bei  Hochbauconstructionen,  Brticken  und  Sttitzmauem  wirkenden 
Kräfte,  um  sodann  in  einem  folgenden  Capitel  die  Dimensionen  der  sie 
aufnehmenden  und  tibertragenden  Constructionstheile  zu  ermitteln;  in 
einem  Anhang  sind  endlich  eine  Anzahl  von  Beispielen  aus  der  Bau- 
präzis  bis  ins  Detail  durchgerechnet.  —  Liefert  das  vorliegende  Werk 
awar  nichts  Neues,  so  enthält  es  doch,  bei  Vermeidung  alles  Nebensäch- 
lichen und  rein  Theoretischen,  die  für  die  Baupraxis  nothwendigen  For- 
meln und  Thatsachen  in  recht  übersichtlicher  und  klarer  Form,  so  dass 
es  sowohl  zum  Unterricht  in  mittleren  technischen  Lehranstalten,  als  zum 
Nachschlagen  für  den  Praktiker  und  die  Mehrzahl  der  Architekten,  die 
sich  doch  lieber  mit  dem  künstlerischen  als  mit  dem  mathematischen 
Theil  ihrer  Aufgabe  eingehend  beschäftigen,  ganz  wohl  zu  empfehlen  ist. 

SCIILKBAOII. 


zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale  und  zur  Attractionstheorie 
von  Dr.  Vincbnz  Nacbrbinbr,  kgl.  Studienlehrer.  Programm  der 
kgl.  Studienanstalt  zu  Neustadt  a.  d.  H.  für  das  Schuljahr  1882/83. 
IV,  36  S. 

Diese  Abhandlung  besteht    in    Uebereinstimmung    mit  ihrer  Ueber- 
schrift  aus  zwei   Abtheilungen.     In   der  ersten   Abtheilung  werden   vor- 
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,,.,,.      r            •      i  cosoa  ^          fstnon    ,          /^(stwrai)"  .  cossa 
nehmlich    die   lnte£:raie    I aw,     I dw,     I -ji^ ««» 

OD  0  0  0 

/(sinrca)^  .  sinsoa 
;;r+"o ^^  unter  der  für  ihre  Convergenz  unerlässlichen  Be- 

0 

dingung  0  <  a  ^  1  discutirt  und  Zusammenhänge  zwischen    den  beiden 

letzteren  und  den  beiden  ersten  entwickelt,  von  welchen  einige  neu 
sein  dürften.  In  der  zweiten  Abtheilung,  räumlich  genau  die  Hälfte  des 
Programms  bildend,  sucht  der  Verf.  das  Potential  einer  elliptisch  begrenz- 
ten ebenen  Oberfläche  unter  der  Voraussetzung,  dass  deren  Belegung  sich 
nach  concentrischen  elliptischen  Ringen  stetig  ändert,  sowie  das  Poten- 
tial eines  geraden  elliptischen  Cylinders,  für  dessen  Dichtigkeit  das 
gleiche  Gesetz,  wie  für  die  Belegung  jener  Ellipse  obwaltet,  d.  h.  dass 
sie  nach  coaxialen  Schichten  sich  stetig  ändert ,  wobei  als  Probe  ge- 
Wissermassen  zuletzt  der  Sonderfall  gleicher  Dichtigkeit   für  den  ganzen 


HiBtoriscli-litcrAmchc  Abtheilnng. 

CylinderinE  Auge  gefasst  wird,  wclcber  schon  Ton  Anderen,  iasbuendeia 
Ton  Bsthig,  nntersncht  worden  w»r.  Canto« 


Analytische  Geometrie  von  Dr.  RicriAito  Baltzeb,  ProfeBsoTan  der  üoi- 
sität  Gieaseo,  Mitglied  etc.     Leipzig,  Verlag  von  8.  Hirzel, 

Die  nntilytiNche  Geometrie  ist  derjenige  Theil  der  MatLematik,  wel- 
cher x\t  verschiedenen  anderen  Zweiten  dieser  WiBsenschaft  in  nScheter 
Beziehnng  nnd  Wecbselwirknng  sich  befindet.  Aus  diesem  Grunde  wird 
der  Vortrag  eines  LehrEystems  der  analytischen  Geometrie  entweder  die 
geometrischen  Betrachtungen  beBonders  hervorheben  oder  mehr  den 
rechnerischen  Erörterungen  Aufmerksamkeit  schenken;  aber  anch  im 
letzteren  Falle  können  noch  die  geometrischen  Wnhrheilen  oder  die 
formale  Seite  des  OalcnU  mehr  den  leitenden  Gesichtspunkt  abgeben. 

Wie  die  Vorrede  unseres  Buches  bemerkt,  soll  dasselbe  die  alge- 
braischen Grundlagen  der  analytischen  Geometrie  enthalten;  nor 
gelegentlich  sollen  I  n  Ti  oi tesimalbetracblungen  berührt  werden.  In 
der  Tbat  scheint  dem  Reterenten  das  Buch  eine  Darstellung  der  ana- 
lytischen Geometrie  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  loriDalen 
Seite  der  vorkommenden  algebraischen  Rechnungen  zn  ent- 
halten- Hiermitsoll  weder  ein  Loh,  noch  ein  Tadel  ausgedrückt  werden; 
anch  können  wir  das  Urtheil  dem  Leser  mit  nm  so  gröBserer  Rahe  selbst 
anheimstellen,  als  wir  eine  ziemlich  eingehende  InhaltBangabe  des  mit 
grossem  FleisBe  nnd  mit  entschiedener  Sschkenntniss  bearbeiteten  Werkes 
zn  geben  gedenken. 

Das  ganseWerk  ist  535  Seiten  stark  nnd  zerfüllt  in  drei  Theile:  die 
Geometrie  des  Raumes  von  einer,  zwei,  drei  Dimensionen.  Dem  ersten 
Theil  ist  ein,  dem  zweiten  sind  sechs,  dem  dritten  vier  Capitel  gewidmet. 

Im  ersten  Capitel  wird  der  Punkt  einer  Geraden  auf  zwei  Punkte 
bezogen;  wir  finden  homogene,  insbesondere  die  barycentrischen  Co- 
ordinaten  eines  Punktes.  Es  wird  das  DoppelverhSltniss  von  vier  Punkten 
besprochen,  wobei  mit  Recht  die  Leistungen  des  verdienten  Moebius 
hervorgehoben  werden.  Dann  folgen  die  collinearen  Figuren  einer 
Geraden.  „Wenn  den  Punkten  A,  B,  C,  D,  ...  der  Goraden  die 
Punkte  /*',  ß",  C,  D',  ...  so  entsprechen,  dass  mit  A,  B,  C  nnd  ./,  B^,  C 
die  Punkte  D  nnd  ff,  E  n.  ^  je  gleiche  DoppelverhAltnisee  haben ,  so  sind 
die  Figuren  J,  fi,  C,  i>  ...  nnd  a',  B',  C,  D'  ...  coUinear."  Es  folgt  die 
Lehre  von  der  Involution,  von  den  harmonischen  Centren  and  Polaren. 
Man  sieht,  dass  in  diesem  Capitel  elnn  Fülle  von  Stoff  auf  den  relativ 
engen  Ranm  von  30  Seiten  zusammen  gedrängt  ist.  Die  Darstellung  ist 
im  Ganzen  recht  klar;  aber  ein  gewisses  Uebermaass  im  Delerminaaten- 
mechsaiBtaas  und  peinliche  Einhaltung  der  Gepflogenheit,  bei  jedem  Sitz- 
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chen  den  enten  Autor  nnd  den  sweiten,  dritten  Bearbeiter  im  Texte  selbst 
MM  citiren,  hat  anf  den  Referenten  einigermassen  ermüdend  gewirkt.  Beide 
Umstände  haben  nns  durch  das  ganze  Buch  hindurch  begleitet «  und  wir 
wollen  derselben  daher  und  des  letzteren  nur  hier  gedenken;  auch  bei- 
snfOgen  nicht  ermangeln,  dass  diese  Bemerkung  eine  Geschmackssache 
trifft  nnd  der  Geschmack  Terschieden  ist. 

Im  folgenden  Capitel  wird  der  Winkel  zunächst  eindeutig  definirt, 
misdann  die  „im  Euklid  ischen  Räume  giltige  ^*  Relation  ''a6-f6c  +  ^<>  =  0 
besprochen.  Daran  schliesst  sich  die  ,, Fläche  der  Planfigur *S  wobei  die 
Gleichung,  durch  welche  die  „Distanzen**  eines  Punktes  von  3  Geraden 
werbunden  sind,  besprochen  wird.  Es  folgt  die  Besprechung  der  „Nor- 
malprojection  **  und  eine  „  Polygonometrie  '*,  wobei  nns  die  hübsche  phj- 
alkalische  Auseinandersetzung  Seite  42  ebenso  sehr  gefallen  hat,  wie 
uns  die  trigonometrischen  Formeln  Seite  3S  überflüssig  scheinen.  Der 
folgende  Paragraph,  „  Central projectionen "  überschrieben,  behandelt  die 
einschlägigen  Dinge  in  recht  schöner  Darstelluug. 

Historisch  interessant  ist  Capitel  3,  in  welchem  der  Begriff  „Coor- 
dinaten^*  entwickelt  wird.  Ob  Herr  B.  im  Rechte  ist,  wenn  er  „unseren 
Historikern  "  in  der  Vorrede  bemerkt ,  dass  sie  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Arbeiten  der  Griechen  und  denen  des  17.  Jahrhunderts  nicht  genug 
herrortreten  lassen,  mag  billig  dahingestellt  bleiben.  Doch  wollen  wir 
nicht  unerwähnt  lassen,  dass  die  folgende  Bemerkung ,  wonach  die  Co- 
ordinanten  eine  „Erfindung*'  der  Griechen,  die  übersichtliche  Schreibart 
derselben  durch  Buchstabenrechnung  eine  Leistung  der  neueren  Zeit  ist, 
sich  ihrem  Sinne  nach  bei  Cantor,  „Geschiebte  der  Mathematik**,  3. 
291  findet.  Sowohl  an  dieser,  wie  anderer  Stelle  kommt  Herr  Cantor 
ausdrücklich  darauf  zurück,  dass  den  Alten  die  Proportionen  unsere 
Gleichungen  ersetzen  mussten.  Mag  hier  auch  ein  Accentfehler  Seite  52 
in  dem  Worte  anonnvoiiivai  erwähnt  werden,  üebrigens  ist  dieses  Ca- 
pitel reich  an  interessanten  Bemerknogen  über  Affinität,  isogonale  Ab- 
bildung, Axiome  der  Geometrie  n.  s.  w.  Seite  51  steht  die  Bemerkung: 
„Allen  realen  Coordinaten  x,  y  entspricht  eine  ,  Doppelserie  *  (zweifach 
unendliche  Mannicb faltigkeit}  von  Punkten  der  Ebene.  JedVm  realen 
Punkte  ist  eine  Doppelserie  von  nicht  realen  (imaginären)  Funkten  bei- 
geordnet.** Ob  hier  der  Rede  Sinn  oder  blos  die  Rede  dunkel  ist,  erlaubt 
sich  Referent  bescheiden tlich  zu  fragen. 

Dieselbe  Bemerkung  drängt  sich  bei  dem  Satze  auf,  mit  welchem 
Herr  B.  das  4.  Capitel  einleitet:  „Wenn  f  eine  Function  n'*'^  Grades  der 
mit  2  gegebenen  Geraden  parallelen  Coordiuaten  x,  y  eines  Punktes  der 
Ebene  ist,  eine  Function  des  Punktes  ^|y,  so  heisst  die  Linie /*=  0  eine 
Linie  n^^  Ordnung.  Wenn  der  positive  ganze  Exponent  n  jede  ge- 
gebene Zahl  übersteigt,  nnd  die  Function  nicht  algebraisch  ist,  so  heisst 
die  Linie /*=0  transcendent  wie  die  Function.**     Dann  aber  wird  die 
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DMratellQog  «ntscbieden  iiiCeressant;  Kreis  nnd  Gerade  prscheinen  tn 
bfibscbea,  nicbt  gerade  nn  jedem  Wege  liegendea  Beispielen  als  geome- 
Irieche  Oerler;  wir  findpa  die  UatersncbuDgeD  griecluscber  Geometer  übet 
!  Kegclscbnitte,  die  (Ihdo  n»cb  modernen  Metbodeo  und  «war  sehr 
xweckmäsHg  znnachst  an  geiimetrisch  iDleressanten  Beispielen  »Is  geume- 
triscbe  (»erter  bebandelt  werden.  Wir  gelangen  za  den  ähnlichen, 
«fftnon,  conTocaleD  Kegehchnitten ,  nnd  dieser  reiche  Inhalt  ist  in 
so  klarer  nnd  Bcffoner  Wtise  dargostellt,  Jass  wir  es  Herrn  B.  nicbt  zn 
bocb  anrechnen  wollen,  wenn  er  Seile  S2  ohne  Beweis  behauptet :  „Eine  (V) 
tranFcendente  Linie  bat  eine  (?)  Grnppe  von  nnendlicb  viel  Funkten  e-ioer(?) 
Geraden."  'Auch  mag  Seite  84  „  dtirch  die  ,  Serie '  von  Punkten  oinerFlächc, 
le  einer  gegebenen  Bedingung  genügen,  eine  Linie  .erfüllt  '  werden," 
welche  der  Ort  des  Punktes  heisst;  mag  auch  Seite  97  Uandelin  die  Be- 
Stimmung  der  Brennpunktel  durch  die  eingescbriebenen  Ku»eln  „i>r6nden" 
nnd  Seile  1 10  bei  roft^geinüber^iissigeai'ifnjii'fij'T.atpheD'  Im  folgenden  §25 
]ie  Lösung  cobischernnd  biqQadratiacher  Probleme  in  ansprechender 
B  behandplt.  Es  befindet  sich  darunter  Seite  133  dan  bereits  von 
limedes  bebandelte  Problem  der  Tbeilnng  der  Kugel  durch  eine 
e  in  gegebenem  VolumverhSUnisfl.  leb  erlaube  mir  zu  bemerken, 
icb  in  einer  kleinen  Abhandlung  ,,  Mathematische  Miscellen"  auf 
eine  interessante  Beziehung  dieser  Aufgabe  zum  regulAren  Neuoeck 
anrinerksam  gemacbt  habe,  wenn  ei;  sich  nm  Hnlbirnng  der  Halbkugel 
bandelt.  Ba  folgen  im  §  26  die  Linien  hfiherer  Ordnung  (8.  140  actvoof 
mit  falschem  Accent),  wobei  u.  A.  die  Cissoide,  die  Lemniskate,  die  Car- 
dioide  bebandelt  werden.  Der  §  27  entfaAlt  einige  transcendente  Linien. 
Wir  wollen  das  Referat  Über  dieses  Capitel  mit  der  wiederholten 
Bemerkung  acta li esse n ,  dass  sein  Inhalt  ebenso  wie  die  Darstellung  reich 
an  geometrischem  Interesse  ist. 

Capitel  5  führt  dieiUebemchriFt]:  die  Gerade,  nnd  enthalt  Betrach- 
tungen über  Liniencoordinaten  nnd  trilineare  Pnnktcoordinaten.  Die 
Liniencoordinaten  erscbeiaea  als  ans  den  Pnnktcoordinaten  abgeleitet,  wie 
das  leider  gewöhnlich  zu  geschehen  pflegt,  obscbon  es  nicbt  nur  didak- 
tisch, BonJern  auch  wissenschaftlich  von  hohem  Interesse  ist,  für  die- 
selben eine  selbständige  geometrische  Ableitung  zu  besitzen.  Vielleicht 
ist  Herrn  B.  der  vom  Referenten  (diese  Zeitschr.  Bd.  21,  S.  278)  in  die- 
ser Richtung  gethane  Schritt  nicht  bekannt  geworden. 

Capitel  6  enthült  die  Theorie  der  Kegelschnitte.  Der  erste  Para- 
graph ist  Formation  der  Gleichung  überschrieben.  Man  discntirt  die 
algebraiechen  Eigenschaften  einer  quadratischen  Form  von  3  Variabein 
nnd  geht  erst  dann  zur  geometrischen  Anwendung  über;  ebenso  zahlt 
man  in  dem  „Pol  und  Polare"  überschriebenen  Paragraph  bequem  ein 
Dutzend  ausgeschriebener  Determinanten,  ehe  man  zur  Definition  gelangt. 
Das  ist  wissenscbaftlich  vollkommen  einwarfsfrei.    Dagegen  ist  §  36, 
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,,  Punkte  und  Tangenten  eines  Kegelschnittes  *S  im  wohlthnenden  Gegen- 
satse;  man  begreift  sofort  Ziel  und  Absicht  der  Rechnung,  und  dieselbe 
ist  andern  unter  Berücksichtigung  des  durch  die  allgemeinste  Gleichung 
definirten  Kegelschnittes,  welcher  durch  5  Punkte  geht,  sehr  elegant. 
Ebenso  schön  ist  die  Behandlung  des  Pascal  'sehen  Satzes  und  seiner  Zusätze. 

Seite  276  Zeile  13  findet  sich  eine  ziemlich  confnse  Stelle,  welche 
durch  die  im  Druckfehlerverzeichniss  angegebene  Correctur  uns  nicht 
ganz  gesund  geworden  zu  sein  bedünkt. 

Capitel  7  enthält  die  Lehre  von  den  Linien  /i^'  Ordnung  und  ihren 
Singularitäten.  Der  Inhalt  ist  ein  sehr  reicher;  man  wird  kaum  eine 
bedeutendere  Erscheinung  auf  diesem  Gebiete  vermissen.  Der  Vortrag 
ist  wohlgeordnet  und  durch  ansprechende  Beispiele  deutlich .  gemacht. 
Vielleicht  hätten  einige  Linien  ersten  und  zweiten  Geschlechts,  die  seit- 
her eine  ausführlichere  Behandlung  erfahren  haben,  namhaft  gemacht 
werden  können* 

Durch  die  bisherige  Besprechung  glaubt  Referent  dem  Leser  ein  Ur- 
theil  über  die  beiden  ersten  Theile  ermöglicht  zu  haben.  Es  würden 
für  den  dritten  Theil,  welcher  die  Geometrie  des  Raumes  enthält,  kaum 
neue  Gesichtspunkte  hervortreten.  Mag  es  daher  gestattet  sein,  dass 
wir-  uns  hier  kürzer  fassen. 

Capitel  8  und  9  liefern  die  VorbegrifFe,  dann  werden  die  Flächen 
„ter  Ordnung  behandelt,  denen  eine  sehr  eingehende  Behandlung  der 
Cjlinder,  Kegel-  und  Rotationsflächen  vorausgeht.  Man  findet  mehrfache 
Flächenpunkte,  die  Doppellinie,  elliptische,  hyperbolische,  parabolische 
Punkte,  bestimmt  die  Polaren  der  Fläche  für  einen  Punkt  A  den  um- 
schriebenen Kegel  und  untersucht  die  „unebenen**  Linien.  Dann  folgen  die 
Flächen  zweiter  Ordnung.  Durch  die  Betrachtung  der  quadratischen  Form 
von  4  Variablen  ergeben  sich  nach  Ausscheidung  singulärer  Bildungen  3 
Hauptformen,  welche  sich  durch  die  Darstellung  durch  die  4  Quadrate 
Ä-j*,  ^1^  2,*,  /,*,  welche  lineare  Functionen  der  x  ^y,  z,  l  sind,  finden  lassen. 
Hiernach  ergeben  sich  3  Species  „ordinärer**  Flächen  zweiter  Ordnung, 
von  denen  die  erste  imaginär  ist,  die  zweite  nur  elliptische,  die  dritte  nur 
hyperbolische  Punkte  enthält.  Nachdem  sich  nun  für  /  =  1  s^chs  Haupt- 
gleichungen der  Flächen  zweiter  Ordnung  ergeben  haben,  gründet  sich 
die  weitere  Classification  auf  die  Betrachtung  der  unendlich  fernen  Linie 
der  Fläche.  Dieses  Verfahren ,  dem  man  Kürze  und  Eleganz  nicht  ab- 
sprechen kann,  rührt  von  Herrn  B.  selbst  her. 

Es  folgen  Betrachtungen  Über  Pol,  Polare,  Centrum,  Diameter, 
Axen,  und  den  Schluss  des  Werkes  bilden  Betrachtungen  über  die  con- 
focalen  Flächen. 

Druck  und  Papier  sind  gefällig,  die  Correctur  eine  so  sorgfältige, 
dass  wir  die  wenigen  von  uns  angemerkten  Druckfehler  alle  im  angehäng- 
ten Verzeichnisse  als  bereits  vom  Verfasser  berichtigt  auffanden. 
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Zq  einem  Lernbnch  fär  den  Studirenden  eignet  eich  das  Bach  nach 
der  Ueberzaugnng  des  Referenten  nicht  in  allen  Theilen,  weBigstens 
nicht  beim  erslen  Stndiam;  dagegen  ist  ea  für  den  mit  den  Uatei 
reit«  im  ADgemciueu  vertraut eu  Mathematiker,  namentlich  durch 
genauen  Literatornachneiee,  ein  b»  trefflich  es  und  ausgiebi- 
ges Nal^hfichlage  werk,  dass  man  das  Fehlen  eines  t 
doppelt  beklagen  mnss. 

Mit  diesen  Bemerkungen  könnten  wir  unser  Referat  schlieesen,  wenn 
wir  es  nicht  für  nnacre  Pflicht  hielten,  gegen  eine  gewisse  Eigenart  dei 
Verf.,  der  ja  ein  Schriftsteller  von  anerkanntem  Rufe  ist,  lant  zu  protestiren. 

Eine  Sehne  wird  „Chorde"  genannt,  sieb  selbst  entsprechende 
Punkte  heiesen  „tautolog'',  Entff^ruungcn  sind  „Distanzen",  eine  Schai 
heifist  „Serie",  senkrechte  Linien  sind  „normal'',  Punktepaate  sind  io 
„Harmonie",  ein  Oifferentialqaotienl  ist  eine  ,,Fluxion",  ein  Kngeisegment 
bat  eine  ,,Sagi(te",  Gleichungen  sind  „congraent",  werden,, 
ein  Vielseit  ist  ein  „Polygramm",  welches  auch  „centriscb"  (Büschel) 
sein  kann.  I>aber  u.  A,  ein  bekannter  Satz  lautet:  ,,Wenn  dcmnacli 
gwet  gerade  Polygone  oder  awei  plane  contnscbe  Polygramme  perspectt- 
viscb  sind,  so  sind  sie  collinear." 

Der  Verfasser  nennt  dies  Verfahren  „  in  der  Terminologie  internati»» 
nalen  Ausdrücken  den    Vorsng    geben",  wir  Anderen  nennen  es  Anden 

Coesfeld,  im  April   1883.  K.  Schwbring. 


HBQBa,  Leitfaden  fOr  den  geometrisdien  Unterricht  Zweiter  Theil: 
Trigonometrie.     Bieslan,  B.  l'reweudt. 

Das  Tortiegeade  Buch  bebandelt  anf  77  Seiten  die  ebene  und  epfaS- 
rische  Trigonometrie.  Dasselbe  weicht  in  manchen  Punkten  von  der  ab- 
lieben Daretelinngs  weise  ab.  Der  Verfasser  verfolgt  engen  sehe  in  lieb  den 
Zweck,  sich  der  wissenschaftlichen  Strenge  tbunlichst  zu  nähern.  Ob 
dieser  Zweck  ttberall  erreicht  ist  |and  ob  die  Äbweichnngen  von  der 
üblichen  Darslellnng  überall  als  glückliche  bezeichnet  werden  mOssen, 
mag  das  folgende  Referat  zeigen. 

§  1  definirt  die  trigonometrischen  Functionen  als  Quotienten  am 
rechtwinkligen  Dreieck,  drückt  alsdann  alle  durch  eine,  den  sin  ans, 
liefert  mit  Hilfe  der  ein-  und  umschriebeneu  regulären  n-Ecke  die  nu- 
merischen Werthe  für  sin  60",  30",  15»  bis  sin  0°0,1'  =  0,00003.  Hier- 
mit ist  natürlich  die  Bieection  anticipirt,  aber  natürlich  in  geometrischer 
Verhüllung.  Es  folgt  die  Ableitung  der  Additionstbeoreme;  und  damit 
ist  der  Leser  iu  den  Stand  gesetzt,  die  Berechnung  von  sin  53"  40'  prak- 
lisch  zu  leisten.  Im  weiteren  Verlaufe  will  Verfasser  die  InterpoUtion 
begründen  nnd  bemerkt,  dass,  wenn  die  Winkel  n  nnd  ß  hinreichend  klein 


■*1Bili(),  iiin(ii-\-ß)  — si'iff\- sJiiß  gesetzt  werden  darf.    Ganz  ricliligl    Wenn 
^Vnr  nicht  der  Schaler  geneigt  wSre,  anch  dieser  Meinnng  zu  Bein,  aber 
die  Beschränkung  anf  die  kleinen  Winkel! 
§  2  behandelt  das  rechtswinklige   und    gleichschenklige  Dreieck  mit 
Zahlen beiepielen,  welche  in    ausgeschriebener   Rechnung   beh&ndelt  wer- 

|d«n.  Das  ist  ganz  zweckentsprechend.  Nur  mit  Formeln  wie  der  fol- 
genden : 
ij(.i.<.t  Schenkel 
-kann  sich  Referent  nnn  einmal  nicht  befreunden.  Aber  dtts  ist  ja  Ge- 
ocbroackssaciie ;  in  Geecbniackssachen  dominirt  die  launische  Göttin  Mode, 
und  wer  weiss,  ob  nicht  solche  Formetungebeuer  einmal  in  die  Lchr- 
klicher  ihren  siegreichen  Einzug  hniten  werden.  Mögen  „nm  der  Ge- 
rechten willen"  die  Tage  ihrer  Uiirscliaft  gekürzt  worden;  und  mit  die- 
sem Stossseufzer  widerstehen  wir  der  Versuchung,  dem  Leser  noch  wei- 
tere Proben  dieser  Sprachenmathemstik  vorzuführen. 

Im  §  3  und  4  erscheinen  Siuussatz  nnd  Cosinnssatz,  ferner  der  sog, 
erste  Tangentenaatz,  welche  die  vier  den  Kriterien  der  Deckung  ana- 
logen Gruudaufgahon  lösen.  Die  Formeln  werden  znnSchst  durch  Ein- 
führnng  der  Bezeichnungen  a,  b,  c.  a,  ß,  y  n.  e.  w.  ,, durchsichtig"  (?)  ge- 
macht, dann  aber  werden  die  Sinns  Btnropfer  Winkel  definirt  durch  die 
Gleichung  »in  (180"-i)>)  =  «>i  ,>,  da  die  Formeln,  welche  für  ein 
spitzwinkliges    Dreieck     abgeleitet     worden     sind,    für    ein 

»Btnmpfwinkliges  giltig  bleiben  sollen.  Analog  wird  derCosinus 
«ritlHit.  Mag  noch  bemerkt  werden,  dstis  Referent  nicht  der  Ansicht  ist, 
dasa  die  Gleichungen  *in  ^  =  ros  (q.  —  90")  und  eos  q>  =  -  sin  (,p  -  9(y) 
hei  der  Rechnung  „etwas  vortbeilbafter"  sind  als  die  gewöhnlichen.  Fer- 
ner ist  sin*  0+ fo.'i'o  =  1,  worauf  Ri'ite  19  hingewiesen  wird,  an  der  be- 
treffenden Stelle  explicite  nicht  vorgekommen;  endlich  klingt  es  schlecht, 
wenn  Verf.  sagt;  „Die  Aufgabe  hat   I   Lösung." 

Der  Verfasser  gelangt  nnnmehr  zur   Goniometrie   nnd    behandelt 
die  Summe  von  Strecken  und  Winkeln.    Dabei  wird  nachgewiesen,  dass 
infgestellten    Definitionen    wirklich    den    Gesetzen  der  Addition  ent- 
prechen.     Aus    dem  Begriffe  der  Projection  folgt  nun  die  De- 
finition   der  Functionen    des  Winkels    in    den    verschiedenen 
pQnadrauten.     Man    sieht,    dasa  diesmal  der  Zugang  ein  ganz  anderer 
als  der  Weg,  welcher  dem  Verfasser  im  ersten  Theilc  seines  Buches 
nir    Brkenntnisn    »in  gi  =  sin  (ISO— gi)    dienen    mnaste;    und    ein    solcher 
Wechsel  der  Anffassnng  unterliegt  wissenschaftlich  nicht  leichtem,  pSda- 
gngisch  aber  dem  schwersten  Bedenken. 

BeEiehungen  wie  f{<p)=  +  (^of(_tp  —  QO),  wo  ro/  „Cofunction "  be- 
deutet und  +  keine  Zweideutigkeit  bezeichnen  soll,  kann  fUglich  entbehrt 
werden.      Ein     r)ruckfchler    lindet    sich    wohl    8.    45  Zeile  4   v,  o.  nnd 

m  Hllk-Ut  AbUild.  d   7jltlplir.  (      Ulh.  n    Hij.    XKIX,  1 


74  Ilisloriscli  -  titerarisclie  Abtbeilnng. 

46,  Z.  II  V.  n.  Bedenklicher  Weise  wird  in  dem  Täfleia  S.  49  keine 
FestsfMzang  llber  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  getrolff^n  nnd  em 
iEt  dem  KeTerenten  geradean  nnerfiodliub,  worum  S.  51  nicht  der 
sehe  Lehrtatz  selbst,  sondern  die  nScbste  Folgerang  ans  demselben  be- 
niesen wird. 

Der  Verfasser  geht  nun  znr  sphärischen  Trigonometrie  fiber, 
Ganzen  recht  ansprechend  behandelt  ist. 

Zum  Schlüsse  eriaabt  sich  Referent  nnch  die  Demerkung,  dass  tän. 
neues  Gleichheitszeichen  für  .,  licbtuugsgleicho"  Winkel  eine  „Erfindung' 
des  Verfassers  geoannt  werden  kann,  während  Gauss  die  nach  ihm  be 
nannten  Gleichungen  niclil.  wie  Herr  Ucgor  8.  75  meint,  „erfunden", 
sondern  entdeckt  hat. 

Coesfeld,  im  April  1S83.  K.  S' 


Kaiserslautern    16S2^ 


Vom  Körper  böberer  DimeiiBtOD.     Beiträge   zn 

dimeasionaleii    Geometrie    von    K.   Rudi 

In  Comm.  b.  H,  Kayser, 
Die  Verallgemeineruug  geometrischer  Resultate  auf  das  n-dimeH' 
eionale  Gebiet  hat  in  den  letzten  Jahren  in  sichtlich  zanebroendem  Grad» 
die  Aal'merksamkcit  der  Mathematiker  aof  sich  gezogen,  namentlich,  seit 
lierechtigung  und  Nutzen  derartiger  Untersuchungen  Gegenstand 
mitunter  ziemlich  lebhaften  Uiscussion  geworden  sind.  Zwar  liabeu  uns 
die  analytischen  Methoden  echon  lange  gelehrt,  die  Geometrien  der  Ge 
raden,  der  Ebene  und  des  Raumes  als  Änfangs^lieder  einer  uuendlichei 
Reihe  zn  betrachten,  deren  Fortsetzung  such  Resultate  liefern  muss,  die 
nur  durch  unsere  Anechauuog  nicht  controlirt  werden  können.  Und  dia 
synthetischen  Grundlagen  der  "  -  dimensionalen  Geometrie  nebst  der  aus 
der  Natur  dieses  Gegenstandes  erwachsenden  Formelsprache  bat  dia 
GrasGmann'eche  Ausdehunugslebre  geliefert.  Aber  di 
durch  Sinneswabrnebmung  uns  zugängliche  Gebiet  des  dreidimensionalen 
Ranmea  zu  verlassen,  um  in  abstracten  Gebieten  ohne  die  sichere  Füb' 
rnng  der  Anschaunng  auf  Entdeckangeu  von  zunächst  fragwürdigem  Werthe 
auszugehen,  hat  sich  den  Specinlm 
gegengestcllt.  Neuerdings  scheint  m 
Erkcnnlnisfi  zu  kommen,  dass  aus 
Buchungen  auch 
neues  Licht  falle 


tevsucliungen  dieser  Art  lange 

n  indessen  mehr  und  mehr  zn  dei 

,    dass    aus    solchen    mehrdimensionalen    Unter- 

)cbe   ThatsHchcn    der    gewöhnlichen    Geometria 

und    dass   auch    die    Analysis,  indem    sie   sich 


mehrdimensionalen  Problemen  anzubequemen  genöthigt  ist,  Nutzen  ans 
denselben  ziehen  wird.  Insbesondere  haben  sich  fast  gleichzeitig  ver- 
schiedene Mathematiker  mit  einem  Gegenstände  beschäftigt, 
besonders  anffalligen   Mangel   an    Analogie   swiscben    der   Geometrie  der 
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Bbeoe  und  iler  des  ßaumes  heTvortretco  läent,  nnmlich  den  regulären 
Polygonen  und  Polyoderu.  Dmb  die  Zahl  der  erstereo  UDeodHcb,  die 
der  letsterea  nar  (gleich  fünf  ist,  ersclieint  um  so  unbegreiflicher,  da, 
wenn  wir  im  Raum  analoge  Gebilde  za  denen  der  Ebene  aufsnchen,  nns 
sonst  überall  ein  grösserer  Keichthum  an  Formen  entgegentritt.  Eine  Er- 
klttrong  des  liier  vorliegenden  AuHnabmefalles  lässt  sich  aber  nur  von 
der  Beantwortung  der  Frage  erwarten ;  Wieviel  and  wekhe  regalSren 
(den  Polygonen  nud  Polyedern  analogen)  Gebilde  gicbt  es  in  den  mehr- 
dicneDSionalen  Räumen,  und  innücbst  im  rierdimeusionalen?  Diese  Frage 
ist  mebr  oder  weniger  eracböpfend  beantwortet  worden  von  den  Herren: 
R.Hoppe  in  zwei  AufsStsen  in  Grunerl'»  Arcbiv  (Bd.  64  S.  189-213, 
Bd,  67  8,  29-44),  H.  Scheffler  in  dem  Buche;  „Die  polydiraensio- 
nalen  (irössen  und  die  vollkommenen  Primzahlen",  Brauoschweig  b.  Vio- 
weg  (§  14),  W.  J.  Striugham  in  dem  Aufsala  „Kegniar  Figures  in 
N-dimensional  Space"  (Americ.  Journ.  of  Math,  Vol.  3  p.  1—14),  ferner 
vom  Ref.  iu  der  Schrift  ,, Theorie  der  homogen  znssmmcugeBetzten  Ganm- 
gebilde"  (Nova  Acta  d.  Leop.  Carol.  Akademie  Bd.  44  Nr.  4),  ergänzt 
durch  einen  Aufsatz  ,,  Quelques  th^orfimeH  de  Geometrie  ä  n  dimensions" 
(Bull,  de  la  Soc.  math.  de  France  T.  10). 

Auch  die  Schrift  von  Herrn  Rudel,  über  welche  hier  berichtet  wer- 
den soll,  beschäftigt  sich  mit  dieser  Frage.  Der  Gedankengang  dieser 
Schrift  ist  im  Wesontlichen  folgender:  Im  ersten  Abschn  itte  (I  A) 
werden  zunächst  allgemeine  Benennungen  und  Beaeichnnngen  für  krllm- 
naiigKlose  n-dimensionale  Gebilde  und  Gebiete  festgestellt.  Namentlich 
handelt  es  sich  dabei  um  Erweiterungen  der  Begrifle  ,,Kori)er"  und 
„Winkel".  Eb  folgt  dann  eine  vom  ein-  bis  zum  dreidimensionalen  Ge- 
biet aufsteigende  Untersuchung  flber  die  Anzahlen  der  Grenzgebilde  eines 
gegebenen  Gebildes,  wobei  natiiilith  auch  der  Ealer'sche  Polyedersata 
gewonnen  vrird.  Diese  Zahlen  werden  (in  Uebereinslimmnng  mit  Striug- 
ham) durch  Dinomiaicuefficieuten  ausgedrückt.  Der  Fortschritt  von  einer 
Dimension  zur  andern  wird  dadurch  gemacht,  dase  ein  ausserhalb  des 
Gebietes,  in  welchem  ein  Gebilde  li«gt,  angenommener  Punkt  mit  allen 
Eckpunkten  des  Gebildes  verbunden  wird.  So  entsteht  der  Reibe  nach 
aus  dem  Punkt  die  Strecke,  aus  dieser  das  Dreieck,  dann  das  Tetraeder. 
Und  da  man  diesen  Bildangsprocess  sogleich  als  einen  solchen  erkennt, 
der  sich  ins  Unendliche  fortsetzen  lässt,  so  ist  hiermit  bereits  eine  erste 
Reihe  fi-dimensionaler  „  Kürper"  gewonnen  („Elemenlarkörper  erster  Gat- 
tung"). Interessant  und  gewiss  vielen  Lesern  nen  sind  nebenbei  die 
Untersuchungen  Über  die  Möglichkeit,  aus  dem  Innern  eines  rings  be- 
grenzten Gebildes  nach  aussen  zn  kommen,  ohne  die  Begrenzung  zu 
passiren.  ^-  Es  folgt  nun  eine  specielle  Betrachtung  des  dem  Tetraeder 
entsprechenden  vierdimeusionalen  Gebildes.  (Dieses  Gebilde  nennt  Ru- 
del:   Vierdimonsionales    Fünfeck,    Stringham:    Pcntaedroid,    Hoppe: 
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Polytop  I,  Ref.:  Fünfzell.  Doch  haben  die  anderen  Autoren  ausser  Ru- 
del und  dem  Ref.  nur  das  reguläre  Gebilde  im  Auge.)  Neu  ist  die 
Bemerkung  des  Verf.,  dass  an  diesem  Gebilde  (wie  überhaupt  im  vier- 
dimensionalen  Gebiet)  vier  neue  Massgrössen  auftreten.  Da  nun  im  ein- 
dimensionalen Gebiete  (Gerade)  nur  die  Strecke  als  Massgrösse  existirt, 
zu  welcher  in  der  Ebene  zwei  neue,  nämlich  Winkel  und  Flächeneinheit, 
im  dreidimensionalen  drei  neue,  nämlich  Keil,  körperliche  Ecke  und  Vo- 
lumeneinheit hinzutreten,  so  sieht  man  sogleich,  dass  beim  Fortschritt 
in  das  nächst  höhere  ^Gebiet  zu  den  schon  vorhandenen  Masseinheiten 
jedesmal  soviel  neue  hinzukommen,  als  die  Dimensionenzahl  des  neuen 
Gebietes  beträgt.  Die  oben  erwähnte  Bestimmung  der  Anzahlen  der 
Grenzgebilde  wird  nun  auch  für  den  vierdimensionalen  und  n- dimensio- 
nalen Elementarkörper  erster  Gattung  ausgeführt,  wobei  auch  eine  vor- 
läufig nur  für  diese  Körper  giltige  Erweiterung  des  Eule  raschen  Po- 
ljedersatzes zum  Vorschein  kommt.  Einige  ähnliche  allgemeine  Sätze 
bilden  den  Schluss  der  ersten  Hälfte  dieses  Abschnitts.  —  Dieselbe  Unter- 
suchung wird  in  der  zweiten  Hälfte  (IB)  für  die  zweite,  mit  Strecke, 
Quadrat  und  Würfel  beginnende  Reihe  von  Gebilden  (Blementarkörper 
zweiter  Gattung)  durchgeführt,  wobei  der  Debergang  von  einer  Dimension 
zur  andern  durch  Errichten  von  Senkrechten  gemacht  wird.  Es  fehlt 
aber  die  dritte,  zu  der  zweiten  im  Verhältniss  der  Reciprocität  stehende 
Reihe,  deren  erste  Glieder  Strecke,  Quadrat,  Oktaeder  sind.  (Ausser 
den  Gliedern  dieser  drei  Reihen  kommen,  wie  Stringham  gezeigt  hat, 
im  n  •  dimensionalen  Räume  keine  regelmässigen  Gebilde  mehr  vor,  wenn 
fi^4  angenommen  wird.) 

Der  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  ausschliesslich  mit  dem 
Euler *schen  Polyedersatze.  Derselbe  wird  Anfangs  (IIA)  für  den  ge- 
wöhnlichen Raum,  nachher  (IIB)  ganz  analog  für  das  vierdimensionale 
Gebiet  bewiesen,  natürlich  unter  den  entsprechenden  Beschränkungen 
auf  die  Elementarkörper.  (Auch  Herr  Dur^ge  bat  neuerdings  diesen 
Gegenstand  behandelt;  vgl.  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wissenscb.  II.Abth. 
Bd.  83).  Vorher  wird  jedesmal  ein  Hilfsproblem  erledigt,  welches  im  ersten 
Falle  so  lautet:  Wieviel  Dreiecke  sind  zwischen  n  Punkten  einer  Ebene 
möglich,  wenn  jedes  Dreieck  endlich  und  jeder  Punkt  ein  Eckpunkt  sein 
soll?  —  Wird  zunächst  durch  Verbindung  von  n-m  äusseren  Punkten 
ein  Polygon  construirt,  welches  die  übrigen  m  Punkte  umschliesst,  so 
beträgt  die  Zahl  der  Dreiecke  /i  +  2(m— 1).  Man  bemerkt,  dass  es  sich 
beim  Beweise  des  Euler*schen  Satzes  auf  dieser  Grundlage  um  die  Aus- 
breitung der  Oberfläche  des  Polyeders  auf  einer  Ebene  handelt.  Die 
allgemeine  hierbei  befolgte  Methode,  geometrische  Untersuchungen  in  das 
Gebiet  von  nächst  niederer  Dimensionenzahl  zu  verlegen,  ist,  wie  der 
Verf.  im  Eingange  zu  diesem  Abschnitt  mit  Recht  bemerkt ,  ein  Mittel  von 
Tonttglicher  Wirksamkeit  bei  Lösung  von  Aufgaben  aus  der  Geometrie 


höheier  DimenBioneu.  Wttnii  der  Verf.  aber  weitet  bin  sagt:  „Filrsolcbes 
Anfbauen  oder  Abbreclen  von  dr^idimeDsionalen  Grenakörpem  am  Ali- 
körper versagt  leider  die  directe  VurBtellnng  ihre  so  nöthigen  Dienste", 
Go  wird  diese  Aneii-bt  duicb  die  vom  KeT.  construirtco  Modelle  der  drei- 
dimeosionaleii  „Zellgewebe"  der  eecba  bier  in  Betraubt  koinmenden  vier- 
dimenaioualen  Körper  wenigstena  insoreru  widerlegt,  als  die  Uebertiagung 
dieser  Gebilde  in  den  vierdimeusionalcn  Kaum  der  einzige  nnlösbaro  Best 
der  Anfgabe  bleibt. 

Im  dritten  Abacbnitt  werden  die  elf  MSglicbkeiteu,  reguläre  vier- 
dimensionale  Körper  zn  bilden,  anfgeEtellt,  and  filnC  davon  ansgescbieden, 
Alles  gauzübniicb  wie  bei  Stringbam  u.  A.  Von  den  aeclis  übrig  blei- 
benden Gebilden  sind  swei  die  vierdiinensionaleD  Glieder  der  oben  er- 
wähnten beiden  Reiben  von  Elementarkörpern;  die  übrigen  vier,  die  sieb 
allerdings  der  vom  Verf.  befolgten  constmirenden  Metbode  nicht  einfügen, 
fehlen  hier.  Es  kommt  nämlich  vor  Allem  darauf  an,  die  Zabl  der  Grenz- 
körper eines  jeden  dieser  Gebilde  zu  bestimmen,  eine  der  directcn  An- 
ucbaunng  wie  der  Formelrecbnnng  gleich  nnzngänglicbe  Aufgabe,  die  sich 
nur  durch  ein  Snsserst  mUhsnmes,  die  Constmction  des  Zellgewebes  be- 
gleitendes Zäblunge verfahren  mit  befriedigender  Schärfe  lösen  lässt.  Zur 
Orientirnng  des  Lesers  über  die  Resultate  dieser  Zählungen  mHg  binzn- 
gefügt  werden,  dass  die  beiden  vom  Verf.  genauer  untersuchten  Körper 
vierter  Dimension  von  fünf  Tetraedern,  resp.  acht  Hexaedern  begrenzt 
werden.  Die  Begrenzungen  der  übrigen  sind;  16  Tetraeder,  24  Okta- 
eder,  120  Dodekaeder,  600  Tetraeder. 

Ein  -Anhang  der  Schrift  enthält  in  der  ersten  Nnmmer  einen  sehr 
klaren  und  anscbaatichen  Nachweis,  daes  symmetrische  Körper  zur  Deck- 
ung gebracht  werden  könnten,  wenn  es  möglich  wäre,  sie  einem  Durch- 
gang durch  den  vierdimensjoualen  Raum  zu  unterwerfen.  Die  Exempli- 
ficirang  auf  zweidimensiunale  Wesen  ist,  wenn  anch  nicht  neu,  doch 
treffend  und  ein  wesentlicher  Bestandtheil  jedes  derartigen  Beweises.  — 
Nr.  2  beweist  den  Satz:  Zwei  sich  kreuzende  Ebenen  (d.h.  Ebenen  ohne 
Schnittlinie  in  zwei  verschiedenen  dreidimensionalen,  aber  in  demselben 
vierdimensionalen  Räume)  haben  jederzeit  einen  Punkt  gemeinsam.* 

DeuaeUiCQ  Gegenstand  behandelt  Nr.  3,  worin  der  im  4.  Hefte  des 
23.  Jahrganges  dieser  Ztschr.  v  e  reu  cht  e  Nachweis,  dase  die  Annahme  sich 
krenzender  Ebenen  einen  logischen   Widersprach  in   sieb  scbliesBe,  ent- 


*  Die  (ideale)  Existenz  dieses  Punktes  läast  sieb  ührfgens  auch  durch  folgende 
Betrachtung  leicht  nacbweieüa:  Es  aeien  zwei  in  C  sich  schneidende  Geraden  a 
und  b  gegeben;  a  bewege  sich  in  einen  dreidimensionale n  Baum  hinaus  und  be- 
schreibe dabei  eine  Ebene  a.  Diese  wird  von  b  in  C  geschnitten.  Jetzt  bewege 
sich  b  in  einen  andern  dreidimensionalen  Raum  hinaus  und  beschreibe  eine  Ebene 
p.  Diese  bat  mit  dem  ersten  Baume  nur  die  Gerade  b  gemeinsam,  daher  mit  der 
£beue  a  nur  den  Punkt  C. 
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krftftet  wird,  wobei  wieder  die  Verlegung  der  Untersuchung  eine  Stufe 
rückwärts  trefHiche  Dienste  leistet.  Im  Anschluss  hieran  wird  der  Ge- 
dankengang jenes  Nachweises  richtig  gestellt  und  das  Ergebniss,  nftmlich 
die  Richtigkeit  des  in  Nr.  2  aufgestellten  Satzes,  noch  durch  ein  alge- 
braisches Verfahren  bestätigt.  Den  Schluss  dieser  Note  bildet  ein  Sats 
über  die  sechs  Schnittebenen  von  vier  dreidimensionalen  Räumen  im 
vierdimensionalen  Räume. 

Ueberblicken  wir  nun  das  Ganze,  so  findet  sich ,  dass  die  Arbeit  des 
Herrn  Rudel  zwar  in  den  Hauptresultaten  durch  andere  über  denselben 
Gegenstand  veröffentlichte  Schriften  überholt  ist.  dass  sie  aber  trotzdem 
wegen  der  consequenten  Durchführung  eigenartiger  Methoden  und  wegen 
verschiedener  neuer  Beiträge  zur  ft-dimensionalen  Geometrie  alle  Auf- 
merksamkeit verdient. 

Waren.  V.  Schlbgbl. 
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Der  Tractatus  „De  quadratura  circuli^'  des 

Albertus  de  Saxonia. 

Von 

Dr.  Heinrich  Süter 

in  Aaraa. 


Hierzu  Taf.  VI  Fig.  8—14. 


Mit  Albertus  de  Saxonia,  dem  ersten  Rector  der  Wiener  Uni- 
versitHt,  beginnt  an  dieser  Hocbschule  und  damit  auch  in  Deutschland 
das  Studium  der  mathematischen  Wissenschaften  in  eine  neue  Epoche 
einzutreten;  denn  in  kurzen  Zwischenräumen  folgen  sich  als  Vertreter 
dieser  Disciplinen  an  jener  Hochschule  Albertus  de  Saxonia,  Hein- 
rich von  Langenstein,  Joh.  v.  Gmunden,  Georg  von  Peuer- 
bacfi,  Joh.  Regiomontanus.  Während  aber  die  letzten  beiden  be- 
rühmten Mathematiker  und  Astronomen  schon  auf  dem  Boden  des  Huma- 
nismus standen,  bewegten  sich  die  ersten  beiden  noch  ganz  auf  dem 
Felde  der  Scholastik  und  mussten  deshalb  jenem  mittelalterlichen  Lehr- 
system gemäsH  ihre  Kräfte  auf  verschiedene  Gebiete  vertheilen*:  Alber- 
tus glänzte  hauptsächlich  als  Logiker,  Heinrich  von  Langenstein 
als  Theologe;  beide  aber  huldigten  als  Nominalisten  einer  freieren  Rich- 
tung in  Kirche  und  Wissenschaft.  Was  Joh.  von  Gmunden  anbetrifft, 
so  steht  er  so  ziemlich  auf  der  Grenzscheide  von  Scholastik  und  Huma- 
nismus. 

Albertus  de  Saxonia  (eigentlich  Albert  von  Riggensdorf 
ans  Sachsen)  stammte  aus  einer  bäuerlichen  Familie  in  Niedersachsen. 
Er  studirte  zuerst  in  Prag,  dann  in  Paris,  wurde  hier  Magister  der  freien 
Kiln'sto  und  nachher  Doctor  der  Theologie,  las  etwa  von  1350  an  daselbst 

*  Indessen  beschränkten  sich  auch  Peuerbach  und  Regiomontanin  ihren 
Studien  keineswegs  auf  Mathematik  und  Astronomie;  als  erste  Vertreter  des  Huma- 
nismus an  der  Wiener  Universität  widmeten  sie  sich  eifrig  dem  Studium  der 
klassischen  Si»rachen:  Georg  Peuerbach  las  1454  und  1460  über  Vergil's 
Aeneide,  1456  über  Juvenars  Satjren,  1458  über  Horaz.  Regiomontanus 
trug  ebenfalls  1461  über  den  Vergil  und  zwar  über  dessen  Bucolica  vor.  Vergl. 
J.  Aschbach,  Geschichte  der  Wiener  UniveTsit&it,  l.Bd.  Ä.^^, 

•      IHMt.'UtAbthJg.d.Zeit9obr.f.Mmth.n.VhjM.XXl^,^.  "^ 
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über  Aristotelische  Pluloeopliie  und  Mathf>inatik  mit  groEiem  Beifall  and 
wurde  1365  von  lierzog  Rudolph  IV.  itia  Reclor  sn  die  neu  geslifiele 
Hncliachnlß  nach  Wien  bflriifen ,  aber  auho«  im  folgpnden  .laliTe  von 
Papsl  Urban  V.  mm  Bischof  von  UalberBtadt  eraanot.  In  diesem  Amte 
blieb  er  bis  eu  seinein  Tode  (]39'l)-  ^^»  werden  ihm  eine  bedentenda 
Z&bl  von  philosophischen,  malLernntischen  und  BGtrnnomJEcben  Werken 
xngPSchriebeD,  die  er  wabrticheinlich  grüKstenlheil«  io  Paris  verfas-st  hxt; 
mehrerp  derselben  wurden  den  Vorlesungen  in  Wien  in  Grunde  gelegt,* 
Von    maihemaliscben  Werken    nennt   Aschbach   (b.  a    0.  S.  365)! 

1.  Tractatas  de  lati tndi  ni  bns  formarum  (gedruckt  Venetüs  1&05), 

2.  De  maximo  et  miuimo  (band seh riftl.  in  Venedig),  3.  Liber  pro- 
portionum  (in  Wien  und  anderen  BibliolheUen  bandschriftlich,  in  erete- 
rer  nnr  als  Fragment;  gedruckt  Paduse  1482  und  14S6  zugleich  mit 
Ülasius'  De  Pelicanis  und  Nie.  Oresme's  De  Utilud.  form.,  und 
Venetiis  1496).  Von  dem  Liber  proportion  um  kennt  Boncompagni 
sehn  verschiedene  Ausgaben;  ausser  den  obengenannten  nnch  eine  ana 
l'udua  1484  (die  dritte  ist  nach  ihm  aus  dem  Jahre  1487,  nicht  )4S6, 
wie  Aschbach  au^iebt).  swei  ans  Venedig  14ST  und  1494,  zwei  aua 
Bologna  1502  und  1506,  eine  ans  Paris  ohne  Jahreszahl  und  eine  ohns 
Angabe  des  Druckortes  und  der  Jnhreflzahl ,**  Neben  diesen  volIstXn- 
(ligen  Ausgaben  des  betreflendea  Werkes  erw&bnt  Boncompagni  noch 
einen  gedruckten  Auszug  aus  demselben  und  einige  Manuecripte ;  vim 
allen  diesen  Werken  legt  einzig  der  Auszug  (verfaset  v..>n  dem  Domini- 
kauermönch  Isidortts  de  Isolanis  von  Mailand  im  Jahre  1522)  dem 
Albertus  de  Saxonia  dia  Bezeichnung  bei:  Frater  sacri  Ord.  Praedi- 
catornra.  Schon  dieser  Umstand,  dass  die  vielen  anderen,  filteren  Aus- 
gaben Albertus  de  Saxonia  nicht  als  Mönch  kennen,  dauD  die  Tbat- 
BBche,  daaa  Lucas  Pacioli  in  seinem  berühmten  Werke  „Summa  de 
aiithmetica,  geomelria  etc."  ihn  als  Franziskaner  citirt  und  Dominico 
Antonio  Gandotfo  in  Beiner  Diesertatio  historica  de  dncentis  celeber- 
rimis  Augnstiniania  scriptoribus  sogar  noch  als  Augustiner,***  machen  es 

*  Diese  biographischen  Notizen  sind  aosAschbach  genommen.  Ea  wnrden 
aber  auch  consultirt:  Bulaeus,  Historia  univera.  Paris.  Tom.  IV,  und  Cb.  G. 
Jücher'a  Allgem.  Üelehrt«nleiikoo,  fortgesetzt  und  ergänzt  von  J.  Ch  Adelung, 
I.  Bd.,  Leiptig  1T84;  ea  ist  aber  nirgends  von  einem  Aufenthalt  in  Favia  die  Rede 
und  wir  begreifen  daher  die  ohne  Quellenangabe  gebrachte  Notiz  von  Perd. 
Jacoli  im  Bulletino  di  bibl.  etc.  von  Boncompagni,  Tom,  iV  pag.  195  nicht; 
auch  ist  daselbst  die  Angabe  falsch,  Albertus  habe  iim's  Jahr  läliO  geblüht. 

••  Vergl.  Boncompagni'a  Bulletino  di  bibliog.  etc.  Tom,  IV  pag,  498  -511. 
Nach  Boncompagni  enthält  die  erate  und  nicht  die  dritte  Faduaue»  Ausgabe 
{vie  Aschbach  angiebt)  noch  die  Abhandlungen  von  Blasius  de  Pelicanis; 
Quaestiones  auper  tractatu  de  latitudinibus  formarum,  und  von  Nie,  Oresme: 
De  latitudinibus  formarum. 

***  Vergl.  Bulletino  di  Boncompagni,  Tom.  IV  pag.  611, 
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hocbst  wahrscheinlich,  dnas  Albertus  kfinem  Oriieo  nngehört  hat.  In 
der  Thnt  hat  nncb  Äpfaltrer  dieeßB  in  den  Scriptor.  univors.  Vienn.  I. 
pag.  29  iiacbgewipneii,  wIp  Aschbach  in  dnr  erwähnten  GcHchichte  der 
Wiener  UniversitSt  angiebt  (S.  363).  Nach  demselben  ÄpfaUrer  soll 
auch  (las  gewöhnlich  dem  Albirtas  beigelegte  BBtrnnomiecbc  Werk : 
Oonimentaria  ad  tabaina  Alphnnsi  regia  nicht  von  ihm  verfaest  aeiu  (8.3fi5). 

Es  herrscht  nun  suwoht  besfiglich  diei«es  Proportionen werbee,  als 
aneh  der  Ahbandlnng  „De  laliludiaibus  fnrmarom"  kein  Zweifel  darüber, 
dasR  diese  Arbeiten  von  Albcrlna  de  Saximia  stammen ;  anch  die 
Abhandlung  ,,  De  mnsimo  et  mioimo'',  deren  Veröffenllicbnng  sehr  zn 
wünschen  wHre,  wird  ihm  ohne  Widersprach  Kugesch rieben.  Ob  nun  aber 
die  Abhandlnng  „De  qnadratura  circnli'',  die  sich  im  Codex  A.  50 
der  Berner  Stadtbibliothek  behndet  nnd  als  deren  Verranser  Albertus 
de  8axnnia  genannt  ist,  sowie  einige  andere  Abhandlungen  desselben 
Manuscripl.es,  deren  Verfasser  nicht  augegeben  sind,  auch  von  unserem 
Albertus  herrühren,  ist  nicht  mit  ßnisuhiedenheit  zu  behauplen;  eine 
Vergleichung  derselben  mit  den  als  echt  erkannten  SchriTten,  die  mir 
leider  gegenwärtig  nicht  an  Gebote  stehen,  konnte  vielleicht  xn  eiuem 
sichern  Kesultate  führen.  Es  ist  etwas  auffallend,  dass  eine  solche  Ab- 
handlnng nirgend  anderswo  als  Mannscript  vorkommt  oder  erwähnt  wird*; 
allein  eine  solche  Schrift  über  eine  Streitfrage,  wie  es  dieses  Problem 
damals  war,  wurde  nicht  <Ien  Vorlesungen  als  Lehrbuch  xa  Grnnde  gelegt, 
wie  dies  mit  den  Werken  über  Proportionen  und  den  Latttudines  for- 
marum  der  Fall  war,  und  brauchte  deshalb  weniger  vervielfältigt  zu  wer- 
den. Es  gilt  dies  auch  von  der  Schrift  „De  maximo  et  minimo".  die 
nach  Aschfaach  auch  nur  in  Venedig  handschriftlich  verkommen  soll. 
Uehrigens  darf  die  Schritt  ihrem  Inhalte  nach,  abgesehen  von  der  weit- 
schweitigen  scholastischen  Darstellungsweisc,  ganz  wohl  dem  Albertos 
angeschrieben  werden,  ohne  dem  Klange  seines  Namens  irgendwie  Ab* 
bruch  xn  thun. 

Bevor  wir  uns  epeoiell  zu  dieser  Abhandlnng  wenden,  wird  ea  wohl 
angezeigt   sein,    den    reichhaltigen    Codex    A.  50    der    Berner   Stadt- 

*  In  Wien  befindet  biuIi  dieselbe  nach  meinen  Erkundi^ngen  nicht.  Es  exi- 
stirea  aber  auch  dort  die  Schriften:  De  latitudinibua  forinurum  uud  De  maxiuio 
et  minimo  nicht  Das  Torhandeiiaein  der  Abhandlung  „De  quadratura  circuli" 
auf  der  Stadtbililiotlieb  in  Bern  erwähnt  Adelung  in  seiner  Fortsetzung  dca  Ch. 
0.  Jöcher'schen  ßelehrtenlexikons,  l.  Ud.  S  465  —  467,  unter  dem  Artikel  „Alber- 
tus de  Saxonia";  „Schrieb  Troctatus  prepartionum  (Venedig  149 ti)  und  Queatio  de 
quadrAura  circuli  et  atia  problemata,  baaddchriftl  in  der  StadtbibUothek  Bern." 
Wie  er  dazu  kommt,  auch  die  übrigen  Abhandlungen  so  ohne  Weiteies  dem 
Albertus  zuiuschrciben ,  ist  mir  nebt  bekunut;  der  neue  Handschriflenkataluij' 
der  Berner  Stadtbibliotbek  von  Bagen  berührt  die  Fruge  des  Ursprungs  dieser 
Abhaudlungen  gar  nicht.  Adelung  nennt  dan  Geburtsort  des  Albertus  Riek- 
Biendorf'  nnd  bezeichnet  die  fibrigen  Lesaiten  aU  irrig-,  \c\i\i\a  k&^Vaa-cV  %>Aa\^- 
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btbliothek  etwas  näher  sa  betrachten.  Derselbe  iat  ein  Pei^aineoU 
cript  ans  dem  Anfang  des  XV  Jalirhunderts ,  in  Quart,  von  der- 
selben Hand  geschrieben,  gleicbmMsBig  ond  dcbön  bis  xu  Ende.  Er  enthalt: 

1.  BUtt  1"— 168"  die  15  Bücher  Euklid'o  mit  dem  CommenUr  des 
C'uiiipauns,  sehr  cnrrect  nnd  schön  gi>6chrieben  mit  feinen,  sanberen 
Figuren.  Dieselben  beginnen ;  -.  tncipil  geomeirin  tnclitiis  cum  commenta 
campaiii.  I'uiiclug  esl  illud  cui  parx  nan  eil.  rtc."  nnd  schliessen:  „Et  sie 
Sil  finis  huiiis  15.  libri  et  per  runseijueni  iolim  tibri  gtumetriaf  euclidis  cum 
commenlo  rampa'ii  iitiiio   ilotni'ii  1412,   feria   //uinln   riti!e  Diileullni  mard'ig."  — 

2.  leS^  —  ItiO"  eine  kurze  Abhandlung  ohne  Angabe  des  Verfassers,  be- 
liielt:  lucipiant  derannstraliones  de  i}uadruturi«  circnli.  Wir  werden  die- 
selbe nntcn  ebenfalls  vollständig  wiedergeben,  —  3.  16U'  — 172":  Qu«stio 
Alberli  d«  Ssxüiiia  de  qaadratura  circnli.  ~  4.  172"  — 176'  folgende 
Abhandlung  nhne  Angabe  des  Verfassers:  Item  alia  tjaestio  de  pmpor- 
tinoe  djametri  quadrsti  ad  costam  ejusdem.  Sie  beginnt:  „Ulrum  dyu- 
meter  aiicujus  i/uadrali  sU  commensurabilia  costae  ejuidem  ...'-  und  ecbljeest: 
„liä  3*"  potett  ftiei.  yituW  iste  modus  urguendi  a  commutata  pniporlionalilatr 
HÖH  irntt  in  illit  ifuiie  lunt  divertarum  apecierum,  modo  etim  ^uadralum  et 
linea  non  fiitt  ejuidem  speciei  ratio  lerlin  mudicum  probavit.  Expiicit  hafc 
^vMlio."  —  Dann  folgt  ein  ktirser  Absatz,  wahracheinlich  snm  Obigtn 
gehörig,  beginnend:  „DyamHer  t/uadrali  ad  ejus  eoitum  est  proporlio  mtäie- 
talis  duplne  ..,"  nnd  Bchliesseud:  ..erffo  iimpi.rtin  privii  »d  seriindum  est  fl 
dicitur  ntedietat  duplae  quae  est  .a.b.  tid  .b.c.  seil,  dj/ametri  ad  caslam,"  — 
5.  176*  — 177' die  Abhandlnng,  betitelt:  Datis  dnahns  lineis  inaequalibns, 
inter  eas  dnas  medias  proportionales  invenire.  Sie  beginnt:  „Islud  theo- 
rema  fuit  anliquüus  sie  introduelum  ..."  nnd  scbliesst:  „hivenlae  svntigilur 
duae  linene  etc."  Der  Verfasser  ist  ancb  nicht  angegeben.  —  6.  die  Ab- 
handlung 177*— 178'  ohne  Angabe  des  Verfassers.  Sie  ist  betitelt: 
Angnio  rectilineo  dato  eqnnm  angninm  cnrvilinenm  describere  et  eeon- 
verso.  Sie  beginnt;  „SU  angulus  reelilineus  datus  .h.tt.c  ..."  nnd  schlieest: 
„et  per  consequens  arciis  non  esset  equalium  cirrulorum.  ExpticH."  —  7.  Anf 
den  Blättern  180"— 190"  (Blatt  179  ist  leer)  die  zwei  Bücher  der  Arith- 
metik des  Thomas  Brad  ward  in  na.  Titel:  Incipit  Arismelica  magistri 
Thomae  Brawardini  über  prirnns.  Anfang:  „Quanlilalum  alia  mugniludo  dici- 
tur, alia  discreta,  quae  multitudo  sive  numerus  appellalur.  IHngnituilintim  alia 
immobilis  de  qua  geometer  eonsideral,  alia  mol'ilis  de  qua  asirologus  traclat." 
Scblnss:  „Isla  igitur  sufficiani  pro  senlenlin  hujus  libri  arismelicae.  Expiicit 
arismetiCH  ductoris  profundi  magistri  Thomae  Brumardiiii.  anno  domini  1411, 
quarta  die  mensis  Junii.  —  8.  Wieder  ohne  Angabe  des  Verfasser^  190" 
bis  198'  einen  Algorismns  proportionnm,  und  zwar  int  es  derjenige  des 
Nie.  Oresme.  Er  beginnt:  „Incipit  algorismus  proporlioniim.  (V)na  me- 
dietas  in  algoHsma  proporlioniim  scribiiur  sie  ^ ,  et  una  lerlia  sie  ^  et  duae 
terliae  sie    j   et  sie  de  atiis,"     Er  scbliesst:    „Sic  igitur  se  habent  aspectus 


Der  Tract.  „De  quadratara  circnli*'  des  Albertus  de  Saxonia.      85 

signorum  cell  secundum  istam  considerationem  ui  patel  in  figura.  Explicii 
tertius  traclatus  de  proporiiombus  irralionalibus.^''  Dieser  Tractat  weicht  in 
einigen  Stellen  von  dem  von  Herrn  Cnrtze  veröffentlichten  ab.  —  9.  Auf 
den  Blättern  199^  —  204^  ohne  Angabe  des  Verfassers  einen  Algorismns 
de  minntiis.  Titel:  „Incipit  algorismus  de  minutiis.  In  nomine  domini  amen.'''' 
Anfang:  ,,(M)odum  represeniandi  seu  representationis  minuciarum  vulgarium 
ästender e.  Quin  in  fraciionibus  sunt  duo  numeri,  sdl.  numerus  numerans  et 
numerus  denominans,  ideo  in  fractionibus  primo  opporlet  scire,  quid  sit  numerus 
numerans  et  numerus  denominans  "  Schlass:  ,^MultipUca  tunc  2**"  per  3*"*  et 
divide  tunc  per  quartam  et  exibit  qm  fuit  ignotus :  quod  si  sint  aliae  proporiiones 
tnmen  non  posui  plures,  quin  istae  ad  propvsitum  numerum  minuciarum  vulgarium 
et  physicarum  sufficiant,  Explicit  Mgorismus  de  minuciis.^^  —  10.  Als  Schlnss 
des  Mannscriptes  Blatt  205' — 213*  die  Musik  des  Boetius  abgekürzt 
durch  C.  de  Muri.  Titel:  Incipit  musica  Boetii  abbreviata  per  C.  de 
Muri.  Anfang:  ,,Quoniam  musica  est  de  sono  relato  ad  numeros  aut  econtray 
necessarium  est  musicam  utrumque  numerum  seil,  et  sonum  considerare/^  Schluss: 
„etslatim  in  ea  videbitur  clarissime  monocordum  in  dyatonico  genere,  ut  hie  patet," 

Wir  geben  nun  nachfolgend  die  kurze  Abhandlung  2.,  Demonstra- 
tiones  de  quadratura  circnli,  und  die  dem  Albertus  de  Saxonia  zu- 
geschriebene 3.  wortgetreu  wieder;  nur  in  der  Interpunction  durften  wir 
uns  nicht  mit  der  mittelalterlichen  Kürze  begnügen.  Was  die  Abhand- 
lungen 4.,  5.  und  6.  anbetrifft,  so  scheint  es  mir,  der  Form  und  dem 
Inhalt  nach  zu  nrtheilen,  ziemlich  wahrscheinlich,  dass  sie  von  demselben 
Verfasser  herrühren  wie  3.;  auch  bieten  dieselben,  wenigstens  4.  und  5., 
kein  geringes  Interesse  dar,  so  dass  eine  Veröffentlichung  derselben  in 
einem  spätem  Hefte  dieser  Zeitschrift  wohl  gerechtfertigt  sein  mag. 

,,Incipiunt  demonstraliones  de  quadratura  circuli, 

Circulum  quadrare  est  possibile.  Ponatur  circulus  quadrandus  cujus  semi- 
circulus  «f/.a.d.c,  et  describantur  in  eo  duo  lalera  quadrafi  inscriptibilis, 
quae  sunt  .  a .  d .  e/  .  d .  c . ,  e/  super  lineam  .  a .  d .  describatur  semicirculus .  a .  d . ; 
lunuia*  ergo  .a.d.  sie  potest  quadrari:  quadratum  enim  .a.c.  est  per  penulli- 
mam  primi  Euclidis  duplum  ad  quadratum  .a.d.,  «ecf  .a.c.  est  dyameter  semi- 
rircM/f  .a.d.c,  et  .R.d,  est  dyameter  semicirculi  .h.d.,  ergo  per  2*"  12. 
Euclidis  semicirruhis  .  a .  d .  c .  est  duplus  ad  semicirculum  .a.d.,  ergo  semicir- 
culus .a.d.  est  equnlis  portioni  .  a  •  d .  b .  quae  est  medieias  semicirculi  .  a .  d .  c . 
ergo  cum  semicirculus  .a.<f.  et  portio  .a.d.b.  (Fig.  8)  habeant  quoddam  com- 
mune seil,  portionem  contentam  ab  arcu  .a.d.  et  a  corda  .a.d.,  dempta  isla 
portione  ab  utroque^  erit  lunuia  .a.d.  equalis  triangulo  .a.d.b.  Sed  trianguli 
qundrnturn  scitur  per  ultimam  2'  Euclidis  ^  quare  et  lunulae. 


*  Geschrieben  steht  überall  limida. 


Supponatur  ergo  qvod  sit  potsibilc  quadrare  lunulam  tvpcr  laiuf  qua- 
drali  desi:riplam,  et  Mtent  hoc  conlingii,  ita  cuntingü  tjuadrare  quumUbet  lunu- 
lam super  cujuxeunqvc  figurae  eircnlo  inscriptiliibs  latus  dtseriplam.  ut  super 
latus  exagoni.  Quae  supposilio  cotifirmari  fiotctt  per  illud  prinäptut» ,  quod 
praemitti:  Campiaius  primu  elementorum  EucUdis,  et  quo  ulüur  in  demantlrando 
2""  12*  Euclidis,  quia  sieul  se  habet  liinula  super  latus  quadrali  dcseripln  ad 
lunuliim  super  latus  ej^ageni,  ita  se  habet  t/widratum  quodnmque  ad  oliquod 
aliud  per  illud  prineipium -.  Quaiita  est  f/uaelthet  magniludo  ad  aliijuam  2", 
tanlam  neceste  est  esse  guamlibet  terliam  ad  yuarlam.  St  laue  ex  7"  et  12" 
et  2]*  5'  Euclidis  facile  coneludes  hoc  quniirutum  esse  equnle  lunuttie  deteriptae 
super  latus  exagoni,  facitius  tarnen  eonrluilcs  illud  ex  permuiata  proporluh 
nalitaie. 

Bae  autem  praesupposiln  demontlrabilur  quemcunqut  eirci^unt  pQSte  qua- 
rfran.  Sil  enitn  ciretilus  quadranilug  ut  prius  cujus  »emicirculux  sit  .A.d.c., 
et  tumalur  Hnea  dupla  ad  ejus  dyametrum.  quae  til  .e.h..  et  super  eam 
deseribatur  semieirculus  .e.t.g.h,,  et  in  ipso  dueanlur  iria  iaiera  exagoni 
quae  sunt  .e.f.,  .f,g..  .g.b,  rl  supir  Üla  tria  latira  descriliantur  Ires 
semieireuli,  seil  .e.n.f..  .f.i.g..  .g.k.h.  (Fig.  0  u.  10.)  Cum  igitur 
linea  .«.b.  sil  dupla  iid  linram  .a.i:,,  (rit  qnadralum  Itneae  .e.h.  qundru- 
ptum  ad  quadralum  Hneae  .a.c.  per  4*"  2'  Euclidis  et  18*"  6'  ejusdtm: 
igitur  cum  Sil  eadem  proporHo  cireulorum  ad  inpicem,  quae  est  quadrati  dga- 
melri  unius  ad  qutidnitum  dyiimrlri  alleriiis  per  2'"  12'  Enclidis.  cireulus 
cujus  dgameler  est  .e.h.  est  guadruplus  ad  circulum  ct^jus  dyntneler  est  .A.c., 
et  semieireulus  .e.f.g.h.  quadruplus  est  ad  semicirculum  .a.d.c.  per  15*" 
5'  Eucl.:  sed  unusquisque  semirirculorum  .«.n.f.,  .f.l.g..  .g.k.li.  est 
equalis  semicirculo  .a.d.c.,  quia  omnium  islorum  semicirculorum  dyametri  sunt 
equales,  ergo  semieireuli  .a.d.c,  .e.n.f.,  .f.l.g.,  .g.k.'h.  sunt  equales 
semicirculo  .e.f.g.b.  Demplis  igitur  tribus  portionibus  .e.m.f.,  .f.t.g., 
.g.p.b.,  quae  sunt  communes  tribus  semicirculis  .e.n.f.,  .f.l.g.,  .g.k.b. 
el  semicirculo  .e.f.g.b.,  relinquilur,  quod  semieireulus  .a.d.c.  et  tres  lunulae 
.e.n.f.,  .f.l.g.,  .g.k.h,  sunt  equales  Uli  quod  est  residuum  de  semicirculo 
■  e.f.g.b.  posi  demptionem  irium  communium.  Est  autem  residuum  dlud  figura 
quadrilatera  quae  continetur  a  quatuor  lineis  .e.f.,  .f.g.,  .g.h.,  .e.h.  sed 
quadralum  illius  figurae  scitur  per  ullimam  2'  Euclidis,  quare  et  quadratum  ei 
equale-,  sed  ei  equales  sunt  semieireulus  .a.d.c.  et  tres  l  ula  p  a  dclae, 
igitur   ipsis   simul  junclis   scimus   equale   quadralum  posse  s  g  a  ^  d  tres 

lunulae  ut  praekabitum  est  passunt  quadrari,  quare  et  totus  I  j       dya- 

meler  est  .a.c,-.  eonsequenlia  ultima  palel:  Si  enim  tribus  lu  ul  s  p  s  est 
dare  tria   quadrata  equalia,   quibut  dieisis   in   6  triangulos    l  I  n   q  adra- 

tum  equale  per  demonstrationem  ullimae  2'  Eucl.  ,■  demplu  ergo  islo  quadrato 
equali  tribus  lunulis  de  quadrato  totali  equali  lunulis  ipsis  et  semicirculo  .a.d.c  , 
residuum,  quod  est  equale  semicirculo  remanct  figura  rcclilinea  .a.c.  et  per 
coasc'/ueiis  falia  guadrata  ut  docetar  super  ultimam  secundi  Euclidis.'^  — 


Der  Tract.  „Üe  quadratnra  circnl:"  dee  Älberina  de  Sazor 


IWir  erkennen  in  dieser  Abhandlnng  den  Versuch  des  Hippokra- 
tes  von  Chioa  (denn  als  selbatstKDdige  Arbeit  dürfen  wir  sie  wohl  nicht 
betrachten),  den  Kreis  vermittelst  der  sogenannten  Monde  zu  qaadriren, 
der  Von  Eudomoa  in  seiner  verloren  gegangenen  Geschichte  der  Geo- 
metrie beschrieben  und  una  von  Sinipljkios  in  seinem  Commentar  aa 
der  l'hj'sik  des  AriHtoteles  überliefert  worden  ist.'  Der  Feblscbluss, 
von  der  Qnadrirharkeit  dfs  Mondes  über  der  Vierecksseite  ohne  Weiteres 
auf  diejenige  des  Mondes  über  der  Sechsecksseite  zn  schliessen,  ist  hier, 
wie  man  eielil,  nicht  nmgaugen,  sondern  im  Gegentheil  gestütal  worden 
dnrch  ein  höchst  allgemein  gehaltenes  Axiom  des  Campanus,  das  er 
■einer  Euclid- Ausgabe  binzugeffigt  bat:  „Qiianla  est  aliqaa  qunnlilas  ad 
guamlibcl  aliam  i^/uadem  generis.  lanlam  esse  guamlibel  lertiam  ad  iiUquan 
quiirlam  ejutdem  ijenern  in  i/wn/lilalHius  conlinuis  (necesse  esl)"*'  —  Wenn 
anch  die  hier  dargestellte  Kreisquadratnr  verfehlt  ist,  so  bietet  die  Ab- 
handlung immerbiD  ein  historisches  Interesse  dar,  indem  sie  zeigt,  dags 
diese  nach  Bretscbneider  so  wenig  beachlete  Stelle  des  Simplikios 
schon  Knde  des  XIV.  oder  Anlang  des  XV.  Jahrbnnderls  bekannt  war 
und  benutzt  worden  ist.  Ob  diese  Quadratur  ebenfnlla  dem  Albertus 
SQinschreiben  sei,  bezweifeln  wir;    denn  sonst  würde  wohl  in  der  einen 

»Abhandlung    ein  Hinweis   auf  die  andere  zu  finden  sein,   enmal  die  fol 
gende  Schrift  die  verschiedenen  Quadrainrenversacbe  erwähnt. 


ijuntio  Alberli  de  Saxoiäa  de  quadratura  circuU. 


Queritur   uirum   quatlrare  cirvulum   nit  poitibtle. 

Jrguilur  prima  qtiod  ait,  uueinre  iintifotilis  et  hrissonis,  qui  ut  diril  pki- 

toiophut  primo  rlenchoriim  ft  primo  p&i/sicarum  circulum  quadrarc  iunl  conafi. 

probatur  etiam  ralione,  quin  cuicumgue  itat  dare  qundratum  majits  el  quadra- 

tum  minut,  sibi  (.')  est  dare  ^iiadmlum  equale-.  Med  circulo  es{  dare.  ^uadralum 

L  majus,  seil,  quadratum  cireulo  circiimscriplum ,  el  quadralum  mintts,  ictl.  quadra- 

K  tum  inscriplum ,  igUur  elinm  ett  ilare  quadralum  cireula  equale,    2".  sie-  si  non 

■  etiel  dare  quadratum  eh-culo  equale,  xequerettir,  quod  fierel  Irtmsilus  de  ma- 
Mjore   ad    minus,    xive   de  extremo   ad  ejlremum  transeundo  per  omnia  media, 

■  f(  lameii  nunquam  pereoiirelur  ad  equale  vel  ad  medium  -.  sed  hoc  est  falsum, 
migilur  prubo  consequentiam .  quia  ail  unum  quadratum  circulo  inscriplum  et 
U  iaeipial  Hoc  conlinue  aug«ri  unifarmiler  dunee  fial  majua  circulo ;  ai  igilur  (uit 
miäiqitnndo  circulo  equale,    habetur  proposilum.  ai  non,  Iranritus  factut  est  de 

■  *  Vergl.  Bretschneider,  Die  Geometrie  und  die  Qeometer  vor  Euclides, 
I  1870,  S.  luo  etc. 


HiBtorisch-literansclie  AbttieUuug. 

minore  ad  m^ju»  respcclii  itliua  circuH  et  nuuquam  perpenlum  ttt  ad  eguaU. 
shul  le  habfl  sphera  ad  euMrari,  ila  eirculu»  ad  ifuadrari  :  aed 
spherii  polcft  rubieari,  al  palet,  ii  aquam  replenlein  vas  t/'herirum  infunda- 
mus  ad  vai  quadrallcum  tite  cubicum, 

Opputitum  arguUur  $ic:  St  circulug  pulest  qunrirari.  i/uadraUim  jtasttt 
circulari:  lenrt  contcquentia ,  eum  nan  i-idiralur  ette  major  ratio  de  utio  guan» 
de  eätO!  faliUat  rontrquentit  vitUtar  teuere,  ex  eo  i/uod  non  vtdriur  etse  tra- 
dila  aliqua  an  qundralum  circulundi.  2°.  sie;  eireulum  quadrare  rtt  yim- 
draium  eguale  rirculo  intenire,  trd  hoc  ineenire  tit  imposithüe,  quia  ti  lattra 
quadraü  exlenda/ilur  rquahter  a  crnira .  supfrftrien  lireutaris  erit  muUo  eapa- 
cior  ^uam  erat  ante  ipsum  ifvadratum.  quod  polet  es-  libello  de  corpoHhia 
itoperimelrit .  ubi  dieitur,  spkern  omnium  rorporam  itoprrimelrorum  tue 
Itrm  eonferlur  ej:  alio,  i/uia  non  polest  invetitri  guadralum  evju$ 
medielM  tit  ei/ualit  medielali  eirciiti.  iijilitr  nee  palest  reperiri  quadratum  guoä 
tä  eguale  rircula .  teilet  eon$equeelia ,  ifuia.  guoriim  diimdia  sunt  mequahu.  «f 
ipta  i  anleredcna  probalur.  quia  omna  figura  rertilinra  suh  angulis  continehtr, 
quibus  impatfiliüc  etl.  angulas  semieireali  eitr  equales.  igilur  nvUiut  CtrcuU 
medietat  medielali  quadrali  pulest  esse  egaalis:  lenet  eontequentia .  quin  per 
eguatilatem  anguhrum  EiicUdes  ei  Campanui  prebaiil  equalUaUm  figurarwn, 
neut  patrt  in  4"  proposilhtie  et  in  cotnmento  ejuidem  prtmi  Euclidis  qutte  in- 
cipil:  omnem  duorum  ele.  Antecedens  quoad  primam  ejus  partem  palet,  seilt 
//iioil  um'iia  fiyiiru  reetilinen  suh  nnguUs  eoiiliniliir.  i/um  si  tum  suh  nnguiis 
ted  sub  angulo  passet  conlineri,  segueretur  quod  duae  lineae  rectae  possent  clau- 
dere  superficiem,  quod  est  contra  ultimam  petittonem  primi  Euclidis :  sed  quoad 
secundam  partem  palet ,  seil,  quod  anguli  recHIinei  et  anguli  semicirculi  non 
possunt  esse  equales :  nam  hoc  demonstratum  est  supra  (.')  in  3>  hujus  seil. 
Euclidis.  In  isla  qttestione  primo  distinguendum  est  de  quadratura  circuli: 
2".  ponendae  sunt  conelutiones  et  redeundum  (?)  est  quesito  (?).* 

Quantum  ad  primum,  sciendum  (est)  quod  quadraluram  circuli  possumus 
inieiligere  quinque  modis.  Uno  modo  quadrare  eireulum  est  ipsum  duabus 
dyameiris  orthogonaliter  se  secanübus  in  ceniro  in  qualuor  partes  egualiter 
dividere .  et  isto  modo  toquitur  Campanus  in  tkeoriea  sua  et  multi  alii  doclo- 
rum  de  quadratura  circuli.  quando  eireulum  jubent  quadrari.  Sccundo  modo 
per  quadraluram  circuli  possumus  inttlligere,  ipsum  in  quadratum  vel  in  figu- 
ram  idiqualiter  similem  quadrato  reducere  (reduci)  passe  per  rircumdeeisionem 
et  earum  silus  transpositionem ,  et  isto  modo  rüdes  loguunliir  el  intelliguni  de 
quadratura  circuli.  Tertio  modo  per  quadraluram  circuli  possumus  intelligere 
inventionem  alicujus  quadrali.  non  tarnen  quod  sil  e.quale  cirrulo,  sed  lalera 
ejus    simul  juncta    sunt   equalia   circumferentiae  circuli  in    rectum    extensae, 

*  Die  beiden  lattteD  Worte  aiDd  «ehr  undeutticb  geacbriebeoi  sehr  wahr- 
■cbaiiilich  iat  gemeint,  e«  sei  am  SchtuMe  eine  Hecapitulatioa  über  däi  Gonie 
Yi/rtunebmeo. 


w 


flo  morlo  Camjianus  guaiinml  circHliim.     Otiarlo  njorfo  pouumui  iiilelligere 
quadrare  eirculum   im'enire  qundrahim  eipiate  cirvulo,   cuju»  lalera  »imul 
la   cum   hoc  (:}    sint   equulia   cimimferenliae  eireuli   in    revlum    cxfensae. 
\inlo  mndo  pnisumus  iniflligere  per  qiuidraturam  circuli  invenire  unum  qua- 
iluin  equale  eireulo.  —  Scrundn  'lisU'nrtio  est  i»la,    quuii  quadralura  eireuli 
motio    äieia.    quardam  est  ad  sfn»um.   quaeilam  ad  miellerlum,    et 
:guaedain  ad  utrumque,     Quadrnre  eireutiim  lerlio  modo  ad  infellectum  csl  pro- 
\rc  iiliquod  quadralum  cujus  Intern  simul  Juncla  sunt  egualia  cirrumferentiae 
larculi  in  rectum  cjtetisae,  et  isto  modo  non  est  duliium  quin  circulus  sie  quU' 
possit,  qiiia  non  est  äubium  quin    aliqita  Hnea  recfa  sil  equalis  eireum- 
^erentiae  in  rectum  cxlcnsne,  guae  si  in  4  partes  equales  dividnlur,  et  partes  ad 
•icein  ad  angulas  rertos  jungantur,    ronstiluuni  unum  quadralum,     Quadrare 
ircuhim    terlio   mado  ad  Senium    est  invenire  umim  ijuadroUim .   cujus 
lera  limul  juncia  consHIuunl  unam  lineam,  quae  si  objicerelur  visui  utm  cum 
<mferenlia  drcvN  in  rcctam  extenso,  vi»us  nequaqunm  passet  pnnerc  differen- 
IM  inter  illas.  seri  judienret  unam  esse  lanlam  quantam  aliam.      Sic  simililer 
tttdrtitura  circuli  5".    modo  ilict'i,    quaeäam    est   ad   inlelleetum.    ut  invenire 
quiidr'iium  et  hoc  demonslrntiee  probnre  esse  equale  eireulo :  cl  quaedam 
ti  ad  sensum.    ut  fneere  et  invenire  unum  quadratum.  inter  quod  et  aliquem 
eirculum  sensus  nequil  ponere  differenliam.  nee  cansiderare  quae  istarum  taper- 
ßrierum  sit  majaris  capacHatis .  ymo  judicat,  unum  alleri  esse  equalem.     Qua 
drare  aulem  eirculum  3°-  modo  ud  ulrumgue.  scHieei  tarn  ad  sensum  quam  ad 
\telleclum  ,  est  aliquod  quadrritum  invenire  et  demonstrative  probare,  guod  iUius 
simul  juncta  sint  equnlia  eireumferentiae  alicujus  eireuli  in  rectum  ex- 
et cum  (?)  hoc  quod  inter  latera  illius  quadrati  simul  juncia  el  eireum- 
fereiitium    circuli  in  rectum  extensam   sensus  non  posset  ponere  dtfferentiam : 
conformiler  dicamus  de  quadratura  eircuU  5".  modo  dicta  ad  ulrumque  seil, 
titam  ad  sensum  quam  ad  inlelleclum. 

Quantum  ad   seeundum  prini-ipale  sit  prima  conclusio   isla-   quadralum 
itireuli  primo  modo  dicta  est  possibihs:    hoc  patet  cuilibet  intuenti,    quarc  non 
ittportet  ipsam    modo  demonslrare.     2'.  eonelusio  est,    quod  loquendo  de  qua- 
tratura    circuli   seeundo    modo  dicta,   teil,    quod  ist/ie  partes   eireumferentiae 
■eumjiiclue  conslituanl  quadralum  equale  lircuh,    dico  quod  est  impossihilis 
tue  scibilis  nee  demunstrabilis -.  probatur,  quia,  poslquam  partes  circumferen- 
ie  sie  sunt  ctreumjaclae ,  non  resultat  fiqura  quadrala,  cum  non  omnes  ejus 
tguli  sunt    recli,    ijmo   nullus  ejus  angulus  est  reclus:    et  ex  alia,   quia  isla 
figura    non    est   equalis  eireulo   ex   eo   quod   est  eireulo  inscripta,     Si  turnen 
ilelligitur,  guod  circumferentia  polest  sie  dividi  in  gualuor  fiartes  equales  quae 
arum    trantposilionem    eonstiluunt  lalem   figuram  aliqualiter  similem  qua- 
■äralo.  nan  est  dubium  quin  hoc  sit  possibUe,  sieul  possthile  est  quudrare  eir- 
culum primo  modo.     Tertia  conclusio :  quadratura  circuli  terlio  modo  diela  est 
possibilis   et  ad  sensum   et  ad  intellectum.      I'robatur  primo   guoad  sensum  per 
■geä  cfrCü/itm,  «iwrcm»  «ecwidum  awrftwwfc'ift  -mwaa- 
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iKopkorum.  circamfcrenliam  ctrciüi  eonUnere  dittmetrum  ler  et  lepti- 
1  partcm,  rl  cum  diumeler  sil  linea  recla,  polet  quod,  si  Ire»  dia- 
meirtis  cum  teptimn  parte  rjusdem  diameUi  ad  invicrm  juagnmwt,  cotiitUuenl 
unam  lineam  reclam  egualem  cireumferenHae  eirculi  in  reelam  f.xtemae^  gutte 
si  viiui  fl'jkeretur  wia  cum  circiimferenlia  illius  eirculi  in  reetam  ejrlenta. 
s  nrifuit  punvre  di/ftrcntitim  inier  fiii,  sed  penitia  Judirarrt  eas  eilt  ei/uiilet, 
riiiim  adhuf  si  titia  alleri  supptineretur,  et  isla  linea  tmic  dieiiteretur  in  gua- 
tiiiir  partes  equalcs,  et  si  flerel  unum  guadratam  ex  Ulis,  esset  guadrare  tir- 
ndum  3*-  modo  et  hoc  est  possihile,  igilur  elc.  Quod  iiulem  giiadralura  eir- 
euU  3'>  modo  dicla  sil  ponsHiilh  ad  intellectum,  palet  auclore  Arisiotelit  iA 
praedieameiitis ,  ubi  dieit.  giiadralura  eirculi,  si  est  scibUis,  nondum  «rifai; 
Acic  aiilem  non  iatellestit  de  quadrulura  rirevli  prima  modo  dicla,  gui'i  illa  eil 
seila,  nee  de  guadratiirn  2*.  moda  dicla,  guia  illa  eU  impiisitbUis ,  »ec  4'. 
modu  dicla.  guia  isla  eliam  est  impittsiliUis ,  ul  Ualim  probaliitur,  nee  ^*,  modo 
dicla.  gfiia  isla  al  scila.  ul  patebil  in  una  conelusione  punetidarum:  ergo  in- 
tcllejil  de  giiadralura  3*.  modo  dicla.  Isla  enim,  quamvis  lit  scibiUa  fori», 
nondum  est  tcila,  ex  eo  guod  (orle  nondum  per  arirm  est  ineenlum  ntc  de- 
monslralum  ad  inletlectum  cin-umferentiam  cinirli  habere  se  in  pruportione 
Iripla  tesguineplimn  ad  diamelrum.  nee  aliguam  lineam  reetam  egualem  eirctan- 
fereuliae:  aihilnmintu  est  demonsIrabU«  ad  tulelleclum  guampis  difficile ,  tl  idca 
qtmdratura  ipiius  ciretiK  ipsitii  Campani  est  ad  setuum  non  ad  inleUecban. 
Quarta  conctiiaio.  qviidratura  eirculi  i/uarlu  modo  dicla  est  iinpossilnlis ,  seil, 
aliguod  guadratum  esse  eguate  eirculo,  cujus  lalera  simul  Juncla  sinl  egualia 
circumferenliae  eirculi  in  reclam  exlensae:  haec  (conclusio)  palel  ex  eo  quod 
figura  circularis  inier  omnes  alias  est  capacissäna.  Brevitcr  de  quadralura 
eirculi  nee  primo  modo,  nee  secundo,  nee  Icrtio,  nee  quarlo  modo  principu- 
liter  intendo,  sed  de  quadralura  eirculi  5*.  modo  dicta  principaliter  inleiido, 
seil,  demonstrative  probare  aliquod  guadratum  esse  eguale  eirculo.  Quinta 
conclusio  ad  probandum  quadraluram  eirculi  Are  intenlam  Sil  isla:  omnis  figura 
rectilinea  eqniangula  et  equilatera  est  equalis  triangulo  orthagtino.,  cujus  alle- 
rum  hierum  rectum  angulum  continentiiim  est  equnle  lineae  reclae.  quam 
omnia  lalera  illius  figurae  simul  juncla  cunsUluvnt ,  et  reliqiium  lalerum  angu- 
lum rectum  consliluenlium  equnle  lineae  a  centro  ejusdem  figurae  ad  aliquod 
SuorKm  lalerum  perpendiculariter  iluetae :  verbi  gralia:  Sil  figura  rectilinea 
eguilalera  . a.b. cd.  et  eguiangula,  cujus  cenirum  Sil  .6.,  ducaturque  linea  a 
centro. e.  {Fig.  11)  iisgue  ad  aliquod  latus  illius  figurae  perpendiculariter, 
seil,  ad  latus  .a.b.,  tangens  latus  .a.b.  in  puncto  .f..  sitque  triangulus  ortho- 
gOHiis  ,  e .  f .  g . ,    cujus  allerum   lalerum   rectum    angulum   consliluenlium ,    seil. 

■  e.g.  sil  equnle  amnibus  laleribns  illius  figurae  simul  juiielis.  et  reliquum 
laterum  rectum  angulum  consliluenlium,  seil.  .e.f.  sil  equnle  lineae,  vel  sil 
ipsamet  linea  perpendiculariter  ducta  a  cenlro  .e.  ad  latus  .a.b.  langens 
ipsum    in  puncto  .f.:    tunc    dico    guod  figura  .a.b. cd.  est  egunlis  triangulo 

■  e.F.g.     /Joe  probalur  sie:    Illa  Iota  sunt  equalia,  guorum  partes  similis  de- 
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nominaliouis  unius  sunt  eyuales  partibus  simiiis  denominaiionis  aUerius;  sed 
modo  ila  est,  quod  partes  simiiis  denominationis  figurae  equiangulae  et  equi- 
laterae  . a.  b . c .  d .  sunt  equales  partibus  simiiis  denominaiionis  irianguU  .  e .  f .  g ., 
igilur  elc:   major  est  notn  per  unam  propositionem  quinii  Euclidis,   quae  sie 

4 

dicit:  si  fuerint  quotlibet  quantitates  aliarumque  totidem  equemultiplices  aui 
singuhte  singulis  equales ,  necesse  est ,  quemadmodum  una  enrum ,  totumque  ex 
his  aggregatum  ad  omnes  iilas  pariler  acceplas  simililer  sc  habere.  Sed  minor 
probatur.  ducam  enim  a  cenlro  .e.  ad  quemlibet  angulum  figurae  praedictae 
.  a .  b .  c .  d .  lineam  rectam  et  erunt  quatuor  trianguli  equales ,  seil,  .  e .  b .  a «, 
•  e.b.c,  «e.c.d.  et  .e.d.a.,  qui  ex  eo  sunt  equales  quod  eujuslibet  latera 
unius  sunt  equalia  lateribus  alterius^  et  quilibet  istorum  triangulorum  est  quarta 
pars  figurae  equilaterae  et  equiangulae  .  a .  b .  c .  d .  Rursus  dittdam  latus  .  e .  g . 
trianguli  ,e.f.g.  in  4*"".  partes  equales,  quaelibet  illarum  partium  erit  equalis 
uni  lateri  figurae  .a.b. ed.,  quarum  una  partium  lateris  .e.g.  sit  .e.h., 
altera  .h.l.,  3*..l.k.,  4*.  .k.g.  Postea  ducam  a  puncto  .f.  ad  punctum 
.h.  lineae  .e.g.  lineam  .f.h.,  et  ad  punctum  .1.  lineam  .f.l.«  et  ad  punc- 
tum .k.  lineam  .f.k.,  et  erit  triangulus  .e.f.g.  resolutus  in  quatuor  triangu- 
los  equales,  ex  eo  quod  omnes  Uli  trianguli  quatuor  cadunt  super  equales 
bases,  et  altitudo  omnium  eorum  est  linea  .e.f.,  quare  per  primam  sexti 
Euclidis  erunt  equales.  Et  simililer  quilibet  triangulorum  .e.f .g.  trianguli  est 
equalis  cuilihet  triangulorum  figurae  .a.b. ed.,  ex  eo  quod  basis  eujuslibet 
trianguli  trianguli  .e .  f . g .  est  equalis  b^ui  eujuslibet  trianguli  figurae  .  a . b .  c .  d ., 
et  una  est  altitudo  omnium,  seil,  linea  «e.f.,  quare  per  primam  sexti  Euclidis 
Sequilar  eos  esse  equales ;  prima  enim  sexti  Euclidis  dicit  sie :  si  dunrum  super ficie- 
rum  equedistantium  laterum  sive  triangulorum  fuerit  altitudo  una,  tanta  erit  alter- 
utra  earum  ad  alteram ,  quanta  sua  basis  ad  basim  alterius,  Erunt  igitur  quatuor 
partes  seu  quatuor  qunrtae  trianguli  .e.f.g.  equales  quatuor  quartis  figurae  equi- 
angulae et  equilaterae  .a.b. ed.:  quare  sequitur,  cum  partes  simiiis  denomina- 
tionis figurae  equilaterae  et  equiangulae  .  a .  b .  c .  d .  sint  equales  totidem  partibus 
simiiis  denominationis  tnanguli  .e.f.g.,  sequitur  iotam  superficiem  figurae 
.a.b. cd.  esse  equalem  toti  superficiei  trianguli  .e.f.g.,  quod  fuit probandum. 
Et  idcm  esset ^  si  talis  figura  equilatera  et  equiangula  esset  pentagona,  vel 
exagona,  vel  quotrunque  angulorum,  tiel  quoteunque  laterum  equalium. 

Sexta  conclusio:  omnis  eirculus  est  equalis  triangulo  orthogono  cujus 
aiterum  laterum  rectum  angulum  eontinentium  est  equale  circumferentiae  in 
reclam  extensae,  et  reliquum  latus  rectum  angulum  eontinentium  est  equale 
semidiametro  ejusdem  circuli.  Ad  quam  eonelusionem  probandam  suppono 
primo,  omnem  figuram  dlteri  inscriptam  Uli  eui  inseribitur  minorem  esse, 
ejusque  latera  simul  juneta  lateribus  illius  cui  inseribitur  breviora.  2^.  sup- 
pono, omnium  triangulorum  orthogonorum  ilium  majorem  esse,  cujus  ambo 
latera  angulum  rectum  constUuentia  #•*"'  '^*^bus  reltqui  anguli 

orthogoni  angulum  rectum  emu^  'mus  et  allcrum 

reliquo  ipsum  respiciente  eai  eX  .^AX 


r 


tlietoriecli  -literftrisuli«  Abtlieilung. 


et  .cd.«.*  3*.  suppono,  proporilit  duahui  guantitnlibus  conlinuts  «  m^fart 
miijoreni  miiiorr  po$ee  reteeare(i).  Isla  paiei  es  ea  gued  quitibet  exceuut. 
fuo  una  qunnlitas  nliam  f:tcedil,  est  dieisibihs.  Sil  »uppaiilit  prob»  fwitim- 
slotiem  sie:  Etto  tnim  cirndns  .a.b.,  eujuf  cmlrum  iH  ,e.,  sUque  Iriaufoba 
orlhogonus  ,e  b  o,,  cujus  lalut  ,e.c.  til  equaie  drcurnffrenlinr  rirctäi  .».b.  i» 
rerlam  txtrtisnp.,  r(  retiquiim  latus  reelum  .e.b.  Sil  temiditimeler,  ttu  e^vole 
semidiametra  ciretiti  .».b.  Tunc  dien  irpingulum  ,G,b.c  eise  equalcm  rvyula 
a.b  (Kig.  li.)  Probolur  sie-  qvia  triangulus  .e  b.c.  nrc  e*l  major  nee  *^ 
minor  cireuln  .a.b.,  igilur  tibi  egiialis  ienet  consequenlia,  quia  omnet  gutn- 
lilaies,  quwum  «na  nun  est  major  nci-  minor  alia.  sunt  eqiiales,  Sed  proha 
aHlecedms,  et  ptimo  quod  Irinngulus  e.b  c  non  sil  minor  cire.ulo  .&  b  flam 
si  sie.  Iu«r  per  irrliam  supposilionem  a  rirriilo  .n.b.  /igura  major  IrianffUh 
.e  b.c.  possei  retecari.  sed  hoc  eH  fahitm:  nam  si7  ith  fiytira  poligonia  fqni- 
iaUra  et  eqmangulu  cireulo  insertpta  .f.g.h  i.kl.mii.,  a  cujus  ctniro  .«. 
Hnentur  linra  o.o.  prrpendifulnriier  super  laliis  .f.g.  (Fig.  13),  lunc  per  can- 
Hiisianrm  quintnm  jam  ante  demonitmlam  Hin  figiira  poligonia  et  octogonia  ent 
equahs  trianqulo  orlAogono.  cujus  alterum  hierum  reeium  angulum  conlinrti- 
Uum  Eil  eifUale  omiiHms  laleribus  illias  figurae  simul  Junrlix ,  rl  rrtiqitum  tst 
eguaie  linrae  perpeitdiailnri  ,a,o.  ;  sed  lalera  praedictae  figurae  simut  jmieln 
ctrcumfrrentia  circuli  in  reclam  extenso  sunt  breviora ,  ut  palet  per  secundam 
parlem  primae  supposilionis .  et  linea  .m.o.  nl  krevior  semidiametra,  igiliir 
IriangiiUis  (irlhngtinus .  nijus  dno  liilern  rrclum  onguhim  comrlituenliii  sunt 
eaedem  lineat,  est  minor  triangulo  orlhogono  .e.b.c  per  secundam  suppotitia- 
nem,  quem  seil.  Iriangulum  .e.b.c.  velles  esse  equnlem  etrculo  .«.b.:  quare 
etiam  sequitur  figurum  illam  poligoniam  a  eircuto  resecalam  non  esse  majorem 
triangulo  .e.b  c.  --  quare  Sequilar,  quod  circulus  .«.b.  non  est  major  triangulo 
.e.b.c.  quod  fuit  probandum.  Nee  polest  dici,  quod  triangulut  .e.b.c.  »ü 
major  cireulo  .ft.b.,  quia  sie  a  triangulo  .e.b.c,  possei  una  quantilas  major 
cireulo  .a.b.  resecari  per  3*".  suppositionem ,  sed  hoc  esl  falsum,  quia  si  sie, 
lUHC  resecetur  ab  eo  una  quanlilas  seu  unafigura  poligonia.  quae  sit  .a.p.q.r.s.t.T.x, 
qnae  si  esl  major  cireulo  .a.b.  potesi  sibi,  vel  equali  sibi,  esse  circumscripta, 
quam  tarnen,  si  est  eircumscripla  eirculo  .a.b.  probo.  quod  impossibile  esl.  ipsam 
esse  minorem  triangulo  .e.b.c  (Fig.  14)-  Kant  si  esset  minor  triangulo  .e.b.c. 
et  risicala  ah  eo.  sequerelur,  Iriangulum  orlhogonum.  cujus  alterum  hiterum 
rectum  angulum  consliluenlium  est  equnle  omniUus  laleribus  figurae  circum- 
scriplae  simul  juneiis  et  rrliqmm  lalerum  equule  linear  duelae  a  centro  ejus- 
dem  figurae  pfrptndieulaiiler  ad  unum  suorum  hiterum.  esse  minorem  triangido 
.<•  b.c..  i/uod  est  falsum:  tenct  ronsequenlia  per  quintam  conctusionem  peius 
dcmou.-lrnliim .   e.v   Co  quod  iste  triangulns  est  equalis  Uli  figurae :  falsitas  con- 

*  lli'i   ili'ii  bi'iilpii  letitcD   Dreiecken  sind  die  ßucbttaben  nicht  richtig  an- 
Ki<Hi)l<i'ii ;   i'B  aoll  wohl  hoiBBOn:   .c.a.f.  et  .c.d.a.     Uebrigena  ist  diese  Snppositiio 

häclitt  iibvrääsaig. 
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sequenlis  patei,  quin  omnia  laiera  figurae  circumscriplae  sunt  longiora  circum- 
ferenlia  circuli  inscripii  in  reciam  extensa^  ut  patel  per  secundam  partem 
primae  suppositionis ,  quae  quidem  laiera  omnia  figurae  circumscriplae  simul 
juncla  unum  de  laleribus  Irvmguli  equalis  Uli  figurae  poligoniae  angulum  reclum 
conlinenlihus  conslituunl,  el  reliquum  de  eisdem  laleribus  angulum  reclum  con 
stituentibus  esl  equale  semidiamelro :  igilur  per  secundam  parlem  secundae  sup- 
positionis  triangulus  lalis  orlhogonus,  qui  esl  equalis  figurae  Uli  poligoniae 
circumscriplae  circulo,  esl  major  Iriangulo  .e.b.c,  quare  eliam  figura  illa 
poligonia  circulo  sie  circumscripla  esl  major  Iriangulo  .e.b.c,  quare  sequilur, 
quod  non  esl  sibi  minor,  nee  ab  eo  resecata,  el  eodem  modo  arguerem  de 
quacunque  alia  figura  poligonia  majori  ipso  circulo»  Sic  igilur  probalum  esl, 
quod  triangulus  .o.b.c.  non  esl  major  nee  minor  circulo  .a.b.,  qtuire  sequilur, 
quod  Sil  equalis,  quod  fuit  probandum, 

7'.  conclusio:  quadratura  circuli  quinlo  modo  dicla  est  scibilis  el  sciia, 
demonslrabilis  el  demonslrala:  probatur:  demonslralum  esl  circulo  equalem 
triangulum  assignare ,  el  demonslralum  est  quadratum  equale  Iriangulo  invenire, 
igilur  demonslralum  el  scilum  est,  quadratum  equale  circulo  invenire:  tenel 
consequetilia ,  quia  quaecunque  sunt  equalia  inier  $e,  quicquid  est  equale  uni, 
esl  equale  alleri;  sed  antecedens  quoad  primam  ejus  partem  palet  ex  dictis, 
el  quoad  secundam  ejus  partem  palet  ex  ultima  secundi  Euclidis,  quae  dicit, 
dato  Irigono  eguum  quadratum  invenire. 

Ad  rationes,  et  primo  ad  raliones  ad  oppositum.  Illae  enim  probant 
inlenlum ;  verumtamen  (/)  ponenles  illas  raliones  ad  alium  inteliectum  intendebant 
de  quadratura  circuli,  el  ad  illum  inteliectum ,  Aristoteles  improbavil  Brissonem 
el  Antifonlem:  Brisso  forte  intendebat,  quod  esset  dare  quadratum  equale  cir- 
culo ,  cujus  omnia  latera  simul  juncla  essent  equalia  circumferentiae  in  rectum 
exlensae,  et  hoc  est  impossibile  sicul  dictum  esl  in  una  conclusionCy  quamvis 
eliam  ratio  Brissonis  bene  probet  quadraturam  circuli,  quamvis  non  ad  inlel 
leclum  Brissonis,  cum  hoc  tarnen  slal  et  verum  esl,  quod  major  illius  rationis 
non  est  universaliler  vera,  quia  angulo  portionis*  datur  bene  angulus  recli- 
lineus  major,  sicul  est  angulus  rectus,  el  angulus  rectilineus  minor:  non 
tamen  datur  angulo  portionis  angulus  rectilineus  equalis,  et  igilur,  quamvis 
verum  sit  quod  ratio  prima  concludil,  tarnen  major  illius  rationis  non  est 
universaliler  vera,  Simililer  dico  de  2*.:  quamvis  verum  sit^  quod  ipsa 
concludil,  tamen  illud,  quod  repulatur  esse  falsum  in  ea,  esl  valde  pos- 
sibile:  polest  enim  fieri  Iransitus  de  minore  ad  majus  transeundo  quodlibe^ 
punctum  inter  majus  el  minus,  el  nunquam  pervenire  ad  equale,  Verbi  gratia: 
aliguis  enim  angulus  rectilineus  est  minor  angulo  portionis  et  aliquis  est  major 


*  Unter  anguius  portionis  ist  der  Winkel  yerBtanden  gebildet  von  der  Peri- 
pherie und  einer  Sehne;  er  spielt  nebst  dem  angulus  conUngenUae  oder  etmtaduSt 
gebildet  von  der  Peripherie  und  einer  Tangente,  bei  Eaclid.  Cl 
späteren  Geometern  eine  wichtige  Bolle;  noch  ClaTisP  ^ 
Ausgabe  diesen  Winkeln  13  Folioseiten  (8.  IM— IIX 


habe,  welche  B'rRge  Chnslei  den  Worten  aof  8.614*  nach  bu  sclilii 

p  offene  betrachtet,  kann  mit  zieiolicher  Sicherheit  verneint  w(>rdeB*| 
Denn  nretena  würde  snr  Zeit  des  Albertus  de  Sasooia,  der  iior  etwa 
Jahre  jünger  war  als  Drad  wardinne,  eine  von  diesem  Leizteren  verfaeatAi 
Kieisquadratur  wohl  kaum  dem  Campann«  sngescbriebei 
und    zweitens,    was    noch    entscheidender   ist.    hat   Brad 

metrin  speculativa  (qninta  conulnsio  aesti  capitali  tflrtil 
tractatns)  selbst  eine  Kreisqnadratnr  gegeben  and  zwar  eine  anf  das  Vagr-, 
hUtniss  ^  gesttilzte  richtige  Quadratur.  Er  verwandelt  nach  dem  v<«i- 
ihm  citirten  Satse  deit  Archimedea,  dass  jeder  Kreie  einem  rechtwink^ 
ligen  Dreieck  an  Fläche  gleich  sei,  dessen  eine  Kathete  der  Umfang  deg 
I  und  die  andere  der  Radius  desselheu  sei,  den  Kreis  in  ciu  gleich 
is  Rccbteck  nnd  dieses  in  ein  QnadraL**  Endlich  mag  auch  noch  darauf 
aormerksam  gemacht  werden,   daes  Bradwardinus  nicht  dem  Franxta- 

angehört  hat;***  freilich  passt  jener  Titel  noch  weniger  anf 
Camp  au  US,    der    wieder    Erzhischof  war,   nach    dem    Pranziskancrorden 
Hugehörte.  +      Wir     glauben    also     difi    Frage    über    den     Ursprung    det 
sogenannten    Campan  as'schea  Quadratur    insoweit  als   entschieden    bo- I 
trachten    zu    dürfen,    als    dieselbe    nicht   den    Thomas  B  rad  wardinn*  ^ 
I  Verfasser   hat;    oh    dieselbe  nun  von  Campanns   selbst,    oder  von 

>ren  oder  von  einem  in  der  Zeit  zwischen  Campanns  nnd 
Bradwardiuus  lebenden  Autor  hiTrühie,  ist  nicht  mit  Sicherliei!  zu 
behaupten;  die  Thatsache  aber,  dass  Albertus  de  Saxon  ia  und  spAtere 
Autoren  sie  dem  Campanua  zuweisen  nnd  nur  eine  einüige  Qnelle  sie 
einem  Ungenannten  znerkennen  will,  spricht  eher  für  die  erstere  Ansiebt. ff 
Es  ist  nun  die  Abhandlnng  des  Albertos  de  Saxonia  eine  aus- 
führlichere Darstellung  der  von  Bradwardinus  in  seiner  Geometria 
specnlativa  gegebenen  Kreiaquadratnr;  Albertus  beweist  die 
Sätze,  die  Bradwardinus  nur  citirt,  und  fügt  noch  andere  hiuzn; 
ausserdem  gieht  er  eine  Uebersicht  tther  die  verschiedenen  Anffasanngen, 
die  sich  hezilglicb  dieses  Problems  geltend  gemacht  haben.  Wir  glauben 
aber  nicht,  dass  Albertus  jenes  Werk  des  englischen  Gelehrten  gekannt 

•  „Nach  dem,  was  wir  gesagt  haben,  wird  mau  vermuthen,  da«a  sie  eben- 
sowohl den  Namen  des  Bradwardin.  als  den  des  Campanus  führen  darf," 

••  Dies  führt  Cbaules  auch  an  S,  613.    Um  so  weniger  Bind  obige  Worte  tu 
begreifen;  wir  Termuthen,  dass  statt  „ebensowohl"  es  beissen  sollte  „ebenso wenig". 
"•  Vergl.  FabriciuB,  Bibliotb.  med.  et  inf.  latin,,  Bd.  I, 
t  Nach  Lib  ri:  Histoire  des  sciences  matb^matiques  eii  Italic ,  Tome  II  p.  49, 
war  er  Caplan  des  Papstee  Urban  IV.  und  Canonicu«  von  i'ariij. 

■H  Pitseus,  De  illuetribus  Angliae  scriptoribus,  pAg.  471,  ist  meines  Wissens 
ilerKrtte,  der  aus  diesem  „quodnm  aTckiepisr»j>o"  seineu  l.audßmann  Br.idwar- 
dinuB  machte;  Baleus,  Scriptorum  illustrlitm  mag.  Brytann.  catulogus,  dem  I'it- 
seuB  meistens  folgt,  nennt  unter  den  Werken  Bradwardin'n  keine  quiidTtituru 
ci'rcu/i. 


Laben  Gerbprt,  Adelbold  tod  Ulreclit  uud  Kranen  vf>n  Lüt- 
ticli»  bei  der  Bereclinung  des  Kreises  nud  der  Kugel  das  VerliSltniea 
M  M>gew«tidt,  aber  nur  der  Lelitere  hat  eicb  mit  der  eigeDtlichpD  Qua- 
dralnr  bescliüfligt,  ist  jedncli  zn  keinem  Ziele  gelangt,  da  ihm  die  Ver- 
wandlnog  des  Rechlecks  in  ein  Quadrat  Doch  nicht  bekannnt  war.**  Nach 
Franco  von  Lütlich  wird  als  nÄchster  Verfasspr  einer  Kieisquadratur 
genannt  CampanaB  von  NoT&rra  Diete  kurze  Schrift  findet  sieb  an 
mehreren  Orten  gedrnckt,  an  in  dem  Werke  von  Lncaa  Gauricus, 
betitelt:  „TetragnoieinuB,  id  est  circnli  quadratnra  per  Campanum,  Archi- 
medem  Syraciisaniira  alque  Uoetiiim ,  matbematicos  perspicaciBsimna  ad- 
iuventa.  Venetiis  160^";  von  Job.  Oesarius  •InliacenaiB  nebst 
,  «inigen  anderen  kleineren  Abhandlungen  unter  dem  Titel:  „De  quadra- 
tura  circnli  demonstratio  ex  Campano",  1507,  und  amSi^hlusse  derGeometria 
specuUtivB  des  Thomas  BradwardinuB  unter  dem  Titel;  „TrflcUtus  de 
qnadratnra  circuü  editux  a  qnodam  archiepiscupo  ordinis  fralmm  minoriim. 
PaiiB  1530."  Dieser  letztere  Titel  und  auch  der  Inhalt  der  Schrift  haben 
Zweifel  darüber  nufkoinmen  lassen,  ob  dieselbe  dem  Campanus  an- 
gehöre; allerdings  liesse  diese  Autorschaft  einen  bessern  Inhalt  erwarten, 
allein  (.'haNles***  ist  doch  vielleicht  in  der  scharfen  Verurtheilting  elwaa 
zu  weit  gegangen;  freilich  wenn  Campanns  in  seinem  Quadrate,  dessen 
Seite  5i  von  den  7  gleichen  Theilen  eine»  Kreisdnrchmessers  hat,  ein 
solches  gefunden  zn  haben  glaubte,  dessen  Fläche  gleich  derjenigen  das 
Kreises  sei.  so  hat  ÜhasleE  Hecht;  wenn  aber  Campanus  die  Qua- 
dratur des  Kreises  so  auffasste,  es  Bei  ein  Qnndrat  zu  finden,  dessen 
Umfang  gleich  demjenigen  des  Krelsea  ist,  so  hat  er  die  Aufgabe  bei 
Zugrundelegung  des  VerhältnisBeB  ^^  richtig  gelöst,  und  in  der  That  hat 
Albertus  de  Saxonia  eine  zu  gute  Meinung  von  den  Kenntnissen  des 
Campanus,  als  dass  er  ihn  der  ersten  Auffassung  fjthig  hielte,  er  citirt 
ihn  als  Denjenigen,  der  unter  Quadratur  des  Kreises  die  Auffindung 
eines  Quadrates  von  gleichem  Umfange  mit  dem  Kreise  verstand.  Das 
war  nun  allerdinge  eine  sehr  einfache  Aufgabe,  wenn  das  Verhttitnisa  S2 
fesigeBelzl  war,  und  von  diesem  Gesichtspunkte  ans  bleibt  die  Quadratur 
des  Campanus  immerhin  ein  schwaches  Froducl. 

Hass  die  Abhandlung  den  Thomas  Bradwardinns  zum  VerfasHer 


^^r  *  Vür  die  ersten  beiden  vergl,  Pez,  ..Thesniiros  unecdot.  nov.  Tom.  111.", 
nod  fUr  den  letzteren  die  Ausgabe  seiner  (Joadratura  durch  Winterberg  im  Sup- 
plemcnthefl  zum  27.  Jahrg.  der  Zeitscbr.  I'.  Math.  u.  Phja. 

**  Nach  Ziegelbuuer:  „IliRtaria  rei  literariae  0,  S.  Benedicti.  AugHburg 
und  Wfirtburg  1754",  Dd.  IV  S.  aOB.  bat  auch  Hermann  Contractus  eine  Ah- 
bdudluug  „De  quadratura  ciruuli"  gcBcbrieben.  Vergl.  auch  Cbaslvs  (deutsch  von 
Sobncke),  Üeschichte  der  Ueomutrie.  S.  S92 
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VerLHltnisa  von  ümfftng  zum  Durchmesser  soi;  «s  bleibt  ans  «Iso  nichts 
Andeiri^s  Übrig,  als  RnBanebmen,  die  beiden  mittelalterlichen  Mktbemaiik» 
baben  ans  dem  Cnnimentar  des  Thoon  (resp.  aus  der  Schriß  de* 
Zenndciros  Über  die  igoperimetHi^cheii  Figaren)  oder  aas  dem  V.  Buch* 
der  Collectio  des  Pappos  geschfipft.  Da  Pappos  das  ganse  Milttil- 
alter  hindurcb  von  keinem  mathemati sehen  Autor  citirt  wird,  so  wird  die 
Wsbrscheiolicbkeit  für  Theoo'B  Cnminenlar  zum  Ätmagest  am  so  grfisfler. 
Die  Abhandlang  des  Zeuodoros  über  die  isoperimetrischen  Figuren 
ist  nas  allerdings  aneh  noch  in  einer  Suhrift  eines  griechiscben  An»- 
nymns  nnter  deraeelben  Titel  erhallen,  welcher  nach  Theon  gelebt 
haben  mnss,  da  dieser  in  der  AbbandliiDg  citirt  wird.  Die«e  Schrift  i«i 
von  Hnltscb  ebeDfalla  in  seine  Pappos- Ausgabe  nurgenommen  und  mit 
einer  lateinischen  Uebersetzung  begleitet  worden."  Kiiie  solche  Ueber- 
setznng  war  aber  schon  im  Mittelalter  uml  zwar  im  13.  nd<T  spätesteoe  in 
der  ersten  BSifte  des  14.  Jahrhunderts  vorhanden  nnd  befindet  eich  jeUt 
noch  als  Mannseripl  im  Codes  F.  U.  33  der  Basler  U  n  i  versi  ISts- 
hibliothek.**  Wir  haben  diese  Handschrift  einer  genaueren  PrUfnog 
unterworfen  und  in  der  Tbat  in  ihr  die  wortgetreue  Uebersetznng  jener 
Abhandlung  des  griechischen  Anonymus  gefunden;  auch  die  Figaren 
stimmen  bis  aaf  wenige  kleinere  Fehler  mit  denen  der  griechischen  Schrift 
Uberein.  Es  ist  also  höchst  wahrscheinlich,  daas  auch  diese  Schrift  jenpn 
beiden  Malhemalikern  des  14.  Jahrhunderts  bekannt  war.  und  das«  jenes 
Ijibelina  de  corporibns  isoperimetris,  welches  Albertus  in  seiner 
Quadratnra  (s.  obeu  f?.  $8}  citirt,  diese  Schrift  über  die  iscperimeirischcn 
Figuren  war.*"  Dass  es  aber  nicht  diese  Schrift  allein  sein  kann,  die 
BradwardinuB  nnd  Albertos  zu  Gebote  stand,  zeigt  der  Umstand, 
dass  jener  Beweis  des  Satzes  von  der  Gleichheit  eines  Kreises  und  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks,  den  Bredwardinus  ebenfalls  kennt,  aber  nicht 
wiedergieht,t  in  der  Schrift  des  Anonymus  fehlt; tt  also  müssen  die 
beiden  Mathematiker  noch  andere  Quellen  gehabt  haben  .++t 

•  Bd.  Ui  S.  1138—1165. 

*•  Vergl.  Canlor,  Vorlesungen  über  Ueschichtc  der  Matheniatifc,  S.  G0&. 
Wie  Herr  Cantor  in  der  Zeitschrift  ßr  Math.  u.  Phys,  1876,  hii.t.-lit.  Ablh.  S.  79 
niittheilt,  wurde  er  zuerst  von  Herrn  Curtze  auf  dieses  Manuscript  aufmerksam 
gemacht. 

••*  EigenthflmUcher  Weise  citirt  er  den  Satz  über  die  Kugel,  statt  den  ent- 
sprechenden über  den  Kreis. 

f  „Quoniam  eam  danonstrare  requireret  majorem  traclaiutii  quam  sit  i:<tud 
capitulum. 

t+  Der  Satz  ist  nur  citirt.    Vergl.  Hultach,  Pappos -Ausgabe,  3.  Bd.  S,  1161. 

+tt  Thomas  BradwHrdinus  war  ohne  Zweifel  ilL-r  Belliststündigere  Arbeiter 

als  Albertus   de  Saionia,   was  schon   seine  Leistungi^n   über  die  Stemvielecke 

beweisen;  dennoch  glauben  wir  nicht,  daas  die  isoperiniet riechen  Sätze,  die  Brad- 

wardinua   im  5.  Cap.  des  II.  Tractatus   seiner  (ieometriu   speculativa   aufstellt. 
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hat,  sonst  hätte  er  wahrscheinlich  Beinen  Namen  nicht  veracbviegen ,  wie 
er  jn  in  der  That  fl1t<^r«  (Campanae)  nnd  sogar  die  Sltesten  Mathe- 
matiker citirl.  die  sich  mit  diesem  Problem  beschKrtigt  baben ,  wie  Anti- 
phon und  Brysüo.  Beide,  Bradwardinas  und  Albe.rtus,  nehmen 
"U.  als  Am  genaae  VerhältniBS  dee  Kreieumfanges  zum  Durchmesser  an, 
waH  beim  Ersteren  um  su  mehr  anffHllen  muss,  als  er  in  seiner  Quadra- 
tur die  Schrift  des  Archimedes,  „De  roeuBura  circuli"  citirt.  Es 
rührt  uns  dies  au i'  den  Gedanken,  Bradwardinus  habe  diese  Schrift 
selbst  nicht  gesehen,  sondern  jene  Citate  aua  Archimedes  auf  indirec- 
tera  Wege  erballen.  Welches  ist  nun  aber  diesn  indirecte  Quelle?  Die 
Antwort  hierauC  findet  sich  nach  unserer  Ansicht  in  dem  von  Albertus 
gegebenen  Beweise  den  oben  schon  Hdgeftihrten  Satzes,  dass  jeder  Kreis 
gleich  einem  rechtwinkligen  Dreieck  sei  etc.  Dieser  Beweis  ist  im  Princip 
derselbe,  den  schon  Archimedes  in  seiner  Kreisrechnoag  sehr  kurz 
und  demnach  nicht  leiclit  verständlich,  nach  ihm  aber  ausführlicher  Ze- 
Dodoros  gegeben  hat,  und  der  dann  aus  der  nicht  mehr  vorhandenen 
Schrift»  des  Letzteren  in  die  CoUectio  des  Pappos  (V.  Buch)*«  und 
in  den  Commentar  desTbeon  vou  Alexandrieo  zum  AI  magest  des 
Ptotemäos'^«  übergegangen  ist.  Der  Unterschied  zwischen  dem  Be- 
weise des  Albertus  und  demjenigen  des  Zenudoros  besieht  hing  darin, 
dabs  Albertus  das  etwas  schwierige  Lemma  (Pappos-  Ausgabe  von 
Uultsch,  ;}.  Bd.  S.  llS.'i),  welches  beweisen  soll,  dass  man  durch  f'ort- 
ge^etzie  Verdoppelung  der  Seilenzabl  des  umgeschriebenen  Vielecks  end- 
lich zu  einem  solcbeu  gelaugt,  dessen  Fläche  klein<-r  ist  als  diejenige 
eines  den  Kreis  an  Fläche  iibertrett'cnden  Rechtecks  oder  rechtwinkligen 
Dreiecks,  durch  den  Urundsatz  ersetzt:  ,. Propusüis  ihialms  quanlitalibiin 
raiiHnuis.  ii  majurc  majmi'm  (/mrli-iii)  inintirf  posse  rescraii."  (Wenn  man 
zwei  stetige  Grössen  hat,  so  kann  von  der  grösseren  stets  ein  Thoil 
weggenommen  werden,  der  grösser  ist  als  die  kleinere  Grosse.)  Wir 
können  nicht  wcibl  anuehmen ,  Albertus  habe  diesen  schönen,  aber 
keineswegs  leichten  Beweis  selbstständig  gefunden,  es  wäre  höchstens 
denkbar,  er  halie  ihn  aus  dem  kurzen  Beweis  der  Archimed'schen 
Kreisrechnung  reconslrulrt.  Allein  wir  haben  schon  einmal  darauf  hin- 
gewiesen, dass  es  höchst  nn wahrscheinlich  sei,  dass  die  Arcbimed'schc 
Kreisrechnung  den  beiden  Mathematikern  Bradwardinus  und  Alber- 
ms  vor  Augen  gelegen  habe,  sonst  hätte  wohl  auch  der  eine  oder  an- 
dere  von    ihnen  darauf  aufmerksam  gemacht,   dass  ^  nicht  das  genaue 


uBgabe  von  üuU»ch,   1.  Bd    S.  3U9      336. 
•"  Baseler  Ausgabe  vom  Jahre  16.18,  S.  11—17.    Eine  lateinische  üebersetz- 
ung   dieser  Abhandlung  giebt  Hultach  in  seiner  f'nppos- Ausgabe,   3.  Bd.  S.  HBa 
bis  1211.  " 

^L  »»>.-'«.  Ablble-  d.  ZaiUcbt.  t.  M.Ui.  b.  Phji.  XXIX.  S. 


Hecensionen. 


I  der  Beaohiohte  der  Potentialtheorie.     InaagaraldJBsertnt 
Mas  Bal'habaoii,    Aeeislerit    lür  Mathomalik    nnd    Physik   »a    det 
kÖDigl.  Kreifircalsclmle  in  Würzbnrg.    Würzburg.  Druck  der  Thein- 
Bchen  Drnckerei.     1883       IV,  78  S. 
Unseres  Wisseas    bat  der  Verf.  mit  voTliegeoder  Schrift  auch  einen 
von  der  pbilosophiscben   FacultSt  der  UnWerBilSt  Würzbnrg  auEgeset8leii 
Preis  gewonnen.     Wir  kSnnPii,  wenn   diesR  Annahme  antrifft,  dem  Gut- 
achten   der  PreiHfichlPT    oor    zustimmen,    denn    ee   ist   in    der  That  ein« 
tUchtige    Arbeit,    mit    welclipr    wir    e§    au    Ibun    haben.     Die    Lphre   vom 
Potential  ist  eine  nngemcin  urnrnsfiendp  und  greift  in  die  verEchiedenGien 
Gebiete    ein,    es    war   also  gewiss  nicht  leicht,    die  Theorie  sammt  ihren 
manoichfaltigen  Anwendungen  so  darzustellen,  dass  ersteoB  Im  geschicht- 
lioken    Aufbau    sieb    keine   Lttcke   nachweisen   lieee,    und    aweiteuB   ein« 
Uebprsicbt  des  reicbbaltigeu  Stoffes  ermöglicht  wurde.  Beides  zu  erreichen, 
ist  aber  dem  Verf.  wohl  gelnngeu. 

In  der  Einlettniig  wird  gezeigt,  wie  ans  dem  Newton'scben  Attrac- 
tionsproblem  dnrch  einen  glücklichen  Griff  Lagrange's  der  Begriff  des 
Potentials  eich  herausbildete.  Hieranf  wird  die  eine  Zeit  lang  aufrecht 
erhaltene  Gegenfiberstellung  von  „Potential"  und  „ Potential fnnctioQ" 
erörtert  und  abgelehnt,  §  3  beacbäfttgt  sich  mit  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung 

welche  Laplace  zuerst  in  diese  Form  brachte,  während  Poisson  die 
wichtige  and  durch  einen  dreifachen  Beweis  erhärtete  Bemerkung  machte, 
dase  für  einen  innerhalb  der  wirkenden  Masse  gelegenen  Puiikt  rechts 
vom  Gl  ei  chheits  seieben  —  4«p  an  die  Stelle  von  0  zu  treten  habe.  Man- 
cher Leser  wird,  wie  Referent,  zn  seinem  Staunen  ersehen,  welch'  mäch- 
tige Literatur  durch  dieses  Laplace- Poissou'sche  Theorem  ins  Leben  ge- 
rufeu  worden  ist.  Weiter  schildert  der  Verfasser  die  Untersuchungen,  welche 
das  erste  und  zweite  Differeulial  des  Körperpotentialu  behandeln  und  damit 
für  die  Ansnabmepunkte  und  Ausuahmelinien  dieser  Function  die  Regeln 
aufstellen.  Bis  hierher  bezog  sich  das  Potential  Ausschliesslich  auf  Gebilde 
von  drei  Dimensiouen,  die  Elektrostatik  liat  aber  dazu  geführt,  auch  Flachen- 
potenlisle   in  Betracht  zu  ziehen.     Dei  Gteeu'acW  L.e\i\6».U  beherrscht 
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beide  Namen  neben  einander  gebraucht  wurden.  Oder  es  wttre  möglich, 
dass  der  Uebersetzer  unserer  anonymen  Schrift  hier  zum  ersten  Mal  auf 
den  Namen  Archimedes  gestossen  wäre,  in  demselben  den  durch  die 
Araber  bekannten  Archimenides  vermuthet  und  diese  arabische  Be- 
zeichnung als  die  vermeintlich  richtige  der  als  fehlerhaft  vorausgesetzten 
griechischen  substituirt  hätte ;  aus  Versehen  kögnte  dann  einmal  der  Name 
Archimedes  stehen  geblieben  sein.  Die  definitive  Erledigung  dieser 
Frage  steht  übrigens  J[^ei  Denjenigen,  die  mit  der  Ausdrucksweise  ara- 
bischer mathematischer  Schriften  vertraut  sind,  was  bei  uns  nicht  der 
Fall  ist;  haben  die  Araber  ein  besonderes  Wort  für  Radius,  so  wäre  die 
Frage  zu  unseren  Gunsten  entschieden;  nennen  sie  aber  den  Radius,  die 
Griechen  nachahmend,  die  (Linie)  aus  dem  Centrum,  so  wäre  es  immer 
noch  möglich,  dass  jene  Uebcrsetzung  nach  dem  Arabischen  gemacht 
wäre;  dann  hätten  wir  aber  in  dem  Basler  Manuscript  jedenfalls  ein 
einzig  dastehendes  Beispiel  der  Correctheit  einer  Doppel  Übersetzung  und 
zwar,  was  eben  das  Merkwürdige  wäre,  einer  durch  das  Arabische  ge- 
gangenen. * 


*  Wir  fanden  nachträglich,  dass  in  der  Campanu8*8chen  Enclid-Ueber- 
setzung  der  Radios  des  Kreises  bald  mit  semidiameter,  bald  mit  (linta)  quae  e 
centro  wiedergegeben  ist,  so  dass  dieser  Punkt  für  die  Erledigang  der  Frage  nicht 
entscheidend  sein  kann;  auffallend  bleibt  aber  immerhin  die  wörtliche  Ueberein- 
stimmang  der  lateinischen  Uebersetzung  mit  dem  griechischen  Text 


Recensionen. 


AfarÜH  der  OwoMclite  der  Fotentialtlieorie.     InangnraldiBsert&tian    voo 

Mas   Bacuabach,    Aäsislent    lür  Matliemniik    nod    Physik    an    der 

bfinigl,  Kreisrealschnle  in  Würzburg.    WiirEbnrg,  Druck  der  Theia- 

Bclien  Drnckerei.      1883      IV,  78  8. 

Unser^H  Wisaens    hat  der  Verf  mit  vorliegeoder  Schrift  auch  einen 

von  der  philosophischen   Faeult&t  der  Univpreilät  Wilrzburg  Busgeeetatea 

Preis  gewonnen.     Wir  köunpn,  wenn  diesP  Annahme  antrifft,  dem  Gut- 

Bebten    der  Preisricbter    nnr    zuHtiramen ,    denn    ee    ist   in    der  That  eine 

tUcbtige   Arbeit,    mit   welcher   wir   es    zu   thuo    haben.     Die    Lehre    Tum 

Potential  ist  eine  ungemein  umfassende  nnd  greift  in  die  verEchiedenEleo 

Gebiete   ein,    es    war  also  gewiss  nicht  leicht,    die  Theorie  üammt  ihren 

manoichfaltigen  Anwendungen  bd  darznetellen ,  das«  erstens  im  geschieht- 

liolten    Aufbau    sich    keine   Lücke   nachweisen   liess,    nnd    zweitens    eine 

Üebersicht  des  reichhaltigen  Stoffes  ermöglicht  wurde.  Beides  an  erreichen, 

ist  aber  dem  Verf.  wohl  gelungen. 

In  der  Einleitung  wird  gezeigt,  wie  ans  dem  Newton 'sehen  Attrac- 
tionsproblem  durch  einen  glücklichen  Griff  Lagrange's  der  Begriff  des 
Potentials  sich  herausbildete.  Hierauf  wird  die  eine  Zeit  lang  aufrecht 
erhaltene  Gegen üherstelluDg  von  „Potential"  und  „Potentiatfnnction" 
erörtert  nnd  abgelehnt.  §  3  beschäftigt  sich  mit  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung 

welche  Laplace  zuerst  in  diese  Form  brachte,  während  Poisson  die 
wichtige  und  durch  einen  dreifachen  Beweis  erhärtete  Bemerkung  machte, 
dass  für  einen  innerhalb  der  wirkenden  Masse  gelegenen  Ponkt  rechts 
vom  Gleichheitszeichen  —  4np  an  die  Stelle  von  0  zu  treten  habe.  Man- 
cher Leser  wird,  wie  Referent,  zu  seinem  Staunen  ersehen ,  welch' mäch- 
tige Literatur  durch  dieses  Laplace- Poisson'ache  Theorem  ins  Leben  ge- 
rufen worden  ist.  Weiter  schildert  der  Verfasser  die  Untersuchnngen,  welche 
das  erste  und  zweite  Differential  des  Körperpoteotial»  behandeln  und  damit 
für  die  Ausnahinepunkte  nnd  Ansnahmelinien  dieser  Function  die  Regeln 
aufstellen.  Bis  hierher  bezog  sich  das  Potential  ausschliesslich  auf  Gebilde 
von  drei  Dimensionen,  die  Elektrostatik  liat  aber  dazu  geführt,  auch  Flachen- 
poteatUle  in  Betracht  zn  ziehen.     Der  Gveea'scbe  Lehrsatz  beherrscht 


pÜBses  Capitel,  nod  nm  ihn  drehen  eich  denn  auch  hRiiptaftchlich  die  Adb- 
fährungeo  des  §  5,  welche  aach  «aF  die  alletDeueateD  Arheitea  reo  Paci 
und  lieim  Rücksicht  nehmen.  DaüLinieo-  iiüd  PaDklpotenlikl  wird 
seioer  Einfachheit  wegen  nur  ganz  summarisch  abgehaadelt,  während  §  7 
.wit*<ler    BDErUhrlicher   hei  Green,    W.  Thomson    and    Hansa    verweilt, 

t' welch'  Letzterer  durch  seine  Studien  üher  den  Erdmagnetismus  selbst- 
fländig  BU  den  aul  ganz  anderem  Wege  erlangten  Ergebnissen  der  eng- 
lischen Analytiker  kam.  Namentlicii  der  „Gauss'sche  Satz  des  arith- 
metischen Mittels",  wie  ihn  Carl  Naumann  epBter  nannte,  bildete  in 
den  Hunden  seines  Erfinders  ein  kräftiges  Hilfsmillel  zur  Entdeckung 
nener  Wahrlieiten,  Die  llnrütellung  geht  nun  über  zn  der  fnnctiunen 
theoretischen  Begründung  der  Poientiallheorie,  wie  sie  namentlich  an- 
gestellt wurden,  um  für  ein  gewisses  Integral  die  Existenz  eines  Mini- 
mal werthes  streng  xa  erweisen,  nachdem  Green  dieselbe  onr  mittelst 
einer  eigenthümlichen,  aber  mehr  physikalischen,  denn  mathematischen 
Ueberlegung  erschlossen  hatte.  Natürlich  wird  auch  des  Dirichlet- 
schen  I'rincips  und  der  Bedenken  eingehend  gedacht,  welche  sich  gegen 
die  in  jenem  gelegene  Elineintragnng  der  Variationsrechnung  in  die  vor- 
I.  Eine  wichtige  Anwendung  der  allgemeinen 
0  der  ,. äquipotentialen"  Massenvertheilnng. 
wird ,  durch  Lipschitz,  Stahl,  Bruus 
die  Uednctionstbeoreme  von  Ivory  (hesser  von 
ind  Gauss  entwickelt  worden  ist.    Damit  ist  denn 


würfige  Erage  erhoben  habe 
Sktze  bildet  die  Lehre  v< 
welche,  wie  hier  dargeCha 
u.  6.  w.  im  AnsciiluBS  i 
Laplace),  Chasles 


Et 


;h£te  Para- 
id  verfolgt 
rschiedensten  Zweigen, 
Darstellung,  welcher  sich 
musste,  hält  es  schwer, 
zu  richten  1  doch  sei  als 
n  gedacht,  dass  das  erste 
claurin  (1742) 
ste  Verwendung 


hereils   ein    halbwega    physikalisches  Gel 

graph    ist  speciell    dem  Poleniial   in   der  Physik    gewidi 

das  Auftreten  dieser  wichtigen  Functiim  in  d 

Angesichts  der  äuuHcrst  coucieen,  ja  gedrüngti 

der  Verf   wohl  ans  äusseren  Gründen  hefleiss 

anf  besondere  Einzelheiten  die  Anfmerksamkeit  zu 

Beleg  für  griindlicbes  historisches  Studium  dessen  g 

Anftreten   der  Niveanflachen  in  der  Hydrostatik  bi 

,niid  bei  Clairaut  (1743)  nachgewiesen,  und  dass 

Ausdrucks  .,n>  polriiliulis"  den  Baaler  Mathemattkern,  namentlich 
Daniel  Bnrnoulli  zugeschrieben  wird ,  von  welch'  Letzterem 
ihn  einer  gar  nicht  unwahrncheinlichen  Vermnlhung  des  Autors  zufolge 
Gauss  entlehnte.  Die  „Green'sche  Belegung",  welche  Helmholtz 
fflr  seine  Theorie  der  Luflschwiugnngen  und  W.  Thomson  für  seine 
die  gesammte  Geophysik  beherrschende  Definition  der  centrobarischen 
Massen  verwerlliete,  wird  als  ein  schneidiges  Instrument  der  neuereu 
mathematischen  Physik  charaklerisirt,  namentlich  nachdem  ihr  Helm- 
holtz, C.  Neumann  n.  i.  die  „Doppelbeloguug"  zur  Seito  gestellt 
haben.  Bis  hierher  reicht,  wenn  diese  Bezeichnung  gestattet  ist,  die  Priu- 
cipienlebre,  denn  jetit  weadat  sich  d«r  Vatf-  duBfc 


I 


lytischen  Methoden  zn  Bebildern,  durch  deren  Mitwjrfcnng  FotentiaUnr- 
gaben  gelöst  werden.  Dies  sind  die  Kngel-  and  CflinderfonclioDeD 
welcb'  leUtere,  heitXufig  bemerkt,  nicht  erst  yhu  Bessel,  sondern  nacb 
Maggi  bereits  von  Bernotilli  nnd  Enler  der  AnalysiB  di 
macht  norden  sind  — ,  die  krummlinigen  CooTdiniitt>a6yEteme 
msnn'sche  Verfahren  des  arithmeliscbeD  Mittels  u.  s  w.;  au 
wir,  fTiT  welche  Körper  and  Flächen  die  BeatimmuDg  des  Potentials  hffrcits 
endgillig  dnrchgeführt  worden  ist.  Einem  hesondern  ParRgrB|ihen  blieb 
die  Methode  der  S[>hjirischen  Spiegelapg  (Trans forma lion  doreh  reciprokA 
Radien)  vorbehalten;  Gleiches  gilt  ancb  für  ds«  „cylindrische"  oder  nach 
neuerer  Terminologie  „logaritbmischc"  Potential,  das  planare  Analogon 
des  OravitationspotentiaU,  dem  allerdings  erst  Neu  man 
Anerkennung  seiner  Gleichberechtigung  verhelfen  hat-  Den  Beschlnas 
line  Uebersicht  über  die  neueren  Versuche,  den  Begriff  dea  Po', 
tenlials  sowohl  auf  eine  ebene  Mauaichfaltigkeit  von  n  DimeuBionen ,  «li 
ancb  auf  dreidimensionale  Bänme  von  nicht  verschwindendem  Erümmnngs- 
maasae  auszudehnen. 

Jedem  Abschnitte  ist  ein  die  Citate  nnd  näheren  Nachweisangen 
enthaltender  Anhang  beigegeben,  nnd  diese  Anhfinge  geben  dem  Verfasser 
»olle  Gelegenheit,  seine  in  hohem  Grade  anerkennenswerthe  Literatar- 
kenntnisB  zn  bethüligen.  Referent  ist  nur  in  einem  einzigen  Falle  einen 
kleinen  Nachtrag  (an  S.  62)  zn  liefern  in  der  Lage:  der  exidicite  Ana- 
drnck  für  die  Kraft,  mit  welcher  ein  homogenes  Parallelepipedam  auf 
einen  ausserhalb  gelegenen  Pnnkt  wirkt,  ist  zuerst  dnrch  v,  Frieeacb 
in  den  Verhandlungen  des  steiermürkischen  natnrforschendcn  Vereini 
aufgestellt  worden.  Für  junge  Maiheraatiker,  welche  selbslsländig  das 
weite  Feld  derPotentialtheorie  bearbeiten  wollen,  ist  die  Bacbaracb'scho 
Schrift  besonders  scbülzbar,  denn  in  ihr  tinden  sie  über  etwaige  Vor' 
arbeiten  gewiss  jeden  nnr  wfinscbbaren  Anfschluss. 

Ansbach.  Dr.  S.  Gi^NTHKR. 


Röcräatiom  matliämatiqaea  parM.  Eduuard  Lücab.  II.  Paris,  Gaathie 
Villsrs,  Iiuprimeur  Libraite.  J883.  245  S. 
Die  erste  Abhandlnng  dieses  interessanten  Werkes  ward  von  ans 
bereits  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Pbjs.  besprochen.  Was  die  zwaite, 
nunmehr  vorliegende  anlangt,  so  worden  in  ihr  gewisse  Spiele  ans  älterer 
nnd  neuerer  Zeit  erörtert,  deren  Wesen  einen  unleugbar  mathematischen 
Charakter  trägt;  selbstverständlich  Bind  wesentlich  Combiuatorik  und  Ana- 
hjtit  iiius  diejenigen  DiscipHnen,  welche  bei  der  Fragestellung  und  b«i 
der  Ijöenng  der  Aufgaben  in  Betracht  kommen.  Den  Beginn  macht  Jens 
Abart  des  Dauienbrettspietes,  welche  in  Frankreich  den  Namen  ,.Qui per4 
ffi^ie  ;  iu  Süddeutsebluid  den  etwa«  pmaauehen  Nkman  ^tSteinfreasen** 


i'fiUiTl.     E<i  folgt  (las  Doi 

gelaogende  ZMwerÜH' 

leLrt   Kodann    die    Steine 

„magische"  und  „teufli 

gewisse  KAthgelfrag(!ii ,    ' 

coDHtrnirt  eine  elpganie 

g<!Setzt    BUS    14  Eiozelquadraleti, 

Hüben    Zahl    erfüllte    Kiozchelli^] 

Reiss'scbe  Problem  belisnddl,  . 

Steine   im  Sinne    der  Spielregel 

das  Dominoepiel    GchlieBst  sieb    g 
f  siebens   (..k  jcii  de  miirelte").    A< 
^den  „Tnstien"    des  Ovid    zw  tiiideii  glaubt, 
nge    von  Ab-    und  Unterarten,    dei 


U.  A.    wird    bierber    gerechn' 

!  ,ft  louf  (Wolf  und  SchftHfe); 

[^netn  Brette  von  ()i)*  Feldern  dui'ul 


f  den  StetneQ  taia  Ausdruck 

r  Verf.    drei    fundamentale  Sätze   beweiBt.     Er 

!U  Figuren    zusammen  zusetzen .    welche   er   als 

lie"  Dominos  bezeichnel,   behandelt  algtibraistb 

lebe    sich    auf  das  Dominospiel  beziehen ,    und 

Ölfeckige  Figur  aus  IJominosteiuen  ,  zusammeu- 

Iralen,    deren  jedes  wieder  vier  mit  der  näm- 

chelli^u    aufweist.      NaIUrlicb    wird    aucli    das 

wie  oft  sfimmtHche 

idergereibt    werden  können.     An 

natürlich   an    das  Spiel  des  Müble- 

erste  Andeutung    Herr  Lncas   in 

Von  diesem  giebt  ew  eine 

I   jede  einzeln  besprochen 


die    hübsche   Unterhallung  ..eiilre 

PS  handelt   sieb    ilabei    darum,    auf 

n  einer  bestimmten   Farbe  angebn- 

nn    derselben    Farbe   derart   einzu- 

lieb  jedwede  Bewegung  unmöglich 

dieses  Spielea  ist  keineswegs  eine  so  leichte, 

ersten   Blick    auzunebmen    geneigt    sein  könnte, 

cksichligenden  Möglichkeiten  eine  sehr  grosse 

nser  Autor  zu  dem  .,Jeu  'le  puri/iiiu",  dessen 


nach     bereite    l'Ür    die 


aikbtidet 


llem    Ansehe 
ssgebeud 

I  des  vorigen  Jahrhunderts  bearbeitet  hat.    Man  hat  h*  Quadrate, 

i  jedes    durch    eine  Diagonale  iu  eine  schwarze  und  in  eine  weisse 

Hälfte  gelbeilt  ist;  es  ist  die  Frage,  wie  man  diese  Quadrate  so  susam- 

menstellen    könne,    dass  sich  symmetrisch«  Fignren  aas  deu  verschieden 

gefärbten   Tbeilen    ergeben.      Es   lag    füt   den    Verfasser   der   originellen 

,,Theorie  der  Gewehe"*  nahe,  die  Cunstruoliou  der  Parketböden  mit  den 

^^L^Knallagmatisuben  Quadraten"  Sylvester's  in  organische  Beziehung  zm 

^^Hhitzen    und    dabei   auch    auf   die   schönen    Mosaikurnamcnte    einzugehen, 

^BÄeren  Theorie  man   Laisaut  und  Catslan  verdankt. 

^^t  Während    die  Spiele,    von    welchen    wir   bisher    zn  sprechen  hatten, 

^H  wesentlich  einen  combinalorisuben  Austrieb  hatten,  betreten  wir  mit  dem 

^^^tt,  fasse  -  lälc  chmois"    mehr   ein  geometrisches  Gebiet,     Man  stellt  sich  die 

^^Hknfgabe,   geometriscbe  Figuren  ohne  Aenderung  ihres  Flächeninhalts  iu 

^^F  *  Diese   wirklich  geiitreiche  Anwendung  der  Zabk'ntheurli.'  -.uit  ui^ninftritche 

JPragen  ist,  «aweit  uns  bekannt,   in  DeutBchJanil  nur  zu  ^iTiri.'  .■  ^'i:- 

langt.      Bis    sich    vielleicht   einmal   ein   Uebersetucr  f<li 
teasuti"  (Turin  1876)  findet,  verweist  Beferent  auf 

^^    13.  Jahrg.  der  Zeitachr.  f. 


tndere  Fignteu  von  Torgesebriebener  Gestalt  nrnsuVKodelii ,  eine 
mit  deren  LöKUDg  man  oacb  Angonitia  berptts  zar  spXtrö mischen  Zeit 
den  jugeodlichen  SchArfsiDD  zu  wei:keD  aod  zn  etärken  liebte.*  Ga 
r,  unter  den  manDicbraltigalen  und  —  für  den  Rerereoten 
wonigsleos  —  tbeilweisc  gani  neuen  Namen  ZerlegwDgsprobleroe  aller  Art 
vorgeführt,  die  unbedingt  in  deu  elementargenmelriRcbcn  Unterricht  anF- 
g«>ni>minen  ao  werden  verdienen,  Insbeeondere  machten  «ir  auf  die  eefadna 
OonstriictiiiDsaufgabe  aufaieiküam  macben:  Ein  rcgplmäEBigee  Fünfeck  so 
in  sieben  Fläcbenstiicke  zu  zerlegen,  dasti  diese,  gehörig  ziiünuimeugeBelxt, 
eiü  —  dem  Fünfeck  mithin  ttäcbengleidies  —  Quadrat  liefern.  Hier  findet 
auch  da«  neitc  Parndoson  seine  Stelle,  welches  in  dem  geometrischen  Be- 
weise der  Relation  64  =6&  gipfeil;  der  Verf.  zeigt,  wii:  die  AurklXrnag  des 
Fehlers  anf  die  Reibe  von  Fibonacci- Lam^  (0,  1,1,2,3,5,$,  13,21,...) 
und  auf  den  Kettenbrncb  1 :  (1  +  (1  -  (I  +  - . .  führt,  ducb  bfttt«  er  diesen 
Abschnitt  noch  etwas  reichhaltiger  gestalten  können,  trenn  er  anf  die  in 
dieaer  Zeitschrift  veröffentlicbte  Arbeit  V.  Scblegel's  Bezug  genommen 
haben  würde.  Ein  dankenswerlber  Anhang  zn  diesem  Capitel  haadell 
Unmöglichkeit  der  Kreisquadrstnr  nnd  den  dieselbe  gewSlii- 
]«latenden  neneren  Untersuchungen  von  Her  mite- Lindemann  Wie- 
dernm  einen  Sammeltitel  reprSseDtirt  die  nächstfolgende  Anfi<chrift  „Zcv 
Jevx  de  demoiselles",  deren  Grnndzng  in  der  Einbesclireibnng  gewisser 
balbregelmäüsiger  Sternpolygone  in  einen  Kreis  betteht,  «Sliieud  jedoch 
diese  Conetmction  nicht  sowohl  geometrisch,  als  vielmehr  durch  Bildang 
gewisser  Permntationen  zn  erfolgen  hat.  Eine  wesentlich  analoge,  jedoch 
in  der  AusfUhrnng  noch  ungleich  schwierigere  Problemstellung  ist  die 
der  Tarnknnst  entnommene,  mit  welcher  sich  NSgelsbacb  im  Erlanger 
Gymnnsialprogramm  fQi  I87S  beacbXftigte.  Von  der  Ebene  zum  Räume 
sehen  wir  uns  emporgeführt  in  dem  englischen  Spiele  .,The  Travellers 
Dudocahedrutt".  welches  keinem  Geringeren,  als  dem  berühmten  Erfinder 
der  Qualernionenrechnnog,  SirRowan  Hamilton,  seine  Ent«tehnng  ver- 
dankt; dasselbe  giebt  Veranlassang  zu  mancherlei  interesHanten  Excursen 
in  die  Lehre  von  den  regelmässigen  Sternpoljedern  fiberbanpt,  und  nament- 
lich das  Ikosaeder  ist  es,  auf  welches  Herr  Lucas  die  von  Hamilton  für 
das  Dodekaeder  entworfenen  Spieliegeln  anszndehnen  «eise.  Es  mnss 
Jedermanns  Interesse  erregen,  wenn  er  sieht,  wie  sich  hier  ein  für  die  ge- 
sammte  Ranmwelt  charakterislisches  Gesetz,  nämlich  dasjenige  der  Hua- 
litüt  oder  Reciprocität,  in  den  Dienst  des  Erfinders  stellt,  um  neuere  nnd 
man nicb faltigere  Spiele  des  Geistes  und  der  Combinationskraft  zu  ersinnen. 
Einige  rein  mathematische  Noten  bescbliessen  das  Ganze.  Die  eine 
behandelt  die  Kriterien,    mittelst  deren  die  Theilbarkeit  oder  Nichttheil- 


*  Uuter  dem  Namen  „  Loculu$  Arckiviediug"  wird  dos  i^leicbe  Spiel  bekannt- 
sei  e»  mit  ßecbt,  sei  es  mit  Unrecbt  —  »ni  kxcbiia&d  lutSckeefOhrt. 
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barkeit  einer  Zahl  von  der  Form  (2'"  — 1)  je  nach  dem  Charakter  der 
Zahl  m  erkannt  werden  soll.  Eine  zweite  ist  einer  näherungsweisen 
Rectification  des  Kreises  gewidmet,  eine  dritte  beleachtet  den  Hamil* 
tonischen  ^,Calcul  icosien^\  welcher  den  von  Laisant  gegebenen  Auf- 
schlüssen zufolge  eine  Rechnung  mit  Operationssymbolen  fUr  die  Wurzeln 
der  Einheit  darstellt.  Auch  zu  der  ersten  Abtheilung  der  „Recr^ations** 
werden  einige  Notizen  und  Verbesserungen  nachgetragen. 

Wir  können  zum  Schlüsse  dieser  Anzeige  nur  unserer  Befriedigung 
darüber  Ausdruck  verleihen ,  dass  es  dem  unermüdlichen  Autor  im  Verein 
mit  der  berühmten  Verlagsfirma  gelungen  ist,  dieses  durchaus  eigenartige 
Werk  zu  schaffen ,  dem  wir  in  Deutschland  recht  viele  Leser  wünschen 
möchten. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 


Handbuch  der  Klimatologie  von  Dr.  Julius  Hann,  Director  der  meteo- 
rolog.  Centralanstalt  und  Professur  an  der  Universität  in  Wien 
etc.  etc.     Stuttgart,  Verlag  von  J.  Engelhorn.     1883.     X,  764  S. 

Treffliche  Lehrbücher  der  Meteorologie,  die  den  vollen  Wissensstand- 
punkt ihrer  Zeit  zum  Ausdruck  bringen,  giebt  es  in  grösserer  Anzahl; 
es  genügt,  an  die  Namen  Kämtz,  Schmidj  Mohn  zu  erinnern.  In 
air  diesen  Werken  ist  natürlich  auch  das  klimatologische  Element  mehr 
oder  weniger  berücksichtigt,  allein  es  spielt  darin  doch  mehr  nur  eine 
untergeordnete  Rolle,  und  zumal  Derjenige,  der  sich  über  die  klima- 
tischen Verhältnisse  einer  bestimmten  Erdgegend  unterrichten  wollte,  sah 
sich  auf  die  mühsame  Arbeit  angewiesen,  aus  Monographien  und  Reise- 
beschreibungen die  für  ihn  wichtigen  Einzelheiten  zusammenzusuchen. 
Wenn  sonach  auf  ein  Buch  die  viel  missbrauchte  Bezeichnung  „Befrie- 
digung eines  allgemein  gefühlten  Bedürfnisses"  angewandt  werden  kann, 
so  ist  es  das  vorliegende  Handbuch  der  Klimatologie,  welches  aus  der 
Feder  eines  der  berufensten  Vertreter  der  Erdphysik  stammt  und  den 
zweiten -Band  der  von  Prof.  Ratzel  in  München  herausgegebenen  „Geo- 
graph. Handbücher**  bildet.  Ein  Werk  wie  dieses  vermag  ja  selbstver- 
ständlich nicht  endgiltig  Abschliessendes  zu  liefern,  denn  eine  solche 
gleichmässig  theoretische  wie  beschreibende  Disciplin  wird  eben  zu  keiner 
Zeit  eine  fertige  sein;  wohl  aber  haben  wir  es  mit  einem  Repertorium 
zu  thun,  zu  welchem  zwar  Nachträge  und  Zusätze,  kaum  aber  Ergän- 
zungen von  principieller  Bedeutung  sich  liefern  lassen  werden. 

Das  Wort  „Klima**  faust  Hann  im  allgemeinsten  Sinne;  die  Hum- 
bold tische  sowohl,  wie  die  PescheTsche  Definition  des  Wortes  wird 
als  eine  zu  enge  verworfen  und  mit  Recht  wird  der  ersteren 
die  wesentlich  auf  den  Wechselbeziehungen  swlsehea  det 
und  dem  me)a8chyichen  Organiarnns  fusatei  diaewat 


HietDrifich-litprarisclie  Äbtheilu) 


eioem  Klünft  »uf  der  Erde  aelb«t  für  jene  graue  Vorseh  geiprochei 


d«n  dOrfe,  dit  es  wed< 
Bcvülkcrnng  gab, 


regetabiliacbe 
verstehen  deo  Sion, 
Stlcliworte  verbindet,  am  betten,  vean  wir  sei 
klimatiBchen  Factoren  folgen.  In  etsler  Liai 
ratiirverbällniHBe,  <leren  umfaeseoile  Ivennluii 
Irmpeiatur,  der  Mnnaliimiticl,  der  mittleren 
lieben  Amplitnde,  Nowic  aucb  Beriicksichiignng  de 
WftraiPschwnnknngen    zur    Voraussetzung    bat       Nicht 


iiicb  eine  &niai«li«ch« 
welchen  unser  Verf.  mit  deid 
ler  Bflcprecbung  der  einzelDett 
)  sieben  natürlich  die  Temp«- 
B  die  Bestimmung  der  Jabres- 
Jabreaschwankung,  der  tJig- 
re  gel  mKs«  igen 
liger   »Iti   seht 


Elemente  der  LatUemperatur  mUsgcu  Tür  eine  Gegend  beki 
eine  genügende  kümatographisclie  Cbarakieristik  von  dt 
werden  soll.  Die  strahlende  Wfirme  ferner,  welche  für 
von   mehr  nnlergeordnetei  Bedeutung  ist,  spielt  in  der  B 


nicht  nnwichlign  Kolb 
schenswertb   erscheint 
tirfPQ  QnaulumH  di 
katinng  nnd  Boden 
Sowohl  die  ahaolni 
ihren  Monatsmitlpli 


t  Bein  ,  wenn 

Iben  moglicli 

Meleorologia 

laknnde  t 

nn  l'ür  agronomiHcbe  Zwecke  Gognr  w 

des  von  giöseeren  Wasserflücheu  ref 

gonnenwärme  üchäizen  zu  können.     NächÜiche  E.r- 

nperatur  erheischen  gleichfalls  eine  genaue  Messnag:. 

als  auch  die  relative  Feuchtigkeit  der  Luft  müsaeo 

nacb    bekannt   sein ,    und    zwar    ist   die   letalere  der 


klimatnlogisch  ei nfluet, reichere  Factor.  An  dritter  Stelle  kommt 
Grad  der  Bewölkung,  welchen  man  neuerdings  durch  Selbgtregistratoren 
zu  beBlimmen  begonnen  hat;  biermit  in  eugüter  Beziehung  siebt  Angabe 
der  nebligen  und  nebelfreien  Tage  im  Jahre  und  Messung  dea  Tbaa< 
tnlles.  Oasfi  die  Winde  nnter  den  das  Klima  in  seiner  Eigenart  gest&l- 
teudcn  I'utenzen  nicht  vergessen  werdeu  dürfen,  versiebt  sich  von  selbst, 
und  namenilicb  ist  die  HäQ6gkeit  der  verechiedenen  Wiodricbtungea 
nicht  zu  unteTschStzen;  die  Luftdruckscbwnnknngen  dagegen,  deren  Stn- 
Jium  der  modernen  Meteorologie  besonders  am  tlerzen  liegt,  treten  in 
unserem  Specinlfache  nicht  eben  in  den  Vordergrund.  Dagegen  sind  die 
VerdunstuDgsmesaer  von  Wild  und  Piche  stetig  zu  beobachten,  die' 
Schwankungen  in  der  chemischen  Zusammeneetzung  der  Erd-  und  Boden- 
luft verdieneu  Beachtnng,  obwohl  oder  gerade  weil  man  ttber  deren 
klimatograpbischen  Werth  noch  nicht  recht  im  Klaren  ist.  Endlich  ist 
das  Anstellen  pSanzenpbiEnologischer  Beobachtungen  nicht  zu  vert 
IHssigen.  Man  sieht,  das  hier  kurz  skisztrie  Programm  ist  kein  gering- 
fUgiges,  Manches  ist  darin  enthalieu,  worauf  bisher  kein  oder  doch 
ein  scbwächeres  Gewicht  gelegt  wurde;  allein  man  darf  sich  wohl  über- 
leugt  halten,  dast  der  Vorstand  der  ältesten  und  geachtelsleu  aller 
stalten,  welche  der  Verfolgung  geophysikaliHcber  Erscheinungen  gewidmet- 
sind,  nur  Dasjenige  in  sein  Programm  aufgenommen  haben  werde,  was 
ihm  nach  seiner  langjährigen  Erfahrung  als  durchaus  nothwendig  erschinn. 
Die  an  dieses  Einleitnngscapitel  sieb  anschliessende  ibeoretiacbe  KU* 
Mtoiaftio  sar/i(l/[  tu  swei  Hauptabihe\\uugei\ ,  d«T«Ai  «tv.«  du  aoUn  od« 


mathematische  Klima  erürtert  und  namentlich  such  die  absorbirendft  Wir- 
kung der  irdischen  Atmosphäre  aDteraaclit.  Es  findet  sich,  dass  in 
unspreii  Breilen  selbat  bei  gunx  heiterem  Himmel  ansere  Lnfthiilie  Jie 
Häirte  der  täglichen  Wärmestrahlung  der  Sonne  nentratisirt.  Die  sweiti: 
Ahtheilung  widmet  sich  der  Klaretellang  jener  Modificalionen,  welcbn  das 
solare  Klima  anter  dem  Einflüsse  der  verschiedenartigen  Bedeckung  der 
Erdoberfläche  mit  Wasser  und  Land  erleidet.  AU  die  wiclitigsien  Klima- 
gmp[)en  terrestrischen  Ursprungs  erscheinen  einerseits  das  Land-  und 
Seeklima  uud  andererseits  das  Gebirgsklima.  Das  Wesen  der  cyklonaleu 
und  aniicfkloDslen  Luflbewegnng  wird  in  höchst  übersichllicher  Weise 
gekennzeichnet  and  ebenso  der  EinSnss,  welchen  die  selbst  wieder  nur 
als  die  Ergebnisse  solcher  Laflbewegangeo  von  langer  Dauer  anznsehen- 
den  MeereBetrömungen  auf  die  WArmeTertbeilung  und  auT  das  Klima  aus- 
Ilben.  Das  „Höhenklima"  bat  vermntblich  noch  nirgendwo  eine  so  sorg- 
mitige  Behandlung  erfahren,  wie  hier,  uud  die  atinosphSrischeu  tiöhen- 
atufen  lrifi"t  man  für  eine  sehr  grosse  Anenhl  von  Erdgegendeii  genau 
angegeben.  Hfichst  ansprechend  ist  die  nach  mehreren  Seiten  hin  neue 
Gesichtspunkte  eröH'nende  Tbeorie  der  Gebirgswinde,  den  Fön  (Uanu 
hat  noch  die  ältere  Schreibart  „Föhn")  mit  eingeBchloBBCD.  Die  kliroa- 
tische  FanclioD  der  BergzUge  ist  die  des  Windschntzeu  und  der  llem- 
mung  des  Luftaustausches  zwischen  beiden  Abhängen.  Auf  diese  Weise 
bat    der  Verf.    die    Grundzüge   der   allgemeinen    Klimaiologie    gewonnen, 

|_welche    es    nun    gilt  zu  Gunsten    der  epecielten   Klimatologie,    d.  h.    der 

^klimatographie  der  Erdoberfläche,   zu  verwerthen 

W  Obwohl  dieser  Bestandtheil  des  Werkes  ganz  nalürlich  das  rKum- 
iiche  Uebergewicht  besitzt  (llber  |  des  Ganzen],  so  müsseu  wir  ans  doch 
an  dieser  Btelle  kürzer  darüber  fassen.  Es  genüge,  zu  sagen,  dasti  mit 
enormer  Belesenheit  und  Sachkunde  für  die  einzelnen  Länder  das  klima- 

fitUcbc  Qesammtbild  gezeichnet  wird,  so  zwar,  dass  die  Einwirkung  der 
malischen  Verhältnisse  auf  Sitten  nnd  Eigenart  der  Bewohner  zu  ihrem 
llen  Rechte  gelangt.  Die  Eintbeilungsprincipien  nach  Klimazonen  sind 
Grossen  und  Ganzen  diejenigen  des  Farmeuides,  ohne  natürlich 
^ch  streng  an  die  begrenzenden  Parallelkreise  zu  halten.  Was  die  ein- 
a  Welttbeile  anlangt,  so  ist  die  Schematisirung  folgende:  I.  Tropen- 
1.  Afrikanisches  Trepengebiet{  2.  SUdasiatisches  Tropengebiot  oder 
lebtet  des  SUdweBt-MonsunB;  3.  Hinterindisch -australisches  Tropengebiet 
»der  Gebiet  des  Nordwest-Monsuns;  4.  Inseln  des  stillen  Oceans;  5.  Ame- 
rikanisches Tropengebiet.     11.  Gemässigte  Zonen.    1.  Snbtropengebiet  der 

tftlten  Welt  (Mitlelmeerländer);  2.  Allantisches  Klimagebiet,  West-  und 
Uordenropa  umfassend;  3  Millelenropa;  4.  Kussland  und  Weslsibiricn 
als  Gebiet  des  eurnpäiseh-asiatiscben  Coiitinentnlklinias;  5.  Osfaijien  ausser 
derTropenzone;  6.  Nordamerika  zwischen  Wende-  nnd  l'olarkreis;  7.  Süd- 
tfrik»   auaiwhalb    der   Tropen;    8.    AtutraWeti    «naaftTH^«^   i«i  "^v 
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integmln   Gumiolrt  ood,    nachdem   die   Convprgenz    jcoet   BttihctB    nKk- 
gttwifsen  ist,  wird  die  Methode  an  bestimmten  Beispielen  geprftfL 

In    einen)   Anhange   werden    noch    weitere  Um  ge  st  Allongen    der   oft- 
genannten  Coefficienlen  «,,  t,  besprochen.  CAsroa. 


Aufgaben  der  sphärischen  Astrononüt  gelöst  durch  pUnimet rieche  Cub-s 
strnclionen  onil  mit  Hilfe  der  ebenen  Trigonomeifrie,  Von  Ur.j 
A.  Pein,  ordenli.  Lehrer  an  d.  Höheren  Bflrgerschnle  ma  Bocbtin. 
1883.  4".  VIII,  48  S.,  3  Fignren tafeln. 
Ein  den  Anfordernngen  ms  thematischer  Strenge  genügender  üntM^, 
rieht  in  der  sphÜriBclien  Trigonometrie  wird  jedenfalls  eine  Fnodameii' 
laU'ormel  »lereometrisch  beweisen  and  deren  Gilligkeit  für  alle  mögliches 
Fülle  dnithan  miiasen.  Von  dieser  einmal  gewonnenen  Fnndamenlat» 
formel  aas  werden  alsdann  meistens  anf  dem  Wege  analytischer  AbloitDng; 
andere  nnd  andere  Formeln  entwickelt,  andere  und  andere  Anfgahaw 
geloht.  Man  kann  aach  den  andern  Weg  einachldgen,  nämlich  noter 
müglich  geringster  Anwendung  analytischer  Ableitungen  jede  Aufgabe  fOr- 
sieb  Stereo  metrisch  betrachten  und  die  ihre  Antwort  enthaltende  Form*!^ 
aas  der  Figur  eq  erkennen  suchen.  Will  mau  ein  solches  VeiTehToV' 
sphärische  Trigonometrie  nennen  "idiT  nicht,  das  scheint  ziemlieh  gleicb- 
giltig,  nnd  den  Ausochlag  dafür  dürfte  hKnfig  der  äussere  Umstand  geben, 
ob  der  betreffende  Lehrer  an  der  betreffenden  Schnle  das  Recht  hat, 
„sphärische  Trigonometrie"  vorzutragen,  oder  ob  nur  deren  Zwillings- 
Schwester  ,,mfttbematische  Geographie"  den  Schillern  bekannt  werden  soll. 
Herr  Pein  bat,  wie  es  scheint,  anter  dem  Drucke  einer  derartigen 
NSthignng  seine  Anwendung  der  zweiten  hier  erwähnten  Methode  eine 
planimetrische,  nur  ebene  Trigonometrie  beanspruchende  genannt.  Wesent 
lieh  ist  dieser  Name  nicht  für  die  uns  vorliegende  recht  intereeeente  Fro- 
grammscbrift.  Wesentlich  erscbeiat  uns  nur  das  Eine,  dass  die  TerhSlt- 
nissmJUsig  selbststAndige  Behandlung  derjenigen  Aufgaben,  die  man  sonst 
die  einzelnen  Fälle  der  sphttrischen  Trigonometrie  zn  nennen  pflegt,  es 
gestattet,  je  nach  Zeit  nnd  Bedürfniss  bald  die  eine,  bald  die  andere 
Aufgabe  zu  behandeln  oder  zu  vernachlässigen,  nnd  dass  die  Einkleidung 
der  Aufgaben  in  die  Kanstsprache  sphärischer  Astronomie  ihnen  für  viele 
Schüler  ein  erhöhtes  InteresKo  beilegen  wird.  Ob  dagegen  andere  Schiller 
dnrch  die  Schwierigkeit  der  ihnen  neuen,  fremdartigen  Kunstsprache 
nicht  abgestossen  werden  dürften,  hängt  sicberlicli  —  wie  freilich  das 
Meiste  in  der  Mathematik  der  Mittelschulen    —  von  dem  Lehrer  ab. 
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drei  Abschnitten.    Im  ersten  Abschnitte  werden  den  bekannten  Coefficien- 

2    /• 

ten  der  periodischen  CosinOrS-  und  Sinusreihen  «,  =  —  1  f(^a),cosva,da^ 

n  0 

2    /• 

/>y  =  —  I  f (a), sin va. da  Formen  ertheilt,  in  welchen  Integrale  mit  einen d- 

0 
liehen   Intervallen  vorkommen,  nämlich: 


OD 

(ix 


«,  =  —   I  f(a'),cos(v  +  fi)a'.sinax'  — 
nt/  X 


und 


0 

OD 


4    r  dx 

/>,=  —  I f{a').sin{v  +  ri)x.sinax ;    0<a  +  i^<l. 

0 

Der  Verfasser  erhält  diese  neuen  Coefficien ten  formen  auf  doppelte  Art. 
Einmal  leitet  er  sie  unmittelbar  ab,  ausgehend  von  einigen  allerdings 
schon  bekannten ,  aber  selbst  neu  abgeleiteten  bestimmten  Integralen ; 
dann  giebt  er  zum  Zweiten  die  Umformung  der  beiden  Coefficienten  aus 
der  neuen  Gestalt  in  die  alte,  eine  Operation,  deren  nothwendige  Aus- 
führbarkeit ihm  aus  dem  Satze  folgt,  dass  jede  Function  nur  auf  eine 
Weise  in  periodische  Cosinus-  oder  Sinusreihen  entwickelt  werden  kann. 

Der  zweite  Abschnitt  führt  von  den  periodischen  Reihen  zu  Doppel- 
integralen. Sie  bieten  das  Analogen  zu  jenen  Doppelintegralen,  welche 
Fourier's  Namen  führen,  und  heissen  unter  der  Voraussetzung  der 
Continnität  von  t|;(3?)  für  a?  =  — oo  bis  a?  =  oo: 

OD  .00  00 

I  sinaz.da  j  rif{x).cosax  .dx  =  z  /  t(;(ar)'-j ^  i 

0  0  0 

^(x)  eine  gerade  Function; 

OD  00  OD 

r         r  r  dx 

I  cosaz.da  1  iif(x).  sinax.  dxss  j  x.^{x)'  -^ — 


'X 

0  0  0 

rl;{x)  eine  ungerade  Function. 


An  diese  Doppelintegrale  schliessen  sich  andere,  welche  Functionen  von 
grösserer  Allgemeinheit  enthalten,  ähnlich  wie  sie  in  den  Fourier'schen 
Integralen  vorkommen.  Einige  specielle  Beispiele  beschliessen  den  Ab- 
schnitt. 

Der  dritte  Abschnitt  endlich  führt  die  Ueberschrift:  Summation  von 
Reihen  mit  Hilfe  von  (Fourier*schen)  Doppelintegralen.  Reihen,  welche 
nach  gewissen  A- Functionen  fortschreiten  und  Coefficienten  ^,,  Bp  be- 
sitzen, die  aus  den  früheren  a»,  h^  hervorgehen,  werden  dutcli  D« 
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LogarithmiBoh  -  trigonometrische  und  andere  fUr  fiechner  nützliche  Tafe 

Kunäclist     für    Teclmiker,     sowie     für    deu    Schul  gel)  raucli 

praktische  Rechnet  überhaupt  von  Dr.  Müwitk  Iti;Hi,MAHN,  k6oi| 

pienas.    Geb.    B^giernagstatb    nnd    Professor    aa    der    lechnucbi 

Hocbichnle   zu    HaDDover,    and  Dr.  Mobitz  Ricuakd  HüR 

Prnfeaaor   am    künigl.  Gymnagiam  za  Cbemnirz.     IX.,    volleModiL 

ntn gearbeitete  and  betrücbtlich  vermehrte  Auflage-  Leipzig,   Arvol-p' 

discho  Buchhandlung-     18S3.     XXXVIII,  320  8. 

Die  Logarithmen    «ind   zu  Becbs  Stellen  angegeben.     Der  Dmck 

so  eingerichtet,  doss  etets  nach  je  fQnf  Zeilen  ein  Zwiecbenraam  einti 

wenn  ancb  kein  eo  scharf  hervortretender  wie  bei  anderen  1'nbellen. 

Logarithmen    der   Zahlen    autcrhalb    der   Einheit,    also   insbesondere 

trigonometrischen  Sinus  nnd  CoMinna  sind  bei  positiv  bleibender  Mantiur 

mit  negativer  Charakteristik   abgedruckt.     Z.B.  log.  sin.i"  b'=XS525K. 

wobei    die  Hberslrichene  Charakteristik  2  besagen  soll,   es   sei  eigenilicb 

0,852525—2   gemeint.     Die  Verfasser   ginnben  in  der  Vorrede,    „zamal 

der  Lehrer,    dem    die  Anfgabe    zufällt.    Ungeübte    in    den    Gebtancb    dei 

Tafeln    einzufahren,    werde    dieee    AbHnderang    als    einen  Fortschritt   n 

schätzen    wiesen".     Referent  kann  einen  Fortschritt  nnmöglicfa  in  einoa 

Verfahren    erkennen,    welches  ihm  der  Logik  der  Bezeichnung  geraden 

zu  widersprechen  scheint.      Wir  würden  fürchten,  unsere  Schiller  zu 

tnUslen  Kecheofeblern    zu   veranlassen,    wenn  wir  sie  eine  derartig« 

Zeichnung    kennen  lehrten.     Wir  können  auch  keinerlei  Grund  absei) 

warum  von  der  althergebrachten  Schreibweise  S,S52525  (>c.  —  10)  Absli 

zu    nehmen    wäre.      Die    fast  100  Seiten    füllenden  anderen  als  logaritb 

mischen  Tabellen  sind  sehr  zweckmässig  gewählt. 

Ausstattung,  Druck  und  Papier  lassen  Nichts  tu  wUnschen   übrig. 

Cantor. 

Sammlung  von  arithmetisohen  und  algabraiBchen  Fragen  und  Anfgabea, 

verbunden  mit  einem  systematischen  Aufbau  der  Begriffe,  Form«lD 

nnd  Lehrskize  der  Arithmetik,  für  höhere  Schulen  von   Dr.  Hxa- 

HAHH    Schubert,    Oberlehrer   an    der  Gelebrtetischule    des  Johao- 

nenms  in  Hamburg.     Zweites  Heft:   Für  obere  Claasen.     Putadan 

1883,  Verlag  von  Aug.  Stein.     224  S. 

Wir  haben  das  zweite  HeFt  der  Anfgabensammlung  vor  nns,    d< 

erstes   fttr   den  Gebranch    in  mittleren   Gymnasialclassen  beatimnites 

wir  im    vorigen  Bande  (bist.lit.  Ablhlg.  S.  199)    angezeigt  haben. 

wir    damals    lobend    betonen    durften,    Strenge    mit   Faaslicbkeil    gepi 

geschmackvolle    Einkleidung   der   Testaufgahttn,    vielseitige    AnknUpftii 

an  sonstige  Gegenstände   des  GymnasiRlnnlerrichla,    das  findet 

lieh   zn  wiederholende  Anwendung  auch    auf  das  neue  Heft.     Dbi 


«n^¥ 


F. 

feflbrancfae  in  den  oberen  CI&bs 
ac  gewiBEC  Dinge,  welcLe  kaum  < 
^MHöreäle  der  UoiversitSten  liieli 
^M  cnlbebrlich  geworden  sind:  di 
c»  rnngL-D  des  Zalilbcgrifiee 
VerfasBcr 


ReeenBioDett. 


U5 


iDgepaest,  entbült  es  natürlich  auch 
ifT  Jahrzehnten  ibreu  Einzug  in  die 
lud  beute  schon  der  MittelBcbnle  nn- 
die  folgerichtige  Begründung  der  Erweite- 
r  irrHlioualen  und  zur  imnginSren  Zahl.  Jene 
gewinnt  der  VerfasBcr  in  tihlither  Weise,  indem  er  zeigt,  dass  jede 
Nichtquadralzabl  zwischen  zwei  Qundratzahlen  eingescbloseeu  werden 
kann,  welche  beliebig  weuig  von  ihr  sich  unterscheiden;  uns  scheint 
indessen  damit  noch  nicht  Alles  geleistet,  sofern  nicht  bewiesen  wird, 
daas  die  CoromatativilAt  der  Addition  nnd  Mulliplicatinn  auch  bei  Irratio- 
Mlzahleo  obwaltet,  ein  Beweis,  den  Rpfereut  1855  in  seinen  „Gmnd- 
lUgen  einer  Elementararithroetik"  9.  57 — 59  aus  Kästner's  vielTerlenm- 
deten ,  weil  wenig  gelesenen  Schriften  in  Erinnerung  gebracht  hat.  Dieser 
Beweis  als  geführt  vorausgeaetzt,  ist  Herrn  Seh  D  hert's  Darstellung  des 
Hechneng  mit  irrationalcomplexen  Zahlen,  wie  er  die  algebraische  Summe 
einee  rationalen  und  eines  irrationalen  Theiles  nennt  (§  29  P,  S.  248  bis 
250],  ah  sehr  gelungen  zu  bezeichnen.  Daran  scbliessen  sich  Bemer- 
kungen über  die  fremdartigen  Wurzeln ,  welche  durch  Beseitigung  von 
;  hineingebracht  werden  können,  Bemer- 
inderer  Form  wiederkehren.  Das  Rech- 
idigkeit,  auch  negative  Zahlen  radiciren 
inären  Zahlen  behandelt  der  Verfasser 
nnlichung  der  imaginären  Zahl  kennen 
der  Zahlenebene  nicht  Gebrauch  machen- 
den Beweises  des  Satzes  i+y—  b).(-f  ^— ')  =  —  ^ic  ohne  weitere  Vor 
anssetzung  als  der  von  (+  /^)'  =  — ft.  Er  iUhrt  diesen  hübschen  Be- 
weis folgeudermassen  ■  +  ^ —  6  ist  Wurzel  der  Gleichung  1*^  —  6  und 
+  /~  Wurzel  der  Gleichung  y'^~c.  Vervielfachung  beider  Gleich- 
ungen liefert  a:*y'  =  6r,  xy  =  +  }/bc  odai:  xy'=  —  y'bc,  nnd  zwar  kann, 
sofern  ipeciell  2!  =  -+-^— 6,  y^  +  jZ—c  genommen  wird ,  nareinWerth, 
sei  es  -\-ybc  oder  — yi>€,  erscheinen.  Die  Richtigkeit  des  Letzteren 
wird    an    dem    Soodeifalle  c  =  6    sofort    erkannt.      Wir   denket 

n    diesem  einen  Beispiele  eine  deutliche  Probe  des  Geistes, 
das  Aufgabenlehrbucb,  wie  wir  Herrn  Sehubert's  Buch  nenn 
verfasst  ist,  gegeben   zu  haben  nnd  sind  überzeugt,   dass  k( 
s    bereuen    wird ,    sich    dnrch    eigenen   Angenschei 
ichen. 
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Lehrer   es    beruuei 
Vorlage  bekannt  ; 


L   mit    unserer 
Cantob. 
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Historisch  -  literarische  Abtheilung. 


Recensionen. 


Erwiderung. 


Im  2.  Hefte  diesee  Bandes  hat  Herr  Kurz  sich  mit  meiner  Arbeit 
Über  die  Principieu  der  Hydrodynamik  beschäftigt  nnd  dnbei,  wie  er  aiub 
ausdrückt,  allerband  Schlacken  gefaoden.  Ich  möchte  auf  diegeii  Angriff 
erwidern,  da  derselbe  die  Fundamente  meiner  Arbeit  betrifft;  ich  werde 
nur  auf  dne  Sachliche  der  Recension  eingehen. 

Herr  Knrz  behanplet,  meine  Definition  der  Componenten  der  Win- 
kelgeschwindigkpit  eines  Linienelemenis  Bei  falsch.  Dass  seine  Definition 
die  richtige  ist,  hält  er  nicht  für  nGthig  zn  beweisen ,  da  er  ja  Ton  Herrn 
Dr.  Braun  die  richtigen  Formeln  erhalten  hat.  Ich  gedenke  nun  Herrn 
sine  Formeln  die  richtigen  sind,  dang  also 
raun  falsch  sind.  Dabei  ist  es  wohl  nßthig, 
als  ich  es  in  der  Abhandlung  war,  da  ich 
'n  Recenseutcn  zu  knrz  ausgedrückt  habe. 
ö^,  iz,  dessen  Richtungscosinas  a,  ß,  y 
unendlich  kleinen  Zeit  dl  die  Projectionen 
U  +  &>i'<lt  und  die  RichtungacoBinua  o^,  ß^,  y^- 
nögen  einen  Winkel  i  dl  miteinander  machen. 
Dann  ist  t  die  Rnfaiionsgeschwindigkeit  der  Richtung  c,  ß,  y  nm  eine 
isu  der  Anfangs-  und  Kndriclitung  senkrechte  Axe.  Die  Richtungscosi- 
nns  dieser  Rotationsaxe  seien  o,,  ß^,  y^,  so  sind  die  Componenten  der 
Rotationsgescbwindigkeit  resp.  ea^,  iß^,  ey^  (vergl.  Kirchho  ff ,  Mech., 
S.  48).  TrSgt  man  vom  Coordinatenursprung  anf  den  Richtungen  «,,  ^,,  >■,, 
a,  ßt  Y  <1'^  Längeneinheit  ab  und  verbindet  man  die  Endpunkte,  so 
entsteht  ein  gleichschenkliges  Dreieck  /J,  dessen  doppeller  Inhalt  gleich 
siii(tdl)  ist,  und  die  Pri'jectionen  dieses  Dreiecks  auf  die  Onordinaten- 
ebenen  A,  B,  ('sind  gegeben  durch  folgende  Gleichnngen  (vergi.  Heeae, 
Anal.  Geom.  des  R.,  2.  Aufl.,  8.  8  u.  9): 

iA  =  yß,-ßy,,    2^=0/,  — yo^,    ^C= 

^m  MItL-m  Abtbl^.  a.ZrIUobr.  f.  Mnb.a.PiiiKX 


die  Formeln  dfs  Herrn  Ur.  l 
etwas  ausführlicher  zu  sein. 
mich  vielleicht  für  den  Hei 
Ein  Linienelement  6r 
sind,  habe  nach  einer  n: 
Sx  +  iu^H,  Öy  +  5 
die    beiden    Uichtnt 


tlietonBch  -  litcrariaclie  Ablfaeilnng. 


I   (wobei  gegen  ■ 
Nun  ist  aber 


and  da  dt  ei 

tdl.a^^rßi 
Die  Äuadtücke  re 
i  Winkels  ( 
drücke  =  9  dl,    t 


lie  BeBeicbanog  toh  Hesse  die  Indices  yertanscfat  sind). 

2J=2^at  =  sin{tdl).a,,  ^H 

2ß  =  tiJß^  =  siii(edl).ß,,  ^H 

nneadlicb  kleiner  Winkel  ist,  so  habe  ich 

ßi^^-Yi—fi'     t<ilr:i~ß<'i  —  *'ßi- 
ann  ich  demnacb  die  Projectionen 
Keibe  nach  die«e  Ans- 


^  ich 


dl  nenDe,  so  habt 
{rfl.«,  =  erfi,     tdt.ß^  =  idl,     I 
:h  mit  dl  dntchdividire , 

(linker  Hand  stehfn  die  Cumponentea  der  W 
dsmit  also  bewiesen ,  dase  die  Grfissen 

die  Cömponenten  der  Winkelgeschwindigkeit 


nkelgeschwindigkeit) 
I  Bind. 


4 

,  and 

1 


Vielleicht  versteht  jetzt  Herr  Karz  die  Entwickelnng,  deren  Rich- 
tigkeit er  Rngezweifi?lt  bat.  Er  bat,  wenn  ich  aeine  Fbrmelu  recht  ver- 
stehe, sich  nicht  klar  gemacht,  was  man  unter  den  Cömponenten  einer 
Rotatiunsgeschwindigkeit  versteht.  Denn  seine  Ansdrücke  fdr  &dl,  tdt, 
xdf  (ich   meine  damit  diejenigen  Grössen,   die  ich  so  bezeichnet  habe), 

9dt  =  »'diyi-<^yi  —  o,», 
wo  9'  die  von  Herrn  Brann  anfgestflllte  Componente  ist,  zeigen  mir, 
dass  er  als  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  der  x-Axe  den 
Winkel  zwischen  den  Projectionen  zweier  aufeinander  folgender  Lagen 
des  Linien  Clements  anf  die  y;  i'Ebene,  dividirt  durch  dl  versteht.  In 
jedem  Lehrbncb  der  Mechanik  aber  kann  er  sich  darttber  nnterrichten, 
dasB  die  Cömponenten  einer  Winkelgeschwindigkeit  t  nach  den  Axen  a;,  y, 
z  resp.  tdg,  iß^,  ty^  sind,  wo  a^,  ß^,  y^  die  Cosinus  der  Drehaxe  sind. 

Anch  die  Bemerkung  über  den  Anfang  des  §  3  ist  so  haltlos,  wie 
es  fehlerhaft  ist,  bei  allgemeiner  FlUasigkeitsbewegung 


dx     dy 
zu  setzen. 

Ttlbiogen,  den  20.  Jani    1884. 


Theorie  der  homogen  zniammengeietzteo  Raamgebilde,  von  Dr.  Victor 
ScHLBfjEL.     Mit  9  Tafeln.     Halte  1S63.     lo  Cmm.  bei  W.  Engel- 

■naon  in  Lcip^iig.  Ans:  Novn  acla  der  kniBeil.  L(>op.-CArol,  deut- 
Bchen  AkaJemie  der  NaturforKclier.     Bd.  XLIV  Nr.  4. 

In  einer  AbbfLDdluug;:  ,, Quelques  ibdorjimee  de  g^omätrie  ä  "  dimen' 
sions"  (Bulletin  de  la  üociete  matli<!matiqQe  de  France.  Paris  18S2) 
hatte  Flerr  Scblegel  ein  homogen  begrenztes  oder  homogenes 
n-diinensionaleü  ßnumgebilde  duicb  die  Bedingong  detinirt,  dass  nm  jede 
Ecke,  Kante,  FläcLe  n.  s.  w,  bez.  gleicbriel  Grenzgebitde  von  böherer 
DimensionKeabl  liegen,  so  dass  z,  B,  für  n  ="  2  jedes  ebene  Polygon,  für 
n  =  3  die  fünf  im  weiteren  Sinne  zugleich  gleicheckigen  und  gleicbBäcLi- 
gen  Polyeder  erster  Art,  von  denen  die  regulären  (Platonischen)  Polyeder 
Specialfälle  sind ,  solche  homogene  Figuren  darstellen.  Uer  VetfasseT 
betrachtet  nun  in  der  vorliegenden  SchriTt  die  homogen  zneammen- 
gesetzten  Ranmgebilde  nnd  deren  Beziehungen  zu  den  homogenen;  er 
nennt  ein  (» —  1)-  dimensionales  Kanmgehilde  homogen  zusammen- 
gesBtzt,  wenn  alle  Theile  desselben  gleicbviela  Grenaigebilde  haben  uud 
alle  diese  Grenzgebilde  gleichvielen  Theilen  augebDren. 

Ein  Kolches  homogen  znaammen gesetztes  (n  —  l)'dimensionalea  Raum- 
gebilde kann  als  die  Abbildung  der  Grenze  eines  homogenen  »-dimen- 
sionalen  Gebildes  anf  einem  einfachen  (ebenen)  {«  — Ij-dimensionalen 
Gebilde  angcBeben  werden.  Denn  denkt  man  sich  eines  der  (n  — 1)- 
dimen sionalen  Grenzgebilde  entfernt  nnd  den  Complex  aller  übrigen  auf 
einem  ebenen  (n  —  l) -dimensionslen  Gebilde  ausgebreitet ,  so  resultirt  ein 
homogen  zusammengesetztes  {» —  l}-dimenBiaDaleB  Gebilde,  welches  für 
die  Fülle  »  =  2,  3,  4  bez.  als  Kerte  des  Polygons,  als  Netz  des 
Polyeders,  als  Zellgewebe  des  Polytop«  bezeichnet  wird.  Hierbei  kann 
für  n=>2  der  zu  beiden  Seiton  der  Kette  liegende  Theil  der  im  Unend- 
lichen geschlossenen  Geraden,  fUr  »  =  3  der  rings  um  das  Netz  iir>gen<le 
Theil  der  Ebene,  für  n  =  4  der  rings  um  das  Zellgewebe  liegende  Tbeil 
des  Euklidischen  Raumes  als  die  Abbildung  des  einen,  vorher  entfernten 
Grenzgebildes  augeseben  werden. 

Umgekehrt  kann  ein  homogenes  n-dimension&les  Gebilde  durch 
Zusammen faltn Dg  eines  homogen  zusammengesetzten  («—  l)  dimensionalen 
Gebildes  im  n- dimensionalen  Räume  und  Hinznfügung  des  eineu  fehlen- 
den Grenzgebildes  erzengt  werden. 

lu  der  vorliegenden  Schrift  erstreckt  sich  die  Untersuchung  im 
Wesentlichen  auf  die  homogen  zusammengesetzten  Gebilde  der  Ebene 
und  des   Euklidischen  Raumes. 

Der  erste  Hanpttheil  enthalt  die  Betrachtung  der  homogen  Knsam- 
meti gesetzten  Figureu  in  der  libene  oder  der  homogenen  polygo- 
nalen Figuren.  In  dem  ernten  Abschnitte  werden  SDnilchsi  Re- 
lationen   swischen    den    OeMmiDtufalea    im   tä^W  ^l^ii^^    ^"^ 


» 


lasecTen  ond  inneren  Gebilde,  apeciell  auch  für  die  vollatSadige 
derartigen  Figuren  (für  welche  die  Zahl  der  in  einer  Anssenecke  um 
einer  tnoeoecke  2  Dsttmmeul  reffen  den  Kanten  dieEelbe  ist)  anTgeslellt. 
die  nähere  Bealiminnng  der  verscfaiedeneu  Arten  der  homogeoeii  pnljg» 
nalen   Fignien  ergeben  sich  drei  Fälle  enleprechend  der  Fonnel: 

wenn  n  die  Kanien/ahl  der  Polygone,  p  die  Aniahl  der  in  jeder  Ii 
ecke  zasammeo treffenden  Flächen  bedeutet.  Der  erste  Fall:  zf^  0,  I 
ffinf  endliche  roIletüDdige  Figuren,  uümlich  die  3 tlivilige,  Ttheilige  nU 
Idlheilige  triagonale,  die  5thcilige  tetragonnl«!  und  die  lltbeilige  penU 
gona]e  Figur.  Im  zweiten  Falle:  ^  =^  0,  ergeben  steh  drei  an md' 
liehe  (d.  h.  ans  einer  unendlichen  Ancalil  von  Theilen  betteheade)  voll 
•tiodige  Figuren,  den  Werthej-stemen 

„  =  6,     p  =  3, 

B  =  4,     p  =  A, 

n  =  3,  p  =  6 
entsprechend.  Der  dritte  Fall:  ^<0,  liefert  keine  vollständigen 
garen,  sondern  snlche  Netze,  wHcbe  ins  Unendliche  fartgesetzt  werde>' 
können,  doch  nicht  gleichmäasig,  wie  im  zweiten  Falle,  eondern  80,  daM 
die  eatfernteven  Theile  sich  mehr  zusammendrängen  nnd  der  Umfang  dar 


sich  einer  Cnrve  als  Gi 
bomogenen  Figuren    wird 
erlegung  einer    gegebeoi 
Processe  als  symmetrisch 


Constrnctioi, 
lanu  durch  Z 

Figur  ausgeführt,    wobei 
Eigen- 


polygonalen  Fij 
der   votlständigi 

sieb  diese  beide 
Schaft  der  Uml 

Diejenigen  Systeme  ebener  Polygone,  deren  Ebenen  Winkel  bilden, 
d.h.  die  ränmlicben  polygonalen  Figuren,  deren  Betrachtung  ivt. 
folgende  Abschnitt  gewidmet  ist,  gehen  ans  den  ebenen  polygonalen 
Figuren  hervor.  Ans  den  vollständigen  endlichen  Figuren  ergiebt  eicÜ 
beim  Uehergang  aus  der  Ebene  in  den  Kaum  und  durch  Hinzufügong 
der  vom  Randpolygon  begrenzten  ,.  Scblussseite"  eine  geschlossene  Figni 
und  damit  ein  durch  diese  begrenztes  homogenes  Polyeder.  Diese  letv^ 
teren  Gebilde  leitet  der  Verfasser  auch  direct  aus  der  Kuler'echen  For» 
inel  her  und  erhalt  so  die  bekannten  fünf  Arten  dieser  Figuren  nnd  der 
durch  sie  begrenzten  homogenen  Polyeder,  wobei  die  Beziehungen  die 
Figuren  zu  denen  der  Ebene  (für  -4>0)  und  auch  das  gegenseitige  Ent~ 
sprechen  je  zweier  sich  leicht  ergeben.  Die  ebenen  polygonalen  Figuren 
lassen  sich  nicht  nur  als  die  perspectivischen  ebenen  Ahhilrfungen  jenec 
Körper,  sondern  auch  als  Specialt'Hlle  derselben  ansehen.  Analog  werdoB 
den  Figuren  in  der  Ebene  {für  J~ü)  entsprechend  im  Kaume  drei  Arten 
offener  hnmogpuer  Figuren  mit  endlicher  ßrösse  aller  Flächen ,  nämlic 
die  triagonale,  telragonale  nnd  hexagonale  Figur,  erhalten. 


Id  einem  weitem  Abechnttte  wird  die  homogeo e  Bedeckung  to a 
OberflScIien  (von  nbetall  gleichnrtigttr  KrUniinatig)  bpbandelt,  bei  wel- 
chen die  FnlygoDsysl^me  durcli  kilrzeBte  Linien  begrenzt  werden.  Hier 
InsBen  sich,  enlsprecbend  den  drei  HnupUrlen  polygonaler  Figuren ,  drei 
Arten  von  Bedeckungen  unterscheiden,  nämlich  von  FUcben  mit  positiver, 
verschwindender  und  negativer  Krümnuiug.  Sodann  betrachtet  der  Ver- 
fnsser  die  gegenseitigen  Abbildungen  einer  Fläche  auf  einer 
andern  und  macht  in  dem  letzten  Abschnitte  noch  Anwendungen  auf 
die  FlfichenmesGung  anf  der  Ebene  (Qnndrangnlation ,  Triangnlalion, 
Hexangulntion),  auf  der  Kugel  und  der  Pscudosphare. 

Der  zweite  HaupCtheil  enthalt  die  Bestimmung  und  Untersuch- 
nng  der  homogenen  polyedrischen  Körper,  d.  h.  der  homogen 
zusammengesetzten  Polyeder.  Nnch  Hcrleitung  allgemeiner  Formeln  zwi- 
schen den  Ge^ammlzahlen  der  Gebilde,  den  Zahlen  der  inneren  und 
äusseren  Greozgebüde,  insbesondere  auch  für  die  vollständigen  und  regel- 
mftenigen  polyedrischen  Körper  wird,  da  eine  der  Grösse  ^  bei  den 
polygonalen  Figuren  analoge  Function  sich  hier  annullirt,  znr  Ermitte- 
lung der  homogenen  polyedrischen  Körper  der  folgende  Weg  eingeschla- 
gen. Da  die  Construction  eines  solchen  Gebildes  entweder  durch  Zer- 
legung oder  Znsammeüsetzung  eines  gegebenen  Körpers  erfolgen  kann, 
wobei  im  letzteren  Falle  die  Aussengrenze  des  fertigen  Gebildes  ver- 
schieden ansfälll,  je  nachdem  man  von  der  Gruppirung  der  Körper  um 
einen  Pnnkt,  eine  Kante,  eine  Fläche  oder  einen  Körper  ausgeht,  es 
aber  von  vornherein  nicht  zu  erkennen  ist,  welche  dieser  Arten  der 
Zusammen eetznng  den  homogenen  Körper  liefert,  so  gebt  man  am  besten 
von  der  KuHsern  bekaDuIen  Gestalt  der  regelmässigen  Körper  aus  und 
betitimmt  diese  durch  Zerlegung  —  wiewohl  diese  Methode  den  Unter- 
schied zwischen  endlichen  und  unendlichen  Bildungen  im  Allgemeinen 
nicht  hervortreten  lüsst.  0er  Verfasser  stellt  demgemäss  die  von  der 
BescImHenheit  der  AnssenfiKcbo  abhängigen  Grössen  als  Functionen  von 
P  (der  Zahl  der  in  jeder  innern  Ecke  zusammentreffenden  Korper),  die 
übrigen  Grossen  als  P'unctionen  von  P  und  C  (der  Zahl  der  Körper)  dar, 
bestimmt  alsdann  die  Werthe  für  P  und  ermittelt  schliesslich  diejenigen 
für  C  in  den  einzelnen  Fällen.  Anf  diese  Weise  ergehen  sich  sechs  end- 
liche und  ein  nnendliclier  rollstäudiger  Körper  (mit  endlicher  Grösse 
aller  Theile),  nämlich  der  4  theiHge,  IStheüige,  599theilige  tetraedrische. 
der  23theilige  oktaedrische,  der  Ttheilige  hexaedrische,  der  119tbeilige 
dodekaedrische  und  der  unendliche  hesaedrische  Körper,  ausserdem  noch 
vier  nnendliche  Körper  mit  ins  Unendliche  abnehmender  Grösse  der 
Theile,  den  Werthen  P=12.    /V=20; 

V  P=20.    1 

^r  ! 

^"  P=i<i,    N=l% 


^H      196 

^^M         entsp 
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entsprecbeBd ,    wo    N    die    Seitenzahl   jedes    einzelDen    Poljredei* 
■eich  Del. 

specielle  Untersnclinng  der  sechs  enillicheD  vollstSndigen  K9^ 
kl  des  dritten  nnd  sechsten,  welche  ziemlich  complicirle  Gebild« 
darstellen,  wird  Borgfällig  durch  das  Verfsbreo  der  Zerlegung  in  Scbidn 
ten  unter  fortwährender  Anwendung  der  aufgestellten  FoimclD  durcb 
geführt  Dnd  durch  die  beigefügten  Fignren  erläutert.  Anch  wird  dai 
Verfahren  der  ZnsammensetzuDg,  welches  auch  hier  mit  dem  der  Zerleg> 
ung  Bjmnietrisch  verwandt  erweist,  kurz  erwähnt. 

In  einem  weitem  Abschnitte  werden  nun  die  geBchlossene 
Körper  und  die  homogen  begrenzten  vierdimensionaleD  Ga 
bilde  aus  den  polyedriscben  Körpern  entwickelt.  Wenn  man  sich  j 
zwei  benachbarte  Polyeder  der  letzteren  in  verschiedenen  Euklidische 
Bäumen  liegend  denkt,  so  können  die  bisher  betrachteten  Körper  abi 
die  Abbildungen  von  vierdimensionalen  Gebilden  in  einem  Euklidisches 
Kannie  anfgefasst  werden.  Bei  diesem  Uehergang  in  den  vierdimensio- 
nalen Kaum  giebt  das  Polyeder,  welches  die  Aussenfläcbe  eines  voIIsIId- 
digen  endlich  polyedrischen  Körpers  bildete,  einen  Kjirper,  welcher  i 
Verein  mit  den  Theilen  des  polyedrischen  Körpers  einen  Theil  Jena 
Baumes  vollständig  begrenzt.  So  werden  aus  den  endlichen  polyedri- 
schen .Körpern  sechs  homogen  begreuKte,  geschlossene  vieidimensi 
Gebilde  erhalten,  für  welche  die  Zahl  der  Grenzkörper  um  1  grösser  ist, 
als  die  Zahl  der  Theile  des  pnlyedriachen  Körpers:  das  5 -Zell,  16-Zel^ 
600-Zell.  24-Zdl,  8-Zell  und  120-Zell.  üiejenigen  spociellen  Fälle 
dieser  Gebilde,  bei  welchen  die  Grenzkörper  nicht  nur  homogen,  «ondon 
regulär  sind,  d.  b.  die  sogenannten  regulären  ViolrHunie  (Polytope), 
sind  bereits  von  Stringham,  Hoppe,  Scheffler  (oud  auch  TOtf 
Forchhammer)  untersucht  worden-  Ans  den  vom  Verfasser  aafgwtell 
ten  Formeln  ergiebt  sich  in  einfacher  Weise,  dass  es  nicht  möglich  isl 
die  homogeDen  vierdimensionalen  Gebilde  auch  unabhängig  von  ihre 
Abbildungen  in  einem  Euklidischen  Räume  zu  bestimmen.  Auch  wir 
hier  das  Entsprechen  der  erhalleuen  vierdimensionalen  Gebilde  hei 
vorgehohen  und  auf  die  Vorstellting  eingegangen,  die  polyedrischen  Köi> 
per  nicht  nur  als  perepectivische  räumliche  Abbildungen  von  vierdimensiO' 
nalen  Gebilden,  sondern  anch  als  Specialfälle  derselben  anfznrasseqi 
tiberhaupt  auf  die  Analogie  der  hier  sich  darbietenden  Beziehungen  wäi 
den  früher  heim  Uebergang  ans  dem  zwei-  in  den  dreidimensionalen  I 
hervorgetretenen  hingewiesen. 

Ferner  ergeben  sich  im  vierdimensionalen  Hanm  nur  eine  Art  off«, 
ner  homogener  polyedrischer  Körper  mit  endlicher  Grösse  aller  Tbeitf 
(der  zweite  hexaedrische)  und  vier  solcher  Körper  mit  ins  ünendliclu 
abnehmender  Grösse  aller  Theile:  der  ikosacdrische,  der  dritte  hex» 
edriscbe  und  zwei  dodekaedriacbe. 


In  einem  weitera  Abscbuitte  wird  das  Problem  der  bomogenen 
Ausfüllnng  ron  dretdimensionHlen  RSamen  von  liberal!  gleich- 
artiger Dod  conBtBnter  (positiver,  verschwindender  oder  negativer)  Krüm- 
mung durch  homogene  polyedrische  Körper  behnndelt,  deren  Eckpunkte 
durch  kürzeste  Linien  verbunden  sind,  während  die  von  diesen  Linien 
cingeschloscenen  Polygone  FlücbenstUcke  kleinster  Krümmung  sind.  Eb 
ergehen  sich  so  für  einen  geschlossenen  dreidimensionalen  Raum  mit  posi- 
tiver Krümmung  sechs  Arten  vollständiger  homogener  AasfUllung,  für 
einen  Euklidischen  Raum  nur  eine  (die  unendlich  bexaedrische),  für  einen 
ofTeneu  dreidimensionalen  Kdnm  von  negativer  Erümmung  vier  (unend- 
liche) Arten  vollständiger  homogener  Ausfüllung. 

Es  folgen  dann  noch  Betrachtungen  Über  die  gegenseitigen  Ab- 
bildungen der  Ausfüllung  eines  Raumes  in  einem  nndern, 
insbesondere  über  die  vier  Arten  der  Uebertra gangen  der  vollständigen 
AnsräUung  eines  positiv  gekrümmten  Ranmes  in  den  Euklidischen.  Von 
diesen  ist  hauptsächlich  die  Zusammensetzung  derjenigen  Abbildungen 
der  homogenen  Gebilde  von  Interesse,  welche  dadurch  zu  Stande  kom- 
men, dass  eine  Ecke  mit  den  Pin  ihr  znearamentreffenden  Körpern  weg. 
gelassen    und    der  Rest  in  einem  Bnklidiscfaen  Räume  ausgebr^tet^ird. 

Endlich  werden  auch  die  Anwendungen  a 
Inhaltsbestimmung  (Raummessang)  für  di 
besprochen  und  znm  Scbluss  die  verwandt 
Stringham,  Scheffler  u.  A.  herücksicbtigl 

wird,  dass  durch  die  Untersnchungen  von  Stringham  anch  die  Frage 
nach  der  Esielenz  endlicher  homogener  Gebilde  für  den  fi-dimensioualen 
Raum  beantwortet  ist.  — 

Unser  Gesammtartheil  Über  die  vorliegende  Arbeit  glauben  wir  nicht 
besser  ausdrucken  zu  können ,  als  mit  fast  denselben  Worten,  welche 
H.  Grass  mann  in  der  zweiten  Vorrede  zu  seiner  linealen  Aus- 
dehnnngslehre  über  das  „System  der  Raumlehre"  desselben  Verfassers 
ansgesprocben  hat:  „l>er  Verfasser  hat  mit  grosser  Klarheit  und  znm 
grossen  Theile  in  selbslstündiger,  der  Sache  durchaus  angemessener 
Methode  die  Bedeutung  dieses  besondern  Zweiges  der  Ausdehnnngslebre 
dargelegt,"  Der  in  der  Schrift  bebandelte  besondere  Zweig  der  Aus- 
debnnngslelire  ist  in  der  That  besonders  geeignet,  den  Nutzen  mehr- 
dimensionaler Untersuchungen  vor  Augen  zu  fuhren,  welcher  ja  nicht 
znm  kleinsten  Theile  darin  besteht,  die  Beziehungen  der  anschaulich 
vorslpllbareo  Gebilde  der  Ebene  und  des  Euklidischen  Raumes  in  ein 
neues  Licht  sa  aetien.  Die  von  dem  Verfasser  angewendelen  Methoden 
entsprechen  mehrfach  dem  von  G.  Veronese  in  einer  inhaltsreichen  und 
bedeutungsvollen  Arbeit  {Math.  Ann.  XIX,  S.  161  figg.)  anfger^tellten  und 
angewendeten  Princip  des  Projicirens  und  Schneidens, 


f  die  drcJ-di^ifeÄÜft^R^^ 
drei  nntirscbjedenen  t'^A 
Q    ÄrbcitNi    Vn^tintfia^J^J 
wobei  darattC^^ngewieje«' 
ringham  anch  c 
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Fügeo  wir  hioan,  dass  die  Schrift  von  Scblegel  noch  eine  Pfilla 
anregender  Bemerkaugen  enth&lt,  anf  w«lcbn  in  der  obigen  Wiedergab* 
dea  weseotlichen  Inhalta  nicht  eingegangen  werden  konnte,  ao  1)Uat 
die  Erwartung  aussprechen,  dass  die  Schrift  von  Sclilegel  in  V*r«» 
mit  den  von  Stringham  and  Hoppe  gewonnenen  Resultalrn 
des  tfelstereii  UnterBochnngen  Über  mehrdebnige  Winkel,  den  AoUm  sar- 
AaratelluDg  weiterer  intpresaauler  BeziebongcD  geben  wird.  R^'fvreat 
hofft  hierzu  in  der  Kiine  einen  Beitrag  liefern  iu  ktinnen,  an  welchen 
er  im  Weaentlicben  die  Anregung  denn  Studium  der  Scblegel'Kcben 
Schrift  verdankt. 

Dem  oben  auEgeeprochenen  Gegammturtheil  gegenüber  kommen  einigs- 
Bemerkangen,  welche  wir  noch  au  macbea  haben,  kaum  in  Betracht. 

Bei  der  Beeprechang  der  Bedeckung  von  Flücben  mit  positiver  Krttm- 
maug,  speciell  der  Kugel,  giebt  der  Verf.  für  die  ikosaedrische  Bedeck' 
nng  [S.  36  unter  3)]  an,  mau  solle  auf  der  KugeläUcbe  secha  Paar 
Gegenpnnkle  so  annehmen,  dass  je  zwei  Paar  auf  einem  Diametralkreiaa 
liegen,  und  dieae  Ib  Diametralkreise  l^o□8t^ui^en.  Dieae  Bedin^ng, 
welche  ja  im  Allgemeinen  immer  erfüllt  ist,  genügt  aber  nicht,  oro  daai 
verlangte  Netz  au  bestimmen.  Von  den  accba  Punkten  (und  deren  Gegei»-' 
punkten)  sind  nur  vier  beliebig  —  nur  so,  dass  nicht  je  drei  anfeinem 
Diamelral kreise  liegen  —  annehmbar,  die  beiden  anderen  aber  durch  di« 
Bedingung  bestimmt,  dass  die  sechs  Punkte  die  Eckpunkte  eines  sphäri- 
schen zehnfach-Brianchon'schen  Sechsecks  darstellen.  (Vergl.  das 
Bef. :  Einleitung  in  die  I.ehre  von  der  Kugellbeilnug.  Leipzig,  Teubner, 
1883.     S.  422flgg.) 

Bei  der  in  der  Binleilnng  \S.  S)  gegebenen  Definition  des  Bnt- 
sprechens  zweier  homogenen  'i- dimensionalen  Gebilde  lifttte  wohl  die 
allgemeinere  Beziehung,  nach  welcher  die  Zahl  der  (n —  m)  dimensiona- 
len Grenzgebilde  des  einen  gleich  derjenigen  der  (m  —  I )  -  dimeneionaten 
Grenzgebilde  des  andern  Gebildes  ist,   Erwäbnang  verdient. 

Auf  S.  111  Anm.  3)  sollte  es  statt  „Kbomboeder"  heissen:  „Rfaom- 
bendodekaeder",  welches  üurcb  die  Zusammensetznng  von  vier  Rhom- 
boedern  (mit  Flficheuwiakel  =  120")  resnltirt. 

Uie  Anmerkung  auf  S.  115,  in  welcher  der  Verf.  u.  A,  als  aioi 
wahrscheinliche  Folgerung  der  vorhergehenden  Betrachtungeo  die  Immati 
rialitSt  uneeres  Geistes  hinstellen  will,  würde  nach  unserer  Ansicht 
fortgefallen  sein.  Wir  befärchten ,  dass  der  Inhalt  dieser  AnmeTkoDfi 
Denjenigen,  deren  „wissenschaftlicher  Tummelplatz  das  Grenzgebiet  der 
PhUoBOpbie  und  der  Mntkematik  ist",  einen  nicht  ganz  uubegründetea 
Anlass  zu  Angriffen  bieten  und  möglicherweise  neue  Miss  Verständnisse 
über  die  Bedeutung   n-dimensionaler  Unterauihnngen    bedingen    möchte. 

Schlieaslich  glaubt  Referent  daianf  hinweisen  zu  müssen,  dass,  ao 
«ehr    auch  die  analoge  l>nrcbfUbruDg  der  ünteranchungen  im  airei-  and 


i 

:t1 


drddiinensionaleu  Ranine  and  derjenigen  im  drei-  und  vierdtmeasionalen 
Ranme  als  ein  Hauptvorzug  dpr  Schrift  zu  bezeichnen  ist,  doch  das  vom 
Verf.  zufolge  der  Analogie  für  die  Herleitung  und  Bescliteibung  der 
homogenen  polyedrischnn  Körper  gewShlle  Verfahren  nicht  das  einfachste 
und  zur  Einführung  in  diese  Lehren  geeignetste  sein  dürfte.  Insbeson- 
dere glaubt  Ref.,  dass  Jeder,  welcher  zuerst  eine  genauere  Vorstellung 
tiber  die  Structur  z,  B  des  dritten,  complicirtesten  palyedrischen  Körpers 
(welcher  sich  aus  599  Tetraedern  zusammensetzt)  gewinnen  will,  viel 
einfacher  und  rascher  zum  Ziele  kommt,  wenn  er  das  vom  Verf.  erwähnte 
und  von  Hoppe  (Arch.  f.  Math.  u.  Phys.  T.  67  S.  38  flgg.)  für  das  ent- 
sprechende reguläre  Gebilde  d  arch  geführte  Verfahren  der  Zuearamensetz- 
ung,  von  der  Gruppirung  der  20  Tetraeder  um  einen  Punkt  ausgehend, 
wählen  wird.  Es  tritt  bei  Anwendung  dieses  Verfahrens  die  symtnetrieche 
Gruppirung  der  Etken ,  Körper  u.  a.  w.  in  Beziehnng  auf  die  mittlere 
Zone,  deren  Eckpunkte  im  Falle  der  Regel mässigkeit  mit  denjenigen  eines 
(124-20) -flächigen  gletcheckigen  30-  Ecks  zusammenfflllen,  sowie  auch 
das  Entsprechen  des  dritten  und  sechsten  polyedritiehen  Körpers  in  allen 
Einzelheiten  bei  Weitem  besser  und  vollständiger  hervor,  als  bei  dem 
vom  Verf.  gewählten,  wenn  auch  sorgfältig  durchgeführten  Verfahren  der 
Zerlegung. 

Uarbnrg,  im  October  1883.  Edmund  Htise. 


Gnmdriu  einer  elementar -geometrisohen  EegalBohnittalelire ,  von  II.  G. 
Zbutuks.     Leipzig.  B.  G.  Teubner.     1SS2. 
I  Die  Vielseitigkeit,  Klarbeit  und  Tiefe  der  mathematischen  Forschung, 

pvelche  einen   in    ihrem  Bereiche  liegenden  Gegenstand    bald   von  dieser, 

bald    von  jener   Seite   betrachtet,    auf   den  verschiedensten   Seitenpfaden 

ihn    zugänglich    findet    nnd    mit    anscheinend    entlegenen    Gegenständen 

in  nächster  unerwarteter  Wechselwirkung  erkennt,  hat  von  jeher  in  der 

Theorie    der    KegelechnittP    ihre    schönsten   Triumphe    gefeiert    und    die 
i  Geister   mit    unwiderstehlicher  Gewalt    stets   i 
P  diesem    hoben   sachlichen   Interesse,    welches 

lung    der    Kegelschnitte    dem    WeiterblickendcD    < 

didaktische  Bedeutung,    da    sie    für   den  AnlUnger 

dingnng  jedes    weiteren  Fortschreitens    darstellen. 

als  in  der  Natur  der  Sache  liegend  ansehen,  wen 
i  Kegelschnitle  wieder  nnd  wieder  von  neuen  theorel 
'-  Gesichtspunkten    ans   darzulegen    nnd    dei 

unternehmen' 

Nachdeni  der  Verfasser  des  vorliegenden  Büchleins  auf  sieben  Seiten 

der   ICialeitaag    die  gtiuHileg[|ari*nL  fä  Mi.-  aber  K.(Q\«,li<i«%W\  Qäs^'Ca.«^«. 


mgezogen. 
.tische  Behai 
L,    kommt    il 


kann  es  daher 
m,  wenn  fäbigo  Bearbeiter  die 
1  theoretischen  und  praktischen 
I   Anfänger    fassbar  zu   machen 


r 
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und  die  LösuDg  de«  Tactiongproblfins  angegeben  hat,  definirt  er  die  di 
Kegelscboitle  Ellipae,  Hyperbel  und  Parabel  ganz  nacb  der  Methode  deg 
AllPD    darch    ihre  BiennpiiDkteeigenei:bafl.     Dieselben  werden  daranf 
Einzelnen  durchgenommen,  ihre  Fmra  wird  festgestellt,  es  werden  daran, 
namentlich   in  Bezug  anf  die  Tangenten,  einige  vorläufige  BemerkangeB 
geknüpft  und  die  Grenzformen  nntersDcht. 

Daran  schliessen  sich  Uebnngsanfgaben. 

Der  Verfasser  schreibt  ersichtlich  für  Scbliler,  die  an  streng  logi 
Formnlirnng  jedes  Sätzchena  gewöhnt  sind.  Ans  diesem  Grunde  werden 
eindculige  Beziehungen  keinpswega  eofort  nmgekcbit,  sondern  es  wird 
fiit  nicht  ilberflüaaig  gehallen,  die  Berecbtignng  diese»  Verfahrene  aus- 
drücklich nRchzuweisen.  Dieser  Beweis  gelingt  an  einer  besoode] 
eigneten  Stelle  in  §74,  wo  der  betreffende  Schluss  vollständig  dnrch- 
geführt  nnd  die  Bemerknng  beigefügt  ist,  dass  man  sich  im  Folgenden 
üfter  Beweise  fUr  Umkebrungen  ähnlich  geführt  denken  miisae.  Dabd 
verweist  Verf.  auf  einen  frübern  Fall,  wo  bereits  ein  analoger  SchlnsR, 
dessen  sich  der  Leser  vielleicht  von  der  Elementarbank  her  eriniierl,  vor- 
gekommen ist  mit  gewissermassen  berechtigter  captalio  benevalentiae.  AlleiB 
noch    einmal    in    einem    spätem  Falle,  S.  33  §  115,    führt  der  Verfasaei 


das  S c hl nss verfahre 
Beferenten  ganz  nnz' 
Enklid's  formstarrcr, 
gefallen  wird.  Und  : 
solche  Kleinigkeiten  i 
bflhrend   zn  erledigen. 


'  darüber 


'  Andeutung  nochmals  dnrch.  Es  ist  dem 
'eifelbaft,  dass  diese  Darstellnngsweiso  dem  au 
aber  überzeugender  Schule  kommenden  Anfänger 
.neb  des  Mathematikers  scheint  es  mir  würdi 
I  im  Ganzen  vielleicht  einem  Dutzend  Zeilen  ge- 
als  durch  billige  Wendungen,  wie:  „Umgekehrt 
Selbstvcrständlicb  ist  aoch  umgekehrt"  oder:  „OITenbw 
fort  zn  hüpfen. 

An  dieser  Stelle  möge  es  mir  auch  gestattet  sein,  noch  zwei  anden 
Gesetze  hervorzuheben,  die  der  Verfasser  sich  anscheinend  auferlegt  hat. 
Das  eine  besteht  darin,  dass  jedem  Abschnitte  eine  Sammlung  voa 
Uebnngsanfgaben  beigefügt  ist,  die  sich  inhaltlich  auf  das  bereits  Vor- 
getragene  beziehen  nnd  eine  wirksame  Rocapitnlation  des  ganaei 
dahin  durchgenommenen  Lernstoffes  ermöglichen.  Dabei  ist  jede  An- 
deutung einer  Löenng  streng  vermieden. 

Ferner  ist  der  Lehrstoff  zwar  kurz  und  knapp,  aber  so  klar  vor-. 
getragen  und  mit  so  grossem  didaktischem  Geschick  jedesmal,  wo  Zweifel 
entstehen  könnten,  auf  die  vorbereitenden  Sätze  durch  Angabe  des  be- 
treffenden Paragraphen  verwiesen,  dass  Referent  hier  ein  uDeingescbräak' 
tes  Lob  ZD  spenden  in  der  Lage  ist. 

Nacb  diesen  allgemeinen  Bernerknngen  gehen  wir  in  der  Durcb- 
sprechung  des  Einzelnen  weiter. 

Auf  S.  17 — 24  werden  Eigenschaften  der  Tangenten  aas  den  BreDn- 
punktseigenscbsfien    abgeleitet.     Die  Darstellung   kann    hier  schon  Qfte 


in  ganz  ungeswungcner  Weise  dem  bestimmten  den  allgemeinea  Kcgel- 
scliaitt  Bubstiluiren  und  seibat  eine  mebr  prfijectivische  Eigenscbaft  ergiebl 
aich  nngesucht  im  Lnnfe  des  Vortrngs.  Zn  dem  in  §  72  gegebenen  Satxe 
vermiesp  ich  eine  nebenstehende  Figur  and  S.  21  Z.  29  steht  durch  Druck- 
fehler Scheitel  für  Schenkel.  Dnter  den  Uftbungeaufgaben  hebe  ich  her- 
vor: „Eine  gemeiDBchafttiche  Tangente  an  zwei  cuncentrixche  Kegel- 
Bchnitte  zn  legen." 

Im  vierten  Abschnitte,  welcher  bis  S.  32  geht,  werden  die  confocalen 
Kegelschnitte  erörtert.  Dieselben  führen  sich  durch  folgende  klare  Dar- 
legung ein:  „Wenn  durch  einen  Punkt  ein  Kegelticbnitt  mit  gegebenen 
Brennpunkten  gelegt  werden  soll,  so  wird  derselbe  entweder  eine  Ellipse 
sein,  deren  Brennpunklsase  gleich  der  Summe,  oder  eine  Hyperbel, 
deren  Brennpunktsaxe  gleich  der  Differenz  der  Brennstrahlen  an  den 
gegebenen  Punkt  ist.  Diese  zwei  Cnrvea  werden  sieb  noch  in  drei  nn- 
deren  Punkten,  die  mit  dem  ersten  in  Bezug  auf  die  Äsen  und  das 
Centrura  symmetrlscb  liegen,  schneiden,  nnd  ihre  Tangenten  in  jedem 
Schnittpunkte  sind  senkrecht  aufeinander."  (Folgt  Verweisung  auf  §§  36 
nnd  &0.} 

Man  sieht  aus  dieser  BeirUgung,  wie  Ingstlich  der  Verfasser  bemUht 

ist,  dem  studirenden  Leser  keine  Rlithsel  anfzngebeu,     Der  Test  snll  eben 

nach  der  von  mir  oben  bemerkten  Absicht  des  Verfassers  möglichst  mlibe- 

los  versländlicb  sein,  wührend  die  Setbstihtttigkeit  in  den  Aufgaben  hin- 

I  reichenden  Stoff  zur  BetliStigung  findet. 

■  .Sprachlich  würde  ich  mich  8.  27  §  103  etwas  anders  ausgedrückt 
uaben,  indem  ein  gewisser  geometrischer  Ort  wohl  einer  von  zwei 
'   Kegelschnitten  sein  muss,    nicht  aber  sich  ,,von  zwei  Kegelschnitten 

Ensammensetzt".  Auch  würde  ich  S.  129  §  106  1.  Abs.  die  drei  ver- 
schiedenen  Bestimmungen    von  Schnittpunkten    durch    1),  2),  3)  hervor- 

I    gehoben  wissen  wollen, 

b  Unter  den   Uebnngsanfgaben  erwähne  ich: 

m  „4.  Einen   Kegelschnitt   mit  einem  gegebenen  Brennpnnkle  zn  con- 

Btrniren,  welcher  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht  nnd  eine  gegebene 
Gerade  und  einen  gegebenen  Kegelschnitt  mit  demselben  Brennpunkte 
berührt. 

r  8.  Eine  Parabel    zn    construiren,    welche   vier  gegebene  Gerade  be- 

■  rtlhrt.  Zu  zeigen,  dass  die  den  von  vier  willkürlichen  Geraden  gebil- 
Pdeten  Dreiecken  umschriebenen  Kreise  durch  einen  festen  Punkt  geben." 

Abschnitt  V  mit  der  Ueberschrift  „Leitlinien"  geht  bis  S.  3&.  Ausser 
den  gewöhnlichen  Sätzen  finden  wir  hier  in  §§  120  und  121  kurz  und 
einfach  die  Grund eigenschaften  von  Pol  nnd  Polare,  ohne  dass  diese 
Begriffe  als  solche  genannt  werden,  entwickelt.  Ebenso  in  §  125  den 
Fnndanientalsatz  Über  das  anharmonische  DoppelverhHltnise.  Diese  Ge- 
genstände  ergeben   eich    ans   dem    Lehrganf^ft  tvAn-  BM||m||Mw^  ~^'<a 
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hatte  der  Fall,  daes  die  BeTÜhrangssebae  darcb  den  BrenupaDkt  gebt, 
ausdrücklich  erwähnt  werden  soliea  und  als  GedÜcbtaisBunterslÜtinng 
öfters  der  Kreis  mit  seinen  analogen,  dem  Stadirenden  bekanateo  Sätzen 
herangezogen  werden  dürfen.  Uie  Beziehung  sec^v  S.  35  hält  Ref.  fBr 
veraltet,  S.  33  Z.  2  v.  u.  fehlt  ein  Ai'cent.  Die  UebnngBaurgaben  em- 
pfehle ich  dem  Leser  als  treffliche  Gelegenbeit,  nicht  blos  den  vorher- 
gehenden, sondern  alle  bis  dahin  vorgetragenen  Abschnitte  zQ  repetira 
Als  besonders  cbnrakterislisch  sei  erwähnt: 

.  „6.  Ein  Vieleck  isi  dem  eieeu  von  zwei  Kegelschnitten,  die  eine« 
Brennpunkt  und  die  xngehörtge  Leitlinie  gemein  haben,  eingeachriebent 
dem  andern  umgeschrieben.  Zn  beweisen,  dasa  in  diesem  Falle  anend- 
lich  viele  Vielecke  in  derselben  Verbindung  mit  den  zwei  KegelBcboittcmi 
stehen." 

Zu  Aufgabe  13  sei  bemerkt,  dass  der  Parameter  eines  KegaU 
Schnittes  nicbt  definirt  ist  nnd  ich  erst  nach  einigem  Sueben  in  den 
§§  33,  48,  61  die  Debnitionen  für  die  drei  besonderen  Kegelschnitts- 
arten  fand.  An  dieser  Stelle  habe  ich  das  Fehlen  eines  index  rerum  äbd' 
empfunden. 

Abschnitt  VI,  Aber  die  Durcbmesiereigenscbaften,  reicht  bis  S.  52. 
Der  Inhalt  ist  wieder  ein  sehr  reicher,  wubei  insbesondere  §§  143  und 
152  erwähnt  seien.  Zu  §  160  vormisse  ich  die  Figur.  Druckfehler  fan- 
den sich  3,  49  Z.  15  v.  o.,  8.  50  Z.  2  (dieser  statt  diese). 

Von  jetzt  ab  glaube  ich  mich  mit  einer  knrüen  Inhaltsangabe  der' 
einxelnen  Abschnitte  unter  blosser  Hervorhebung  einiger  geringer  Ana- 
setzungen  begnügen  zu  sollen.  Ich  filrchle  sonst,  durch  Wiederholung 
von  Lubsprüchen  den  Leser  »n  ermüden.  Nur  eine  Ausnahme  werde  icb 
machen. 

Abschnitt  VII  entbKlt  die  Asymptoten  ei  gen  schaffen  nnd  die  Herui- 
Ziehung  der  gleichseitigen  Hyperbel.  In  §  165  ist  wohl  146  statt  143 
zn  lesen,  obwohl  auch  das  Letztere  richtig  ist.  S.  54  und  sonst,  s.  B. 
Fnssnnte  S.  32,  redet  der  Verfasser  von  ,,eDfgeg<'ngeselzleu  Umlaafa- 
sinnen",  wo  mir  der  Plnral  sprachlich  nicht  gefallen  kann.  Ebenda  Z.  3 
V.  n.  steht  C  durch  Druckfehler  statt  0.  S.  55  oben  wQrde  icb  den  Bat> 
ebenfalls  sprachlich  anders  formuliren. 

Es  folgen  dann  Arealbestimmnng  nnd  die  Centralprojection, 
eigentlichen    Sinne   §  193    auftritt    nnd    pUnimelHsch   schon   an    froherer 
Stelle    durchblickt.     Daran    reihen    sich  Sätze   über  Pol  und  Polare, 
uns    Aufgabe  4    S.  76    an  S.  31   und  §  215    an  S.  34   recapitulireod  i 
vervoDsländigend  gemahnen.     Weitere  Sätze  aber  confocale  Eegelscbnitte 
und  Anwendungen    auf  die  Warfbewegnng  ond   die  Kepler'schen  Ge- 
setze bilden  den  Schlnss  des  trefflichen  Buches. 

Die  bereits  oben  angekündigte  Ausnahme  von  dieser  kurzen  Inbftlts- 
MOgahe  mache  ich  zn  Gunsten  eines  Beweises  des  Satzes  von  I 


Derselbe  rührt  von  dem  Herrn  F.  Bing  her.  Er  tantet  wörtlich,  zanächet 
niT  den  Ereis  gütig: 

„Wir  nennen  die  Berührungspunkte  der  Seiten  Ä,,  Ä,,  ...,  flg.  Auf 
den  Seiten  bestimmen  wir  weiter  Pankle  S,,  S^,  .-.,5^,  indem  wir  auf 
alle  eine  willkärliche  Strecke  eo  absetzen,  dnes  Ji,S^  =  —  ll^S^  =  B^S^ 
=  — Ä^S,  =  fl|jSj=  — flySj,  wo  derjenige  Sinn  einer  Tangente  als  der 
positive  gerechnet  wird,  welcher  vum  Berührungspunkte  aus  gesehen  dem 
Bogen  z.  B.  rechts  liegt.  li,S^  und  H^S^  werden  dann  einen  Kreis  (A) 
in  S,  und  S^  berühren,  fl,S,  und  R^S^  «inen  Kreis  (B)  in  S^  und  S^, 
Ä,Sj  nnd  B„S^  einen  Kreis  (C)  m  S^  nnd  Sg.  Der  Schnittpunkt  von 
RfSj  und  ÄjSg  hat  dann  dieselbe  Potenz  in  Bezug  anf  die  beiden  Kreise 
{A)  nnd  (ff),  ebenso  der  Schnittpunkt  von  B^S,  und  fl^Sj;  die  diese 
Punkte  verbindende  Gerade  ist  »leo  die  Potenalinie  von  {A)  und  (B)  nnd 
mnsa  also  durch  das  Fotenzcffntrum  von  (<4),  (B)  und  {C)  gehen.  Das* 
selbe  iat  der  Fall  mit  den  beiden  anderen  Diagonalen,  welche  die  gegen - 
(Iberliegenden  Ecken   des  Sechsecks  verbinden." 

Eine  so  klare  and  mit  so  einfachen  Mitteln  operirende  Beweisführung 
ist  selbst  ihre  beste  Empfehlung.  Und  in  diesem  Geiste  ist  das  ganze 
Btich  verfasst. 

Die  denische  Bearbeitung  rQhrt  von  dem  Herrn  Verfasser  unmittelbar 
her.  Dass  dieselbe  von  sprachlichen  Unreinheiten,  die  er  in  der  Vorrede 
sehr  bescheiden  in  Erwähnung  bringt,  durchgebeuds  nach  meiner  lieber- 
eengung  frei  ist,  glaube  ich  dadurch  am  deutlichsten  gezeigt  zu  haben, 
dass  ich  an  einigen  Stellen  mein  abweichendes  Sprachgefühl  betont  habe. 

Sei  hiermit  das  kleine  Blichlein,  welches  auf  97  Seiten  so  viel  des 
TrefTlicben  bietet,  den  Studirenden  der  Hocbschnlen  und  ganz  besonders 
den  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalten  bestens  empfohlen. 

Coesfeld,  im  Ootober  1883.  K.  ScHwaama. 


r  Snleitsng  in  die  Leh(e  von  der  Rngeltheilaiig. 
rückaichtignng  ihrer  Anwendung  anf  die  T 
gen  und  der  gleicbeckigen  Polyeder  von  D 
Professor    an    der   Universität    Marburg. 
Tafeln.     Leipzig,  Verlag  von  Teubner. 
Das    vorliegende    Werk    behandelt    in    nn 

[  Weise    einen    Thoil    der   Raumgeometrie,    dem 


Mit   besi 

der  gleicbÜSchi- 

UND  Hrss,  a.  o. 

litbographirten 

1883. 

fassender,    systematischer 

Allgemeiner 


tJniversi tüten  wenig  Beachtung  geschenkt  wird,  das  Problem  der  Kugel- 
theitung,  also  die  Theiinng  der  KugelSHcbe  in  eine  bestimmte  Anzahl 
von  gleichen  und  Ähnlichen  sphärischen  Polygonen.  Genauer  präciBirt, 
nimmt  ee  die  folgende  Fassung  an: 
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„Es   Boll    i>ine  g«igebeiiB  Kagelfläche   mit  einem  Netse  von  gleicha 
und  JthoUcben  sphärischen  Polygonen  überzogen  oder  es  sollen  alle  i 
ermiltelt  werden,   in  welchen  ein  sphärisches  Polygon  nebst  seioeD  < 
grnenten    oder  syininetrischen   Wiederholungen    eine  geschlossene  FUcli* 
bildet,  welche  die  Kngel  ein-  oder  mehrere  Male  bedeckt." 

Unter  den  einfachen ,  die  KngelQäche  einmal  bedeckenden  gleicb- 
flächigen  und  den  zugeordneten  gleicheckigen  Nelken  werden  zunicbil 
die  regulfireu  Netze  hervorgehoben  and  dann  diejenigen,  welche  der 
Reihe  nach  durch  «pharlscbe  Dreiecke,  Vierecke,  FUnTecke  gebildet  « 
den.  Den  gleicheckigen  Netzen  sind  die  gleicheckigen  Polyeder  ein-, 
die  gleich  flächigen  Polyeder  amgeech  rieben ,  so  dass  eich  ans  jenen  Xetse* 
die  gleicheckigen  nnd  gleichdächigen  Polyeder  ergeben,  von  wetcben  d» 
Archimedeischen  and  Plaloniacheu  Polyeder  nur  besondere  Fälle  sind. 

Eingeleitet  wird  die  Uutersnchnng  dieser  Netze  durch  die  Definition 
der  regulären  nnd  halbregnlären  sphärischen  Polygone.  Ein  regnlirc« 
Ephäriachea  fi-Eck  wird  erhalten,  wenn  man  die  aufeinanderfolgeoden 
Tbeilpnnkte  eines  in  n  gleiche  Theile  getheilten  kleinen  Kugelkreisw 
durch  Hauplkreisbögen  verbindet;  ein  halbregnlSree  Polygon  bt  eDtwedflt 
nnr  gleichseitig  oder  nur  gleicheckig.  Das  gleicheckige  Polygon 
gleiche  Innenwinkel  und  abwechselnd  gleiche  Seiten,  seine  Bckpni 
liegen  auf  einem  kleinen  Kugetkreise;  das  gleichseitige  Polygon  bi( 
gleiche  Seiten  und  abwechselnd  gleiche  Innenwinke),  seine  Seiten 
rtthren  einen  kleinen  Kngelkreis. 

Von  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Netze  wird  znerst  die  dnid 
den  Euler'schen  Satz  ausgedrückte  abgeleitet.  Bezeichnet 
der  Innenwinkel  einer  »-eckigen  Grenstiäche,  m  die  Anzahl  der  Fischen^ 
H  diejenige  der  Ecken,  k  diejenige  der  Em 
man  die  Summe  der  Flächeninhalte  der  Gre 
fläche  setzt, 


)  ergiebt  sich, 
izflächeo  gleich  der  Kng«!* 


?'-? 


(n-2)]80»=720" 


Um  die  sSmmtlichen  regulären  Netze  zu  erkennen 
die  Kngelfläche  mit  m  regaUren  n- Ecken  bedeckt. 
Innenwinkel  eines  n-Ecks,  so  gilt  die  Gleichung 

„^-(.-2)180.  =  '^". 

WeoD  in  Jeder  Ecke  v  Flävhfia  KafiMnmeaaio«aen,  m  üt 
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Aus  beiden  Gleichungen  folgt 

4v 


m  = 


2n  — (n  — 2)v 

diejenige  Gleichung ,  deren  Discussion  die  sämmtlichen  regelmässigen 
Netze  ergiebt. 

Es  fällt  jetzt  die  Beschränkung,  dass  die  Grenzflächen  regulär  sein 
sollen;  doch  bleibt  diejenige  bestehen,  dass  sie  congruent  oder  sym- 
metrisch-gleich sind. 

In   einem  Netze  von  gleichschenkligen  Dreiecken  seien  die  Winkel 

eines  solchen  Dreiecks  J^y  A^^  A^  und  A^^=A^y  ferner  die  Seiten  a^,  Og» 

»3  und  «2  =  03.    Wieder  gilt  die  Gleichung 

720® 

*  "  m 

Diejenigen  Ecken,  deren  Scheitel  die  Spitzen  der  gleichschenkligen 

Dreiecke   bilden,  seien  regulär,   die  anderen  halbregulär.     Bezeichnet  vi 

die   Zahl   der  in   einer  Ecke  zusammenstossen'den   gleichen  Winkel    Ai^ 

so  ist 

Vi^i  =  v,^,=  360®. 

Beide  Gleichungen  ergeben  die  neue  Gleichung 

2        4  4 

v^       v^  m 

deren  Discussion  wieder  die  sämmtlichen  Fälle  erkennen  lässt.  Die  wich- 
tigsten Eigenschaften  der  so  erhaltenen  Sätze  werden  in  den  folgenden 
Paragraphen  (16 — 23)  besprochen. 

Die  gleichschenkligen  Dreiecke  können  noch  auf  zwei  andere  Arten 
gruppirt  werden,  erstens  so,  dass  sie  gleicheckige  Netze  liefern, 
indem  an  jeder  Ecke  der  Basiswinkel  doppelt  so  oft  auftritt,  als  der 
Spitzen  Winkel.     Geschieht  Letzteres  Ar -mal,  so  kommt  noch  die  Gleichung 

hinzu 

k{A^  +  2A^)  =  i60^ 
und  aus  beiden 

4^ 
^  =  23ä' 

woraus  als  einzig  möglicher  Werth  Je  =  1  und  m  =>  4  folgt. 

Eine  dritte  Möglichkeit  für  die  Anordnung  der  gleichschenkligen 
Dreiecke  ist  die  folgende.  Von  den  beiden  Basiswinkeln  stossen  je  v^ 
Winkel  in  einer  Ecke  zusammen  und  in  einer  andern  Ecke  gleichviel 
Basis-  und  Spitzenwinkel  k  von  jeder  Art.  Ist  fi^  die  Anzahl  der  Ecken 
der  ersten  Art,  (i^  diejenige  der  zweiten,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
der  möglichen  Netze  dieser  Anordnung  die  Oleiehnnsr 

Av.k 
m^^ =-*— 

2»i- 


r 
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In  äbnlicber  Art  werden  die  übrigen  Netse  Lehaedelt,  ftlao  i 
die  Dreiecksnetze  mit  nngleichen  Seilen ,  dann  die  Vier-  nnd  Fünfeck* 
netee.  Anf  das  reicbhaltige  Detail  kann  in  einer  BeGprechnng,  obne  dj» 
■etbe  ZD  sehr  aosziidebnen,  nicht  näher  eingegangen  werden;  es  ist  I 
klarer,  nb  ersichtlich  er  Weite  dargelegt.  Die  so  erhnllenen  gleicbflXetiigfli 
nud  gleicbeckigeii  Nelze,  sowie  die  entsprechenden  Polyeder  werden  d 
in  bestimmte  Haoptclassen  und  Gmppen  zusammeogefasst. 

Den  SchlnsB  des  Capilele  bildet  eine  Anwendnug  anf  die  rKnmlieh« 
Winkelapiegel  (Poljederkaleidoskope). 

Eb  folgt  die  analytische  Darstellung  der  gleich  flächigen  und  g1eie)t> 
eckigen  Netze,  sowie  der  zagehörigen  Polyeder,  tüi  welche  sieb  ti 
rechtwinkliges  Coordinatensytem  nicht  darbietet. 

Dnrch  stereograp bische  Projection  der  erhaltenen  Netze  w«rden  £ 
3D  der  gewonnenen  Resnltate  zn  gewissen  Problemen  der  F^m 
lentheorie   und  der  Algebra    dargelegt.     Hieran  scbtiesst  sieb  die  cd 
nnd  reciproke  Transformation  der  gleicbfläcbigen  nnd  gleicbecki 

Netze. 

Im  letzten  Capitel  wird  die  Herleitnng  derjenigen  gleichflücbigen  nnj 
gleicheckigen  Netse,  weli^he  mehrfach  die  KngelQäcbe  bedecken,  behaodelti 

Wenn  auf  einer  Engelfläcbe  ein  Polygon  liegt  i 
der  Winkel,  welche  ein  nm  einen  beliebigen  Pnnkt  sich  drehender  «pbS 
riscber  Radias  vector  beschreibt,  dessen  anderer  Endpunkt  den  PerimetM 
des  Polygons  in  der  dnrch  den  Sinn  dieses  Perimeters  gegebenen  Kcb- 
Inng  dnrchlüurt.  b.S&O"  beträgt,  so  beisst  das  Polygon  von  der  <•*■ 
Art.  Lässt  man  durch  Verlängernng  jeder  Seite  nsch  ihrer  positiTei 
Richtung  an  jeder  Ecke  einen  Anssenwinkel  entstehen  und  bezeichni 
die  Snmme  aller  Aussenwinkel  mit  2U,  den  Excess  mit  E,  so  hat  ma 
für  ein  Polygon  der  i""  Art 

£  +  ZD=i.360<'. 

Die  Art  einer  sphärischen  Ecke  wird  durch  die  Zahl  ß  beetiran 
wenn  die  Snmme  ihrer  sphärischen  Winkel  j^.SGO"  beträgt. 

Wenn  ein  sphärisches  Netj  ß-mal  die  Kngelfläcbe  bedeckt,  Ar  dia 
Zahl  der  Kanten,  m  und  n  die  Zahl  der  Flächen  nnd  Ecken,  b^  naA 
ßi  die  Art  einer  Fläche  und  Ecke  bezeichnet,  so  erhält  man  die  erweitert 
Euler'scbe  Formel 


^''.+^ft=*  +  2ß. 


Zur  Herleitung    der 
die  KngelHäcbe  mehrfach 
i.B.v 


gnlKren  Netze  bSherer  Art,    welche    mIs« 
^decken,  dienen  die  Formeln 
,    180" 


roi^i 


v  =  2*. 


t^yairi«  m,  n,  r  die  »af  S.  1S4  »gae^bwitt  ftailwA'gn%  >»^n. 


Die  Zfthl  derjenigen  Lösungen  der  ereten  Gleichnng,  welchen  eon- 
stmirbare  spljürische  Netze  höherer  Art  entsprechen,  reduvirt  sich  darch 
eine  wichtige  Eigenschaft  dieser  Netze,  welche  der  folgende  Satz  ans- 
spricht: 

Jedes  gleicheckige  (spcciell  reguläre)  Netz  höherer  Art  hat  seine 
Eckpunkte  mit  einem  gleicheckigen  (apeciell  regnläreu)  Netze  erster  Art 


Es  ergeben  «ich  sechs  reguläre  Netze  höherer  Art;  vier  von  ihr 
Hihren  anf  die  Kepler-Poi  nsot'schen  Sternpolyeder. 

Den  SchluBS  bilden  die  Methoden,  die  gleicheckigen  und  glei 
flächigen  Netze  höherer  Art  herzuleiten,  und  die  Bestimmung  derjeuig 
welche  sich  durch   Anwendung  jener  Netze  ergeben. 

Hiermit  wHre  der  ungemein  reiche  Inhalt  des  Buches  im  Allgec 
angegeben.  Es  werde  noch  hervorgehoben,  dass  dasselbe  leicht  nnd 
flifissend  gesthneben,  im  ersten  Theile  nur  elementare  Kenntnisse  be- 
ansprucht. Jedem,  der  sich  mit  dem  behandelten,  immerhin  etwas  ab- 
gelegenen Gebiete  der  Geometrie  beschärtigt,  giebt  es  ein  klares  Bild 
von  dem  Zusararaenhange  der  unendlichen  Mai.nichfaltigkeit  der  Körper- 
formen nnd  eine  Fülle  von  Anregungen;  dem  Lehrer  aber  wird  es  eine 
reiche  Quelle  zu  interessanten  stereometrischen  AuTgaben  sein.  So  wird 
denn  das  vorliegende  Werk  den  Wunsch  des  Verfasserfl  erfüllen  beICen, 
dass  dem  in  ihm  behandelten  Theile  der  Ranmgeomelrie  mehr  Beachtung 
geschenkt  werden   wird.  Milinowski. 


Die   Deck- Elemente.      Ein    Beitrag    zur    descriptiven    Geometrie    von  Dr. 
C.  REUSCHLt:,   Professor  an  der  technischen  Hochschule  za  Stutt- 
gart.    Mit  einet  lithographirten    Fignrentafel.     Verlag    der  J.    B. 
Melzler'schen   Buchhandlung.     Stuttgart.     8".     37  S. 
Man    kennt  seit  Langem  die  Nützlichkeit  der  Affinitätsaxen  hei  der 
Bestimmung  ebener  Durchschnittstiguren   in  der  darstellenden  Geometrie. 
In   der  vorliegenden  interessanten  Schrift  geht  der  Verfasser  einen  wesent- 
lichen   Schritt   weiter,    indem   er   neben    den    oben    angeführten    Geraden 
noch    andere  Elemente    in    den  Krei^    der   Betrachtungen    zieht    und  ihre 
principielle    Bedeutung    für   die   descriptive    Geometrie   nachweist.      Dies 
geschieht  durch  die  folgenden   Definitionen: 

Ein  Fnnkt,  dessen  beide  Projec-  Eine  Ebene,  deren  beide  Spuren 

lionensicbdecken,  bciesoDockpQnkt.      sich  decken,  heisse  Deckebene. 
Eine    Gerade,    deren    beide    Pro-  Eine  Gerade,  deren  beide  Spuren 


sich    decken , 
Gerade. 
Schrift   gehen 


jectionen  sich  decken,  heisse  Deck 

»gerade. 
Diesem    Hauptgegenstande    de 
^Allgemeines  Über  descriptive  Geometrie"  M 
I      Bltl-IIL  AbIbIg.  d.  ZelUeUt,  I.  Math. 


heisse    symptotische 
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Anweadnng  dpa  ReciprocitKUgeGetses  vorane-  Trotztlem  die  CoDStnicIioiictt 
ia  ortbigonaler  ProjecticiD  eioen  wesentlich  metriecben  Charakter  habea, 
kanu  man,  wa«  ennacbbt  befremden  mötLte,  jenes  Frincip  sar  Oellnoe 
hriogeo  und  einen  Theil  der  Aofgaben  nnd  Lebr^ätze  io  zwei  einauiltr 
dual  gegenüberstehende  Gra]ipeD  spalten.  Üefiuirt  man  zanJiehM  brhafii 
Erzielang  grösserer  Einfachheit  im  Äasdrnck: 

1.  als   Zenith    einer   Geraden    in    einer   Ebene    den    noendlich    f*nm 
Punkt  dei  Normalen  der  Geraden, 

2.  als  Zenith  einer  Ebene  den  unendlich  fernen  Punkt  ihrer  Nonmlea, 

3.  als  Zeniiblinie  einer  Geraden  die  nnendlicb  Terne  Gerade  der  Nor- 
malebene  der  Geraden, 

so   kann    man    nnter  Benntzun^  eines  aus  zwei  zn  einander  Benkreeblm 
Ebenen,  ZT-Ebene  und  f'-Ebeue,  bestellenden   I'rojections-  oder  Gi 
aysteioa  im  Räume  einander  gegeoiiberstclleu: 
der  //-Ebene  das  Zenith  der  /f- Ebene, 

der   r-Ebene  das  Zenit  der    F'-Ebene, 

dem    Grundscbnilt,    als  Schnittlinie      die  Zenitblinie,  als  Verbind augsUaia 
von  ff-  und    T-Ebene  der  Zenithe  von  A-  und  f-Kheat. 

Qieran  schliefst  der  Verfasser  die  Darstellung  von 

Punkt  nud  Ebene. 

Verbindet    man    den    Punkt    im  Schneidet  man  die  Ebeae  im  Raui 

Raum  mit  dem  Zenith  der  //-Ebene,       dnrcb    die    Uorizontaleheue.     sc    iat 
SO  ist  der  Scbuittpnnkt  dieser  Ver-      diese  Bcbnittliaie 
bindangslinie 

mit;  der  Zeicbnungsebene  (//-Ebene) 
das  Bild  des  Punktes  das  Bild  der  Ebene, 

die  sog.  // -Projection  des  Punktes       die  sog.  ^-Spnr  der  Ebene 

in  der  Zeichnungsebene  (Ä- Ebene), 
so    dass  also  in  der  Zeicbniings,ebene  nach  dem  Reciprocitätsprincip  ein- 
ander gegeaäbereteheu : 

Pankt  als  Projection  eioes  Punk-  Gerade  als  Spur  einer  Ebene  in 

tes  im  Raum,  Raum, 

während  im  Raum  nach  dem  rfinmlicben  ReciprocjtHtsprincip  einander 
dualistisch  gegenüberstehen 

der  Punkt  im  Raum,  die  Ebene  im  Raum, 

die  Verbindungslinie  des  Punktes  die  Schnittlinie  der  Ebene  mit  der 

mit  dem  Zenith  der  ^-Ebene,  das  /f-Ebene,  die  sog- /T-Spur  der  Ebene. 
sog.  Aprojicireode  Loth  des  Punktes, 

In  derselben   Weise  wird  die  Gerade  behandelt. 

Für  den  Raum  steht  Dach  den  anfänglichen  Festsetzungen  die  Rich- 
tigkeit des  Entsprechens  der  auftretenden  Elemente  ausser  Frage.  Aber 
es  bedarf  unserer  Ansicht  nach  der  näheren  Begründung,  dass  man,  nin 


Bur  ebenen  Abbildnng  zu  gelangen,  ffir  dss  projicirende  Loth  defisen 
Schnittpunkt  mit  dür  Bildebene  aubätitniren  kaun ,  and  fernpr,  dasB  nach 
erfolgter  Umleguog  die  KecipnicitätHbezieliuiigen  fortbeHl elieo ,  z,  B.  dem 
Grundscbnitt  der  ZeDitlipunkt  des  GruudscUnitts  ents|)riubl,  einerlei,  ob 
man  diese  Elemente  der  H-  nder  der    F-Ebene  aogebörend  denkt. 


Die  volle  Richtigkeit  der  Au 
Bemerkniig,  daes  durch  dit!  gege 
zttgebörige  Grundebene  als  Fol  i 
deren  Mitielpunkt  im  Grundscbnit 

"iiigung    der   Projectioni 


;abe  l'olgt  nun  in  der  Tbat  aus  der 
ene  räumliche  Zuordnuug  Zenith  ttud 
nd  Polare  einer  Kugel  defipirt  sind, 
liegt,  und  dass  ferner  nach  erfolgter 
die    beiden    Kreise,    in    welchen    die 


Fundaroenlalkugel 

Im  Baum  entaprecbi 
Paukt  als  Pol, 
projicirendei 


den   ProjeclioDsebenGD    geschnitten  wird,   i 


Strahl 


Ebene  als  Polarebene; 
Spur 
als  Polaren. 

Der   Spur   ist    aber    in    jeder    Projectionsebene    eindeutig    der 
Schniltpnnkt    des  projicirenden  Lothes  mit  der  Projectiun geben e   als  Pol 
in   BeEug  auf  den  FuDdamentalkreis  augeordnet, 
die  beiden    Pule  (Projectionen)  die  beiden  Polaren  (Sparen) 

in  den   Projectionsebenen 
bestimmen   den  Punkt  bestimmen  die  Ebene 

tind  man  kann  daher  Pol  nnd  Polare  in  Bezug  auf  den  Fundameutalkreis 
bez.  als  Bilder  von  Pankt  und  Ebene  betracblen  n.  s.  w. 

Andere  Sätze,    die    vom  Verfasser  anfange  beispielsweise  hingestellt 
werden,  wie  etwa  die  folgenden: 


ine  Ger 

•n   Gen 


rallel  : 


rch  dei 


eine  Gerade 
ten  Geraden 

Zenitb   der  I 


Deckeler 


Qc  fernen  Punkt  der  letztem  geht,      Zenitb   der  letztern  geht, 
lassen    sich    nicht  in  i^bnlicher  Weise  gegenüberstellen;    wenigsti 
nach  dem  RecipmcitKIsprincip,    wie  es  die  Geometrie  der  Lage  benutzt 
der  Verfasser  müsste  neu  definiren. 

Im    weitern   Verlaufe    der    Schrift    wird    die 
angegeben ; 

Deckpuukte  und  Ueckgerade  lie-  Deckebi 

(Winkelhatbirungsebene  deszweilen      ten  Media 
nnd  vierten  Quadranten). 

Als    neues    Cunstruclionselement    wird    der    Centralpunkt    A*    ei 
Pnnktea  (u,u')  eiagefühct,    ^g^n  l<u^\i^  d»u.  V i^v^NX  V° 


:bt 


ne  und  symploliscbe  Ge^ 
I  durch'N  Zonitb  der  swei- 


Hiljtorisch-lUerarigcbe  Abtbeilung. 


aller  Dfdt-I 
{«ction  «kdll 


gebendeo  symptotiacheo  Geraden,  durch  Ibo  geben  die  Spuren  aller 
ebenen  des  Pnnktes.  Ein  Pnnkt  ist  bestimmt  dnrcb  eine  Proj«cti 
dnrcb  Beinen  Contralpnnkt. 

Die  Aufgabe:  „Gegeben  ein  fester  Pnnkt  {C",C')  und  ein  cweiMr 
(a',  J*),  gesat;bt  die  Verticalspur  C  der  Verbindungslinie  ®  bettlor  PunkU", 
wird  als  Fundamenlslaufgabe  bezeichnet  und  gelöst;  sie  erireitrt  nA  , 
später  als  Fundamentalaafgabe  der  Perspective. 

Sehr  anaprecbend  findet  sieb  nnter  den  mannigfachen  ADweDdange« 
di«  perapectiviscbo  Cnllineation  bebandelf  ff- nnd  F  Sporen  123...  bn. 
]'2'3'...  weiden  als  entsprechende  Punkte  augesehen,  dann  snid  11', 
22',  33',  ...  Spuren  ron  Oeckebenen  des  Punktes,  welch«  BHmmtlM^ 
durch  den  Cunlralpnnkt  gehen.  Dieser  Pnnkt  ist  slso  du  CoUineKtioBf^ 
,  die  CoUineHlicnsaxe  iüt  der  Grnndschnitt. 

Von  weiteren  Anwendungen  eei  biet  noch  die  am  Sehlasse  gegebene 
Bestimmung  der  Knotenpunkte  eines  Linsensystems  erwähnt. 

Kef.    eweifell    nicht,    dass   das    besprochene    Bach   von    allen    Fack- 
I  mit  Interesse  gelesen  werden  wird. 

iladt,  den  23.  October  1883.  Dr.  Carl  Rodbhbkro. 


i 


Elemonte  der  dantellendea  Geometrie.     Von  Ehnsi'  Pkii,  Olterlehrer  u 

der  k.  Realschule  zo  Annaberg.     Erster  Theil:  Darstellnng  von 

Ranmgebilden  durch  orthogonale  Projectionen.     Zweiter  Tbeil: 

Schnitte  von   Ebenen  nnd  krummen  Flächen.     Schiefwinklige  und 

axoDometrische    Projectionen.      Centralprojection.     Leipzig,    B.  6. 

Tenbner.      1883. 

Der  Verfasser   beabsichtigt    durch    diese    Schrift    eine    Unterlage    fBr 

den  ersten  Unterricht  in  der  Projectionslehre  zn  geben.     Da  die  daret^ 

lende  Geometrie   an  den  Realschnlen  vor  der  Stereometrie  in  den    Lebr- 

plan    eintritt,    so    werden    in    der  Einleitung    die  wichiigslen  aierenmetri- 

sehen  Sätse  in  propHdentischer  Behandlung  vorgeführt,    woran  sich  eine 

'  Darstellnng    von  Ranragebilden    anf 


kurze  Uebersicht  der  Methodf 
Bbenen  und  gekrümmten  Flächen 
gnnalen  Projectionen  von  Punkten 
zilgliche  Aufgaben  über  die  Bestimi 
nnd  Winkeln  gelöst.  Eine  eingehe 
Linien    der  Hllipse,    welche   als  Pr. 


anschliesst.  Nun  werden  die  ortho' 
und  Linien  behandelt  und  darauf  be- 
nung  der  wahren  ürösBe  von  Strecken 
nde  Untersuchung  wird  von  krummen 
tjection  des  Kreises  definirt  wird,  su 
Es  isl  gewiss  nur  zu  billigen,  dass  bei  der  nun  folgenden  Be- 
trachtung der  allgemeinen  ebenen  genchlossenen  Polygone  auf  die  affinen 
Eigenschaften  ihrer  Projectionen  aufmerksam  gemacht  wird. 


Damit   ist 
namentlicli    t'Ür  dere 
welche   jetzt   vorgem 


GrandUge  für  die  Dargtellong  der  Polyeder  nnd 
I  Constrtiction  uns  gegebenen  Eleroonten  genüanen, 
mmen  wird.  Prisma,  Pyramide  und  die  fünf  regu- 
lären Körper  werden  naciieinander  bplrnclilei.  In  der  Pig.  30,  der  Pro- 
jeolion  des  regulüren  Tetraeders,  ist  die  Höhe  ung«:naa  abgetragen. 

Referent  möchte  hier  hinsichllich  der  Anordnung  des  Stoffee  dem 
Herrn  Verfasser  zur  Erwägnog  anheimgeben,  oh  es  nicht  besser  sei,  vor 
der  Betrachtung  der  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  an  sich,  einige  ein- 
lache Körper,  wie  reguläre  Priemen  und  Pyramiden,  abanbilden,  da  der 
Schaler  erfahrongsgemilss  leichter  den  ganzen  Körper,  a's  jene  von  die- 
sem ahstrahirten  Grenzgebilde  aufzufassen  vermag.  Die  Ableitungen  all- 
gemeiner Lagen  in  Bezog  auf  die  Projectionsebenen  aus  einer  einfachen 
anfänglicheo  Stellung  sind  sehr  instrnctiv  und  anregend. 

Den  Schluss  des  ersten  Theils  bildeu  einige  Sätze  über  die  Trans- 
formation von  Bildebene  uud  Ohject. 

Das  Bisherige  soll  das  Pensum  der  Obersecunda  einer  Kealschule 
I.  Ordnung  bilden,  während  der  zweite  Tbetl  in  den  beiden  Primen  zu 
absolviren  ist.  Dieser  Theil  beginnt  mit  der  allgemeinen  Darstellung  der 
Ebene  darch  ihre  Spuren  und  mit  der  Lösung  der  einschlägigen  Aufgaben 
aber  Schnitte  und  Winkel  zweier  Ebenen,  Abstandshestimmungen  u.  s.  w. 
Die  folgenden  Capitel  sind  den  Schnitlfiguren  der  Polyeder,  insbesondere 
der  Prismen  und  Pyramiden  mit  Ebenen  gewidmet.  Da  im  ersten  Theil 
bereits  der  Begriff  der  Affinität  gewonnen  wurde,  so  ist  nicht  recht 
ersichtlich,  warum  vom  Verfasser  nicht  auf  die  affinen  bez  collineaieo 
Eigenschaften  zwischen  der  Basis,  den  Frojeclionen  der  Scbnittfigur  und 
deren  wahrer  Gestalt  aufmerksam  gemacht  wird,  om  so  mehr,  da  ihre 
Benutzung  für  die  Oonstruulion  so  ungemein  nützlich  ist. 

Von  krnramen  Flachen  werden  Kegel,  Hylinder  und  Uolationsflächen 
betrachtet  und  ihre  ebenen  Schnittcurveu,  sowie  ihre  Tangentenebeuen 
bestimmt.  Letztere  Constructionon  werdeu  nur  ganz  allgemein  besprochen. 
Die  besonderen  Vereinfachungen,  welche  die  drei  eben  aufgeführten 
Flächengattnngen  gestatten,  verdienten  unseres  Erachtens  eingehend  er- 
örtert zn  werden.  In  einem  besondern  Abschnitte  werden  viele  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte,  als  Schnitte  eines  geraden  Kreiskegels  be- 
trachtet, abgeleitet. 

Von  Durchdringungen  werden  ausfährlich  nur  diejenigen  ebenflächi- 
ger Körper  unter  sich  behandelt,  nur  ganz  knrz  wird  angegeben,  wie 
man  bei  krummen  Oberflächen  zu  verfahren  habe. 

Der  folgende  Abschnitt  handelt  von  der  Lagenveränderung  der  Raum- 
gebilde; das  Resultat  ist  der  Nachweis  des  Cbasles'schco  Salzes:  Jede 
Bewegung  eines  räumlichen  Systems  aus  einer  Lage  R  in  eine  svaitfi  A' 
iqnivalent  einer  Schrauben bewegnng. 


Hiermit  acblieiit  der  rein  geomeiritwhe  Theil  der  Ortbogon«lproj< 
tion.  Der  folgende  AbBclinilt:  ScbstteDconilraclioD .  bekkndett  diese  I 
ebenäüebige  Körpei.  Cyünder,  Keg<?l  nnd  Kagel.  Uuphnleo  *erd 
oicbt  betimmt,  was  im  Interesse  der  K^rze  gewiss  zu  billigen  ist;  jed« 
werden  die  Regeln,  nacb  denen  nmn  bei  der  Abtönung  krommet 
cbpn  zD  rerfsbreii  hat,  in  ausreichender  Weise  auseinandergesetzt.  Uierl 
wird  die  von  Dr.  Job.  Haller  in  Eeioer  coDHtractiTen  Zeichfnlebre  ai 
gesprochene  Ansieht  citirt,  dase  eine  überall  gleich  stark  erlencbh 
FUcbe  auch  Überall  gleich  stark  im  Tnschlon  xn  balten  sei  and  m 
nicht  etwa  dort,  wo  sie  au  eine  hellere  grenzt,  die  Contrasti 
einen  lierern  Tod  b er vorza beben  habe,  weil  diese  Eigenifaiimlicbbeil  ai 
denselben  Granden  anf  der  Zeicbnung  wie  in  der  Wirkittrhkeit  schon  n 
selbst  bervorgerofen  würde.  Ref.  kann  sieb  dieser  Ansicht  nicht  ai 
scbliessen,  da  in  Wirklicbkeit  die  Differenz  der  Licblstsrke  in  einem  M 
eben  Falle  viel  bedeutender  ist,  als  wir  sie  bei  dem  schwacheu  Licht 
in  dem  eine  Zeichnaog  zu  betrachten  ist,  andeuleu  kör>n<-n,  and  dahi 
ZDDi  Hervorbringen  der  Contrastwirknng  noch  ein  Uebriges  za  thua  gi 
swnogen  sind. 

Die  letzten  Abschnitte  aind  der  schiefwinkligen  Projection,  Axow 
metrie  nnd  Central  projection  gewidmet.  Bei  letzterer  Termissen  wir  m 
gern  die  Angabe  der  wichtigen  Beziehung  der  Collineation  zwiscbeo  eioi 
ebenen  Figur  und  ihrem  Bilde,  welche  der  Verfasser  vielleicht  in  ein) 
»pXtern   Auflage  noch  anfnimmt. 

Die  Darstellung  des  Gesammtinbalts  ist  sehr  klar  nnd  zeichnet  aic 
dnrcb  lobenswertbe  ElirEe  ans,  die  bei  einem  Schulbncb,  dessen  Stndiw 
die  Hilfe  eines  Lehrers  voraussetzt,  besouders  wänscbenswertb  ist.  Di 
am  Ende  fast  jeden  Abschnittes  angeHigten  Uebnugsaufgaben  bieten  mel 
als  auareichenden  Slnff  zur  Behandlung  während  der  dem  ScbSler  i 
Gebote  stehenden  Zeit.  Daa  Buch  sei  hiermit  zur  Aufnahme  w&rmstei 
empfohlen. 

Darmstadt,  den  23.  October  1883.  Dr.  Oakl  Rddbnbkhg. 

Lehrbuch  der  daritflllenden  Owmetria  für  OberreaUchuIen.  Von  Jo«i 
Menobk,  k.  k.  Professor  an  der  Staats -Oherrealechule  in  Grai 
Mit  228  Originalholzscbnitten.      Wien,  Alfred  Holder.    337  8.  8' 

Das  vorliegende  Lehrbuch  ist  im  Sinne  der  instriiction 
welche  das  fisterreicbiscbe  Minislerinm  für  Cnttus  nnd  Unterricht  als  Ai 
scblass  an  den  Erlass  vom  23.  April  18S0  Z  6233  für  den  Unterricht  i 
den  Elementen  der  darstellenden  Geometrie  an  der  Oberrealscbule  heran 
gegeben  bat. 

Der  Lehrstoff  ist  in  nenn  Abschnitte  getbeilt,  von  denen  der  oM 
eiaer  karten  Widerholnug  der  «icbttgsbeB  Lebiaitu  ttber  die 


I 


hiltoisse  der  Geraden  und  Ebeneo  gewidmet  ist,  während  die  folgeoden 
drei  Ähsehnitte  die  Elementarnufgaben  der  darBtelleoden  Geometrie  in 
DTthogoDaler  Projectiou  durchführen.  Insbesondere  bebandelt  der  zweite 
Abscbnitt  die  Projectinn  auf  eine  einzige  Bildebene;  der  dritte  Abschnitt 
lehrt  die  ProJectioD  !iuf  zwei  zQgeordoete  Ebenen  nnd  behandelt  jene 
Änfgaben.  welche  sich  anf  die  gemeinsnmi'H  Elemente  und  die  parallele 
Lage  von  Geraden  nnd  Ebenen  bezieben;  der  vierte  Abscbnitt  erklärt 
die  Transrorioation  der  Projectioneebenen  und  daa  Coordinatensystem, 
zeigt  die  naratellung  von  zugeordneten  Projeclicnen  ebener  Fignren  und 
behandelt  die  Aufgaben  über  die  normale  Stellnng  von  Geraden  und 
Ebenen ,  sowie  die  Construction  von  Abständen  und  Neigungswinkeln, 
Den  ächluBs  des  dritten  nnd  vierten  Abschnittes  bilden  die  einschlägigen 
Schatteoconslrnctionen. 

Der  Artikel  über  dns  Dreikant  macht  den  Anfang  des  fünften  Ab- 
Bcbnittea,  welcher  von  ebenflächtgen  Körpern  bandelt  nnd  einige  Eiklä- 
rnugen  über  Axonometrie  bringt;  der  secliste  Abscbnitt,  welcher  das  in 
des  VerfasBers  „Grundlehren  der  Geometrie"  enthaltene  Capitel  von  den 
Kegelschnitlslinieo  xar  Vorftusaetzung  nimmt,  bespricht  die  Evolnlen, 
Evolventen,  Spiralen  und  ('ycloiden  nnd  zeigt  die  orthogonale  nnd  Bchiefe 
PrnjeclioD  der  Kreislinie.  Der  siebenle  Abschnitt  bebandelt  die  Dar- 
stellung der  krnmmen  Flachen,  sowie  die  Construction  ihrer  Beriibrnngs- 
ebenen  und  ebenen  Schnitte,  wäbrend  der  achle  Abschnitt  ihre  gegen- 
seitigen Durchdringungen  vorführt  und  die  Construction  der  Selbst-  nnd 
Scblagschattea  an  krummen  Flächen  lehrt.  Der  neunte,  letzte  Abscbnitt 
enlbSlt  eine  kurze  Theorie  der  centralen  Projection  nebst  deren  Anwen- 
dung zur  perBpectiviscben  Darstellung  geometrischer  Kürper  und  ein- 
^her  technischer  Objecle.  t]in  Anbang  zu  diesem  Abschnitte  entliKlt 
einige  Bemerkungen   'Iber  Karlenprojeclion   (nach  Pobike). 

Den  einzelnen  Capileln  ist  eine  hinreichende  Anzabl  von  Uebungs- 
•nfgaben  beigegeben. 

Den  Instructionen    gemKis    ist   daa   vorliegende  Lehrbuch  Dater  dem 

cbtspunkle  abgefnset.  dass  die  ungeübte  Vorstellungskraft  der  Schüler 
vornehmlich  durch  einfache  Modelle  unterstützt  werde  und  dass  es  nicht 
enipfebleoswertb    sei,    anstatt  solcher   Modelle    perspectivigche    Bilder   zu 

Ref.  halt  das  selbstetündige  Entwerfen  nnd  die  Ausführung  von 
Fignren  in  axonometriscber  Projection  —  welche  sehr  gut  ohne  Keontnies 
der  Theorie  vorgenommen  werden  kann  —  von  Seiten  des  Schillers  für 
ansaerordentlicb  nützlich  nnd  miicbte  nicht  gern  auf  die  Aufnahme  einiger 
leitender  Figuren  verzichten.  Wenn  dieselben  aber  durchaus  ausgeBchlos- 
sen  werden  sollen,  so  ist  gewiss  die  Anwendung  der  stereoskopischen 
Fignren  fllr  den  U&tnrricbt  lo  der  Stereotneirie  nnd  darstellenden  Geo- 
metrie VOB   J*  $«  'C^^tfSi  ^^'    ^'  ^'  ^^'[^'^^^^^'^1    ^'^-'^  ^<»%& 


Benutsung  gleicbberechtigt  —  ja,    mao  möchte  e%gen,    weno   es  sicfa  na 
ilie  Angabe  der  ünrchsichten  handelt,  deo  upaken  Modellen  voransiehf 

Dm  Buch  iet  klar  and  ansprechend  geschrieben.     Wir  emprehleo 
den  Lehrern  zur  Benntzung  für  den  Unterricht  bestens. 

Darmetadt,  den  23.  October  1883.  Dr.  Carl  Rddenberc- 


Gmadtlkge  der  BeliefpsTspectlTS,  nebst  Anwendung  zur  Uerotellnn 

perEpectivischer  Modelle.  Als  Ergänzung  znm  Perspective- Unter- 
richt an  Kunstakademien,  Knnstgewerbescbnlen  nnd  technischeu 
Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr.  L.  Burmebtek,  Proreesor  der  dar- 
stellenden  Geometrie  am  kSnigl.  Polytechnikum  üu  Uresdei 
drei  lithographirten  T«feln  und  einer  Liclitdrucktafel.  Leipzig, 
B.  G.  Teuhner.  30  S.  gr.  8". 
üeber  das  vorliegende  Werkchen  zn  berichten,  ist  für  den  ReferaU' 
ten  eine  Äurgabe,  nie  sie  angenehmer  nicht  gedacht  werden  kann. 

Der  Verfasser  wendet  sich,  wie  aus  Titel  nnd  Vorwort  zn  entnehm 
in  erster  Linie  an  die  Künstler  und  i'Or  diese  sei  daher  gleich  erwähnti 
dass  sie  nicht  vor  Beginn  der  Lecturn  nölhig  haben,  die  ihnen  meisten» 
innewohnende  Sehen  vor  maihematischen  Dingen  zu  überwinden,  da  allS' 
Gesetze  auf  rein  anscbanlicbe  Weise  gewonnen,  hingegen  Rechnungen 
durchaus  vermieden  werden.  .4ber  nichtsdestoweniger  verdient  die  Schriftl 
auch  in  einer  mathematischen  Zeitschrift  besprocben  zu  werden, 
die  Gntwickeinng  mit  Strenge  dnicbgefiibrt  ist. 

Der  erste  Theil;  „Begründung  der  Reliefperspective '",  enthält  ni 
der   Einleitung    die    Ableilnng    der  fnudameolalen    Beziehungen ,    weicht 
zwischen  dem  Original  und  dem  Kelief  besteben;    Augpnnkt,    Bild- 
Fluchtehene  werden  definirt.     Daran  knüpft  sich  die  Darlegung  vou  apa« 
ciellen  Beziehungen,  welche  aus  einer  besondern  Lage  des  abzahitdeu- 
den  Gegenstandes  in  Bezug  auf  die  Bildebene  entspringen. 

Der  zweite  Theil  erUutert  an   Beispielen  die  Constmctinn  i 
Stellung  Teliefperspectiviacber  Modelle.     Es  wird  die  Methode  entwickele 
nach  der  die  vor  längerer  Zeit  erschienenen  Modelle  des  VerfaBBers*. 
Nr.  I:     Würfel   mit   aufgesetztem   Rotationskegel,    Obelisk,    Roiatiooa- 

Gelinder  mit  Kugel; 
Nr.  II:    Bogenhalle; 

Nr.  III:  Inneres  einer  romanischen  Baeilica 
(in  vorzüglicher  Welse  ausgeführt  von  C.  Lehmann,   Inspeclor  und  Con 
eervator    am    künigl.  Museum   der  Gypsabgüsse,   und  von  dieeent  za  bq 
ziehen),    hergestellt  sind.      Auf   die   vielen    kleinen  Vortbeile,    di«   m 
sonst  nur  bei  eigenem  Uodelliren  nach  und  nach  kennen  lernt,  wwda 


laerluam  gemacht. 


Von  theoretischen  Gegenatünden  verdient  der  eiofacfae  synthetische 
Beweis  für  die  Hytx'Hche  ConstruelioD  der  Hauptaxen  einer  Ellipse  ans 
zwei  coDJugirlen   Durchmessern   besonders  hervorgt'hoben  sii  werden. 

Einige  SchluBswürte  bebandeln  die  Regeln,  nach  denen  unter  Um- 
Rländeii  noihwendige  AbwMchungen  vnn  den  strengen  Gesetzen  dvt  Re- 
liefperspeclive  vorsnnehmen  sind. 

Das  Bach  wird  sich  unstreitig  in  Bälde  viele  Fiennde  der  verschie- 
densten Kreise  erwerben  i  «ijeciell  dem  Künstler  gegenüber  möchten  wir 
sogar  SaBsern  ,  dass  ihm  gewittsermassen  eine  Pflirht  erwuchst,  das  Buch 
zu  Studiren  i  wenigstens  liat  fortan  kein  Nichtmalhemaliker  das  Kechl, 
Gründe  hinsichtlich  der  Schwierigheit  des  Vertttändnisses  der  hier  ent- 
wickelten Gesetze  als  Entschuldigung  ffir  eine  Ansserachtlassung  der- 
selben anzurühren. 
H         Darmsladt,  den  23.  October  1883.  Dr.  Carl  Rodicnbkro. 


Elemente  der  d&rstellendeD  Geometrie.    ICin  Lehrbuch  für  Oberreslschulen. 
Im  Sinne  des  mit  der  Verordnung  vom  15.  April  1879  Z.  5607  aus- 

I  gegebenen  Noimallehrplanes  und  der  hierzu  erschienenen  Instruc- 

L        tion    verfasst   von    Fkanz    SuolIk,    k.  k.  OberreBlschul-Proressor. 
I  Mit  345  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.    Prag,  F.Tempsky. 

I  271    S.  gr.  8^ 

I  Dieses  Buch  ist  sowohl  nach  Form,  als  aacb  nach  Inhalt  so  ähnlich  dem 
bf  S.  142Sg.  beifpruchenen ,  dass  wir  nns  fast  damit  begnügen  können, 
eide  als  gleichwerthig  zu  bezeichnen.  Kleine  Abweichungen  finden  wir 
gegenüber  dem  Mengnr'schen  in  der  Zugabe  der  dort  ansgeechtossenen 
axonoraetrischen  Figuren  anr  Veranschsolichung  der  Vorgänge  beim  Pro- 
jiciren.  Ferner  sind  in  Capitel  VI,  ..Geometrische  Verwandtschaften 
ebener  Gebilde",  die  Uolliueation  und  ihre  Specialflille  Affinität,  Aehn- 
lichkeit,  Congruenz  kurz  bebandelt.  Merkwürdigerweise  sind  jedoch  die 
abgeleiteten  Gesetze  in  dem  Capitel  ober  Perspective  nicht  verwerthot. 
Noch  eine  Kleinigkeit  möchte  hier  ErwShnuug  tindtn.  Auf  S.  99 
erfahren  wir,  dass  man  Herrn  Ständig!  die  Definition:  „Ein  Gebilde 
der  dritten  Stufe  ist  das  rüumliche  System;  das  Ist  die  Geeamnit- 
heit  aller  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  des  nnendlichen  Raumes",  ver- 
dankt. Andererseits  schreibt  der  Verfasser  im  Vorwort,  wo  von  den 
fielen  der  Wissenschaft  die  Rede  ist,  den  Fiedler'schen*  Ausspruch: 
,,Die  Geometrie  muss  so  lange  graphisch  construiren .  bis 
elernt  ist,  ohne  Süssere  Anschauung  rttumlich  zu  denken", 
I  nnd    nennt  keinen  Namen.     Glaubt   er   sich  hier;EU  berechtigt  infolge 


14fl  HistoriBcli- literarische  Abthpilnog      KeceneioDeS'  ^^^H 

Veiwandlnng  de»  Wortes  „graphisch"  in  das  weniger  beBetohnende 
„praktisch"? 

Hierdurch  wird  selbBtvewtäadUch  die  volle  Branchbarkeit  des  Boehee 
in  keiner  Weise  beeinträcbtigt. 

Darmstadt,  den  24.  October  1883.  Dr.  Cabl  Rodenbkbu. 


I 


Theilbarkeitaregeln  rur  ein  ZahlensyRtem  mit  beliebiger  ganser,  positiTer 
Basis.      Von    Carn    Haas,    Dr.    phil.       aeparntaharnck    aoB    de» 
XIX.  JahresbAricbt   des    MariabilTer   Commanal-Real-    nnd    Ober- 
gymnasiams.     Wien    1883.     Int  Selbstverlag  dp6  Verfassers,     16  S. 
Wir  haben  im  XXVII.  Bd.  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit.  Ahth.  S.  192, 
auf  eine    PrograromabbRndlung    de»  Herrn  Bnnrath,    das  Rechnen   mit 
Systomzablen   betreffend,  hingewiesen.    Unsere  gegenwürligen  Zeilen  knü- 
pfen an  eine  Abhandlung  ähnlichen   Inhalte  an,  welche  voniebmlicfa  mit 
der  Anfgabe  sich  beschSftigt,  diejenigen  Zahlen  anfzuinichen,  welche  als 
Tbeiler    in    einer    beliebig   nach    links   sich    fortsetzenden  Zahl    enthalten 
sind,    deren    HUf   "i    Ziffern    bestehendes   rechtsseitiges  Ende    sie    tbeileo. 
Je   nach    der  Grandzahl    des  Systems   erscheinen   dabei  bald  mehr,    bald 
weniger  Theiler,   w&hrend    die  Zifferzahl    m  des  charakteristischen  Endes 
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rend.  LXXXIX,  31.     [VergL  Bd.  XXVllI,  Nr.  446] 
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.  Ueber  eine  eindeutige  Entwickelung  vou  Zahlen  in  eine  unendliche  Reihe. 
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424.  D^veloppement  d'une  foncÜOD  ä  une  aeule  variable,  dane  an  Intervalle  donne, 
BUivant  leg  valeurs  mojenuos  de  cette  fonctiou  et  de  see  döriv^ei  bdccm- 
eives  dang  cet  intervalie.     H.   L^aut^.     Compt.  read.  XC,  HO*. 

4-J6.  Dfireloppemeut«  en  s^rie  d'une  fonctiou  holomoiphe  dana  uae  aire  liinit^  p«r 
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]36.  Developpcmeata  en  ^erie  daa«  une  aire  limit^e  pujr  des  arci  de  cercle  AppelL 
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Math.  PhjB.  XXVIIl,  249. 
jaa,  Zur  Theorie  der  Polyeder.    F.  Lippich.    Wien  Akad.-Ber.  LXXXIV.  20. 
433.  Th^or^me  aur  un  t^traädie  inacrit  ä.  une  sph^e.   Lienard.    Uathesia  UI,  S15- 
Vergl.  Cabatur  61 

Sabititstjonsn. 
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'.  La    relasione    di  Oöpel  per  funzioui   iperelliticlie  d'OTdine  qnalunqne,     F. 
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473.  Sur   lea  divisetirs  dea  fonctionB  cyclotomiques.     Sjl»*8ter.     Compt.  i 
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Compt  rend.  XCI,  100, 
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489.  Zur  Lehre  von   der  Thcilbarkeit   der  Zahlen.     0.  Kessler.    Zeitechr.  Math. 

Phys,  XXVIII,  60. 

490.  Sur  la  pariition  des  nombres     David.    Compt.  rend.  XC,  1344;  XCI,  631. 

491.  Hat  le   plus  grand  common  diviseur  et  le  plus  petit  multiple 

Barrieu.    Matbesis  III,  317. 
493,  Tbdoremes  sur  la  divisibilite  des  nombres,     Matbesis  III,  104, 

493.  Divieibilit^  de  certnines  formea  de  nombres  par  7,  II,  40,  9  etc.  MalUeaisIII,  114, 
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P.  Pepin. 
Lef^biirk, 
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...a  +  6  +  c  +  l,  ...  B0U8  condition  de  b  +  6  +  c  +  . 
k  P.  Barrieu.    Matbeeb  IM,  118. 
497.  Decomposition  de  (14-x  +  x*4-..-  + J;*)'  — X''  en  deux  facteurs.   Maibeö*  111,  4Ti 
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VergL  formen,    Functionen  IQS. 


Historisch -literarische  Abtheilung. 


Ueber  einige,  aus  dem  Arabischen  entlehnte  Stem- 

namen. 

Von 

Dr.  Armin  Wittstein 

in  Letpsig. 


Im  Nachstehenden  heabsichtige  ich  eine  kurze,  nur  das  allernöthigste 
Beiwerk  und  sprachliche  Detail  enthaltende  Erklärung  derjenigen  ara- 
bischen Sternnamen  zu  geben,  die  sich,  mehr  oder  weniger  entstellt, 
noch  bei  uns  im  Sprachgebranche  erhalten  haben  und  zuweilen  in  astro- 
nomischen Ephemoriden,  neben  der  Bayerischen  Bezeichnung,  angeführt 
zn  werden  pflegen.  Sie  ist  an  alle  Leser  dieser  Zeitschrift  gerichtet, 
welche  mit  dem  Interesse  an  der  fortschreitenden  Entwickelung 
der  Astronomie  auch  ein  solches  an  der  Geschichte  der  wohl  ältesten 
der  Wissenschaften  verbinden,  aber  nicht  selbst  Gelegenheit  und  Masse 
fanden,  die  Bahn,  auf  der  der  menschliche  Geist  in  seinem  Ringen  nach 
Erkenntniss  und  Enträthselung  des  xoanogj  von  dem  er  unseren  gelehrten 
Annalcn  gleichsam  die  Spuren  eingedrückt  hat,  mühsam  allmälig  vor- 
drang, bis  zu  jenen  kleinen  Seitenpfaden,  aus  allen  Richtungen,  zurück- 
zuwandeln,  auf  denen  wir  —  gewissermaassen  ein  CoIIectivname  für  ihre 
Vereinigung  —  den  Anfang  der  Sternkunde  suchen  mtissen.  Ihnen 
hoffe  ich  mit  der  folgenden  Znsammenstellung  einen  geringen  Dienst  zu 
erweisen. 

Ehe  ich  von  den  hierbei  benutzten,  gedruckten  Quellen  Einiges  sage, 
habe  ich  vor  Allem  der  mündlichen  zu  gedenken,  nämlich  einmal  der 
Belehrung,  die  ich  aus  einer  Unterredung  mit  Herrn  Geh.  Hofrath  Prof. 
Dr.  Krehl  über  das  vorliegende  Thema  empfangen,  sodann  der  gütigen 
Unterstützung,  welche  jener  Gelehrte  meinen  unbedeutenden  Kenntnissen 
im  Arabischen  dadurch  hat  angedeihen  lassen,  dass  er  sich  der  Mühe 
einer  Durchsicht  des  linguistischen  Theiles  dieses  Aufsatzes  unterzog. 
Eine  so  seltene  Liberalität,  wie  die,  mit  der  Herr  Geh.  Hofrath  Dr. 
Krehl  die,  zuweilen  etwas  weitgehenden  Wünsche  eines  ihm  bis  daUlii 

Hiii.-lii.  Abthlg.  d.  Zeitiohr.  f.  Math.  n.  Phyi.  XXIX,  fi.  ^^ 


nistorisch   literarische  Abtheilnng. 


vbllig  Fremden  erfüllte,  kann  es  mir  nur  zur  P6iübt  aufeiUgen,  genaoa- 
lera  Herrn  hiermit  auch  Qffentlicb  den  Ausdruck  tief  empfaDdeneti  Dan- 
kes ilarzabringcn. 

Die  Abbandlung  von  F.  W.  V.  Lach,  „Beitrag  znr  orieDUliecben 
Slernknnde.  der  VollntändigkeU  wegen,  mit  einer  meglicbst  genauen 
nibrnng  aller  Sternnamen  verbanden  (Allgemeine  Bibliothek  der  biblischen 
Literatur  von  Johann  Gottfried  Eichhorn,  VII.  Bd-;  Leipzig] 
bis  1797.  Kl.  S".)",  betitelt,  und  die  „Untersnchnogen  über  den  üraprnng 
nnd  die  Bedeutung  der  SterunameD.  Ein  Beitrag  zur  Geschichte  des  g»- 
stirnten  UimmelG  von  Lndewig  Ideler  (Berlin  1S09,  8^  X,  LXII, 
452  S.)"  —  waren  die  Schriften,  die  in  ertiter  Linie  an  Ralhe  gesageo 
werden  muasten;  die  Folge  bat  gelehrt,  dass  sie  mir  fast  ansEchliesslicb  die 
Hilfsmittel  lieferteu,  deren  ich  für  meine  Zwecke  bedurfte. 

In  der  Einleitung  liebt  Lach  die  Bedentnng  des,  im  Musenm  de* 
Cnrdinals  Burgia  in  Vclleiri  aufbewahrten,  kufisch 'arabischen  Himmels- 
globus für  die  KenntnitiB  der  arabischen  Sternbilder  hervor  und  bespricht 
im  Anacblnss  hieran  Assemanni's  I'ubticalinn  (Globus  coeleslis  cuGco- 
arahicua  Veliterni  mnsei  Borgiani  a  Simone  Assemanno  illustraluB  .  Patavii 
MDCCXC,  4".)  ober  dieses  alte  Kunstwerk.  Seine  Kritik  ist  nicht  gans 
frei  von  Tadel  und,  man  mnss  es  zugeben,  von  gerechtem.  Der  Globns 
wurde,  wie  eine  Aufachrift  anf  ihm  besagl ,  in  Aegyplen  nm  da»  Jahr 
1225  von  einem  gewissen  Caesar,  vun  dessen  Leben BUmstäuden  nicbts 
Näheres  bekannt  geworden  ist,  verfertigt;  er  ist  aus  gelblichem  Metalle, 
hat  einen  Durchmet^ser  von  ungefSbr  219  mm,  trügt  zwei  silberne  Aaf- 
scbriftcn  und  enlbSlt  die  Sterne,  van  denen  die  Namen  der  wichtigsten 
derselben  gleichfalls  in  Silber  ausgeführt  sind,  bis  znr  itlnften  Grösse  in 
erhabener  Silberatbeit.  Die  wenig  kunstvoll  entworfenen  Sternbilder 
haben  doppelte,  in  den  Zwischenräumen  mit  rother  Farbe  ansgeftlllta 
Umrisse  und  zeigen  —  eine  alte  arabische  Sitte  —  die  Eigenthümlich- 
keit,  daSK  alle  Figuren  in  einer,  mit  dem  Gesichte  von  der  KugeläUche 
ebgewandten  Stellung  verzeichnet  sind,  wodurch,  gegen  unsere  Aaffac- 
snug,    stets  eine  Vertauscbnng  von  rechts  und  links  hervorgernfen  wird. 

Ideler  stützt  sich  hauptsächlich  auf  die  Gestirnbeschreibong  in  den 
arabisch  geschriebenen  Naturwundern  des  Persers  Zacarijjä  ben 
Mahmud  el-Kazwinl,  die  er,  nach  einem  Berliner  Codex,  sowohl  in 
der  Uebersetzung,  als  auch  in  der  Ursprache  veröfTentlicht.  Dieser  Perser,  | 
gebUrtig  ans  Kazwin,  einer  etwa  1$  deutsche  Meilen  südlich  vom  Ku- 
piacben  Meere  gelegenen  Stadt  des  nördlichen  Persiens,  des  sogenannten 
Gebirgslandes  (belad  el-gebAI),  gestorben  12S3,  lebte  gleichzeitig  mit 
einem,  um  Mathematik  und  Astronomie  sehr  verdienten  Gelehrten  aoe 
Tus,  der  unter  seinem  Beinamen,  Nastr  Bddlu,  am  bekanntesten  ist. 
Neben  jener  Urkunde  leistete  Ideler  auch  der,  im  Mathematiaefaen  Salon 
zu  Diosdeo  aufbewahrte,  arabische  Himmelsglobus  mit  durchweg  knfischer 
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Schrift,  deren  Alphabet  Ideler  mittheilt,  wesentliche  Dienste.  Letzterer, 
eine  messingene  Hohlkugel  von  144  mm  Durchmesser,  wurde  im  Jahre 
1279  (oder  1289?)  zu  Maraga  von  Muhammed,  dem  Sohne  des  Mu- 
wajid  el-Ardi,  verfertigt  und  mehrere  Male  beschrieben,  zuerst  1808 
von  Bei  gel,  dann  1866  von  Schier  und  endlich  1873  (in  Karten  und 
plastischer  Nachbildung  seitdem  im  Buchhandel  käuflich)  von  Drechsler. 
In  den  Transscriptionen  der  einzelnen  Sternnamen,  zu  denen  ich 
nunmehr  übergehe,  bedeutet: 

d  ein  lispelndes  d,  ähnlich  dem  engl,  ih  in  the,  this,  (hat; 

g  das  italienische  g  vor  e  und  t; 

g  ein  schnarrendes  gutturales  r; 

h  einen  sehr  scharfen,  aber  glatten  Eehlhauch; 

h  das  deutsche  ch  in  Rache; 

k  ein  gutturales,  mit  Nachdruck  gesprochenes  Ar; 

r  ein  mit  der  Zunge  ausgesprochenes  r; 

^  das  deutsche  5c/i; 

t   das  mit  Nachdruck  ausgesprochene  /  des  oberen  Gaumens; 

z  das  französische  z. 


,^o  « 


Algenib  (y  Pegasi)  entweder  aus  ^^I^Lä^,   gendh  el-feres,   Flügel 

des  Pferdes,  oder  aus  v^^^jl;^!,   el-genib,  latus ^  entstanden. 

Achernar  {a  Eridani)  aus^^^t^  ahir  nahar,  Ende  des  Flusses  (ij  Skqcc 

xov  Ttoxaiiov), 

Algol  {ß  Persei).  Im  Arabischen  heisst  Perseus  der,  den  Kopf  des 
Dämons,  das  Medusenhaupt  Tragende.     Aus  letzterem  wurde 

später  J  yül  ^j^t^,  rÄs  el-gol,  Teufelskopf. 

Aldebaran   (a  Tauri)  aus  jjIj/sXJI,   ed-debarän,  quod  pone  est,     Ge- 

meinschaftlicher  Name   der  sechs  am  Vorderkopfe  des  Stieres 
kenntlichen  Sterne  y^  d,  q,  o,  e,  r. 

Rigel  (ß  Orionis),  das  einzige  Wort,  das  sich  aus  dem  vollen  Namen 
^jLli\  'j>?^l  y^j^  "S^  el-gauzÄ  el-jusra,  pes  Orioms 
sinister,  der  linke  (rechte)  Fuss  des  Orion,  erhalten  hat. 

Beteigeuze  (a  Orionis)  aus  IjjjsUfiAi,  j®^  el-gauzÄ,  manus  Orioms, 
hauptsächlich  durch  Verwechselung  von  j  mit  b  hervorgegangen. 

Canopus  (a  Argus)  heisst  im  Arabischen  J^jj^,  suhöl,  facilis  in  demmu- 
livo  a  radice  y^^^  sahala,  planus,  facilis  fuit,  „Der  griechische 
Kdv(üßog^  wofür  sich  auch,  besonders  bei  den  Römern,  Canopus 
findet,  gehörte  nach  Strabo,  ebenso  wie  IK.oiwevLQ<;  B^L^evC^tv^^ 


HistoriBch  -  titerariacbe  Äbtheilang. 

HAnptImar  der  Berenice  (GeniAhlm  dos  UgyptiscliOD  KScigE 
Ptolemanns  Energetes),  zn  dr>DJpnigi<ii,  welclie  damals  erst 
tx9^S  «wl  «(Morjv,  vor  nicht  Unger  Z^il,  tiingeRibrt  waren. 
Rratoüthenps  und  Flipparch  gi^brauvlien  ihn  schon.  Endo- 
xna  sagt  dafür  ntjöalnov.  das  ^tpann-ader  Ob  und  nplcbfn 
Beiug  dfir  Name  Caaobus  anf  den  Gott  nud  dip  Btadt  gleielifn 
Namens  in  llnteragypten  am  westlichen  AasHuas  des  Nil  hal. 
ist  uns  nnbekannt.     (Idel^r.)" 

fitrinii   (k  Cbii<  naj.)  bat   den    Namen    ^  .wa,   li  'ra,    eigentlich    Sirin« 

Jemanensis,  weil  er  den  Arabern  in  der  Gegend  SUdarabienH 
unlersugchen  schien,  wÄhrend  sie  Procyon  (o  Can.  min.) 
Sirins  transiens,  den,  einer  Fabel  zufolge,  durch  die  Hitch- 
strassc  Üirhcuden  Sirias  nannten.  Zusammen  beiaBen  sie  bei 
ihnen    ^yljjjLäJI,    es-si'rajftn,  die  beiden  Sirii.* 

ta  («  Virginia).  Weil  der  hellste  Stern  in  der  Jungfrau  an  der  Aehre 
in  ihrer  linken  Hand  steht,  wird  er  in  dem  aslronomiEchen 
Geilich»-  des  Aretns  (siehe  die  ScbluGsbpmerkangeD)  und  von 
allfiii  BpXtereu  iro'jtif,  spica  {spirum  bei  Cicero),  Aebre,  ge- 
nannt- Bei  den  Alten  kommt  das  Sletubitd,  ansser  seinem 
eigenttichcn  Namen:  /7o() ei' vp? ,  virgo,  unlrr  der  myliiiBclien. 
Astraea  und  Erigone,  tot.  Nach  einem  Mythus  im  Aratns 
ntimlicb  lebte  ^ix>),  Justitia,  gewöhnlich  Astraea  genannt,  im 
goldenen  Zeitalter  unter  den  Menseben,  zog  sich  im  silbernen 
Ton  ihnen  znrück  und  verliess  sie  im  ehernen  endlich  ganx, 
um  fortan  unter  den  Sternen  ihren  Wohnsitz  anf  zuschlagen. 
Uei  den  Arabern  beisst  nicht  nur  dieser  Stern,  sondern  auch 
das   ganze    Bild,    oder   ehemals   von    ihm   ausgefüllte    Zeichen 

&LlwJ't,  es-snnbela,  die  Aehre,  während  *ij0uj  I,  el-adrÄ, 
die  Jungfran  bedeutet. 

sar  (£  Urs.  maj.  pr.)  stammt  möglicherweise  von  \jmo  mtzAr,  GOrtel, 
snbligaculum,  her. 

ga  (tt  Lyrae)  ist  das  entstellte  letzte  Wnrt  in   «5  1  »J  1 -*Jj  I,    en-nasr 

el-wäfei',  dfr  fallende  Geier  (oder  Adler). 


*  Ideler  wirft  die  Krage  auf,  ob  Sirius  und  Si  'ra  nicht  aus  Hiner  (Juelle, 
nnd  iwar  aus  einer  oriental i sehen,  geflossen  sein  möchten?  DieVermuthung,  das» 
Zilfiof  (heisB,  brennend,  von  der  Sonnenhitze,  als  SubsLintiv  den  Hundtslem  be- 
deutend) ein  der  griechischen  Sprache  ursprünglich  freiiiilea  Wort  sei,  iat  schon 
lange  vor  ilim  von  Anderen  iiUHgeiipvacbca  wurden. 
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■-•.••>■  ■«-  ^ 


*A      SC^     7CS6^ 


Altair  (a  Aquilae)  bebalten  aus ^^  LbJ  f ^^.wwjJ f ,  en-nasr  et-tÄir,  der  flie- 
gende Adler.  Ausser  diesem  und  dem  vorb ergebenden ,  baben 
die  Araber  nocb  einen  dritten,  den  gemeinen  oder  Hasenadler, 

LJ  ÜLl,    6k db,  nquila  nigra  leporaria, 

Fomalhaut    (a  Piscis  australis)    ist  wieder  nur   ein   Tbeil   des   vollen 

Namens  ^ y^^l  f  o jj^  t  >3 ,   fum  el-baut  el-genübt.  Maul 

des  südlicben  Fiscbes. 
Mark  ab   (a  Pegasi)    bat  sieb  ganz  unverändert  erbalten,    denn  das  ara 

biscbe  Wort  lautet  ebenso    ■  >^^  ^^    markab,   ephippium   vel 
equitandi  locus.     Kann  als  Sattel  genommen  werden. 

Den  voraufgebenden  Sternnamen  füge  icb  nocb  zwei,  wenigstens  den 
Astronomen  interessirende ,  arabiscbe  Worte  binzu,  nfimlicb: 

«^tyaJUJI,   a1*  mukantarÄt,   ein    kleiner,    dem  Horizont   paralleler 
Kreis   der  Himmelskngel.      Das  Stammwort  ist   ein   verüum   quadriliterum, 

^  X    c  .«• 

.JsÄd,   kantara,   opes  possedit  per  talenta,   oder  besser  coacervavii,  er  bat 
aufgebäuft. 

•^  I,  al-minab,  die  Gescbenke.    Hiervon  kann  möglicberweise  unser 

Almanacb  abstammen ,  da  die  orientaliscben  Astronomen  am  Neujabrstage 
ibre  Kalender  als  Gescbenke  ausgetbeilt  baben  sollen  —  allerdings  eine 
mehrfacb  angefocbtene  Ableitung.  Mit  dem  arabiscben  Worte  für  Kalen- 
der bat  jedocb  Almanacb  nichts  zu  tbnn. 


Nur  der  Vollständigkeit  balber  gebe  icb  meinen  Zeilen  nocb  den 
folgenden  kleinen  Appendix  mit  auf  den  W^g* 

^Aq%xovQog^  Arcturus  (a  Bootis),  und  ^Aqu'sotpvkal^  Bäreubüter,  sind 
Synonyma,  da  oiqog  und  q>vkci^  Wäcbter  bedeuten. 

Das  Sternbild  des  Wagenlenkers,  Aariga,  biess  bei  den  Griccben 
''Hvioxogf  der  Zügelbalter,  wurde  aucb  von  den  Römern  so  (Heniocbus) 
genannt.  Die  Bezeicbnnng  des  bellsten  Sternes  darin  mit  dem  Namen 
Cape  Ha  (a  Aurigae)  drückt  das  Deminutiv  von  Capra,  Ziege,  Geiss,  aus, 
unter  welch'  letzterer  Benennung  er  bei  Cicero  und  Horaz  vorkommt. 

Hinsicbtlicb  des  Namens  Antares  für  a  Scorpii  wäre  zu  bemerken, 
dass,  nacb  Ideler  (and  dem  Lexikon),  die  Präposition  dvxl  in  der  Zu- 
sammensetzung ein  Stell  vertreten,  aucb  Gegenstück  zu  etwas  bedeuten 
kann,  somit  ^Awagrig  soviel  sagen  will,  9fiei  t^  "Aifei.  {^'Aqrig  appellati- 
visch für  Krieg,  Mars)  117 v  xqoiav  o^oi.og^  dem  Mars  an  Farbe  ähnlich 
Das  ^AvxctQiig  beim  Sophocles,  das  Missdeutungen  hervorgerufen  bat,  soll 
avtrJQtjgy  gegenüberstehend,  feindlich  heisBeu. 


ins 


incli  ■UtemriNcliii  Abtii 


iliing. 


1>U  obeD  angeführte,  ijicifo'^tro  betitelte,  nstronomisclie  Gedtclit  Jw 
f^^rstUB  Üt  so  «icmlicli  die  ältrstc  Quelle,  «ua  der  wir  sichere  Knode 
vom  Znatnodc  griechischer  Gestirnboschreibnng  ßchöpfen  kfinoen,  invofero 
ÜB  aU  Rpproduotiou  ciues  gleichnamigcD  Werkes  von  Endtixuii  niu 
CütduB  gilt,  deason  bi'ide  astronomiFcbc  Schriften  uns  nor  noch  iu  weui- 
gen  Uruchsliltkeu  erhalten  sind.*  Der  Verfassfr  ("Afoioi),  Ant  und 
(irammatikor,  lebte  ungefähr  100  Jahre  uach  Eudosus,  alsu  clw»  270 
vor  Chr.,  am  Mofu  des  ICöniga  Anligonus  v.>n  Macudoni.n  uud  acbrieb 
»uf  des  LelKtoren  VersiiUsBong  sein  Gedicht,  von  d«i»  Ovid  sagt:  ram 
sute   et  luna  sempcr  Araltis  eril.     Cicero  (Ibersotate  oe  iti'*  Lstcinbchc.** 


Eingabe  Johann  Kepler's  an  Kaiser  Rudolf  H.  am 

Ertheiiung   eines   OeneralpriTÜegs   für   den   Druck 

seiner  Werke  (1606  vor  März  3). 

Hagetfaeilt 
von  Dr.  R.  Doebnee  , 


Auguslissime  Romanorum  impcrator, 
Buiigariaegue  et  Bohemiae  rex  etc. 
Dumiiie  clemciitissime :  S.  C.  Mti  Vesirae  humilimu  cum  vcnerutione  in 
memuriiim  revoco  suppUcalionem  meam.  ante  multum  tempus  tradUum  :  qua  S^ 
t""  91'""  V''™  subjectissime  oravt:  iil  me  Siium  Mnthematicum .  meaque  openi 
Matkemiitica ,  qtiilius  perficiendis  !U'"  V'"  jitssu  incumbo  (ijvalenus  ca  nihil 
contra  Impcratariam  Majeslatcm ,  Ecclesiam  CiilhoUcam  auf  Bonos  mores  con 
tineaiil)    Generali   aliguo    Privilegio    in    nnnos   aliqunm    mutlos   (ifuod   rfquirere 


•  Die  anilure  hiess  'EvoÄtpoi",  Spiegitl. 
**  Noch  ein  i'aur  Zeilen  Bcieo  wir  über  die  Ktjmologie  von  vier  Worte 
ziifügCD  )^Etattet,  welche  der  Ai^tronom  und  Geodiit  f^üt  täglich  im  Uund 

Aiip  j~  I  J  '  ,iA*— .,    semt  ur-räs,   <.iegend   des  Kopfes   oder  Scheiteis,   isl 
entstanden,  indem  man  ni  stutt  rii  las  und  den  üeniliv,  ar-nis,  n 

-VäJ  I.  en-nadir,  drückt  eine  Wechseleeiliglieit  ini  optieclitn  Sinne  aut, 
zwei  entgegengesetzten  Punkten:  der  eine  sieht  den  andern  an. 
punctum  uppoxitum,  Fusspunkt,  Nadir. 

^l^■.«HwJ  f ,    ae-gemt:  die  Richtung,  ist  walirscheiolich  von  den  Spaniern  in  i 
umgewandelt  worden. 

Unner    \lhidade  kommt   von  O  i  J>.^  1      al-hidäd:  Oronzmetser. 
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videntur  Tahulae  Astronomicae,  Ephemerides  et  similia)  contra  damnosas  Typo- 
graphorum  imUaliones  el  descriptiunes  praemunire  clementissime  dignaretur. 

Eist  igitur  S^^  C*"  M^^  V^^'  nullum  iempus  praescribere  possum:  urgel 
mc  tarnen  praesens  occasio ,  qua  Bibliopolae  ad  Nundinas  Fruncofurtenses  pro- 
ficiscuntur:  quibuscum  de  excudendo  traclatu  meo  de  t^ova  Stella  (quem  ex  co 
tempore  y  quo  illa  disparuil^  adornavi)  ul  Ubenter  contraherem ,  Ha  commotie 
contrahere  vix  possum  quantisper  hoc  S*'  C.  <V*  r***'  prioilegio  non  fucro  munilus. 

Ul  igitur  koc  qualecunque  scriptum,  quod  S'^  C^'  Mtis  F*"**  honori  et pu 
blicis  usibus  consecravi,  tanlo  malurius  prodeal,  S^^  C.  üf' *"»  F*^"  quam  sub- 
Jectissime  oro:   ul  super  hac  mea  supplicatione ,  pro  generali  privilcgio  insti- 
tuta,  clementissimam  suam  voluntatem  dcclarare  meque  hujus  suae  gratiae,  quae 
meis  studiis  tantopere  est  necessaria,  denique  participem  facere  dignetur, 

SV  CV  Mli  V^  me  ad  omnia  justissimae  subjeclionis  obsequia ,  uti  sum 

obstriclissimus ,  Ha  paralissimum  el  fidelissimum  offero, 

S«'  er  M'}  FT^ 

suhjectissimus  el 

fidelissimus  Malhematicus 

Joannes  Kepplerus. 

Adresse  auf  der  Rückseite  des  zweiten  Blattes  von  Kepler's  Hand: 

Ad  Sacram  Caesaream  Majestalem 
Joannis  Keppleri  Malhemalici  humilima  supplicatio. 

Dazwischen  von  einer  Kanzleihand: 
Ad  cons[ilium]  AuJicum, 

Von  derselben  Kanzleihand  steht  oben  auf  der  Rückseite: 

3.  Marcii  1606.     Kepplerus  Joannes  Malhematicus  Caesaris  pro  impres 
sorio   operum  suorum  Malhemalicorum  quatenus  nihil  contineant  contra  Mtcm 
Imperialem,  fidem  calhoUcam,  bonos  mores. 

Darunter  von  einer  anderen  Hand: 
Detur  Privilegium  ad  15  .  annos. 

Die  oben  mitgetheilte  Originaleingabe  Kepler*s  an  den  Kaiser  ge- 
langte aus  der  kaiserlichen  Kanzlei  vermutblich  in  Folge  der  Erstürmung 
der  Kleinseite  von  Prag  im  Jahre  1648  (vergl.  Ersch  &  6ruber*s  En- 
cyklopädie,  I.  Bd.  37,  8.  404)  in  die  Hände  des  als  Sammler  bekannten 
schwedischen  Erbkämmerers  des  Herzogthums  Bremen,  Alexander 
Erskin  (f  1656),  dessen  Nachlass  später  als  sogenanntes  Reichsarchiv 
bei  der  Landdrostei  zu  Stade  verwahrt  wurde  und  von  da  in  das  Staats- 
archiv zu  Hannover  kam. 
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nafgefust  wird,  nacbsoweisen ,  ist  die  Riosenanfgabe ,  an  deren  Losung 
Herr  v.  Stein  sich  gewagt  bat.  Et  l&sst  vor  unseren  Augen  die  Scknla 
entstehen  in  ihrer  doppelten  Abart ,  warzclnd  eineittlieilfl  als  Klosterscbnlo 
in  dem  Verbände,  den  die  Kircbe  für  Europa  darstellte,  aaderatbeils  ala 
Katliedralschule  dem  Staatsgcdankeii  Kail  des  Grossen  entstammend.  Hier 
*wie  dort  ist  die  lateinische  Sprache  Schnlspracbe,  hier  wie  duit  bleibt 
das  Uebergewicht  dieser  Sprache  erhalten,  auch  nachdem  die  Gründe 
nicht  mehr  obwalten,  welche  ihre  Einruhmng  bedingten.  Noch  heute  hat 
die  katholische  Kirthe,  hat  das  Gymnasium  einen  wt-scntlich  lateinisch- 
sprachlichen  Anstrich.  Die  Schule  erhohl  sieb  von  den  fa»!  weniger  aU 
niedrigen  Gegenständen,  die  urisprfinglich  an  ihr  gelehrt  wurden,  isu 
höheren.  Die  Latinität  wird  bald  selbst  Zweck,  bald  Mittel  zum  Zwecke. 
Fhilosopbiache  Bichtungen  spalten  sich  von  einander  und  aus  ihrcin 
Kampfe  geht  Gewinn  für  sie  alle  hervor.  Die  Philosophie  wird ,  wie  das 
Trennende,  so  anch  das  Einigende  zwischen  den  allmälig  hervortreten- 
den Berursgelehnen.  Deren  Bildungestaite  nicht  weniger  als  deren  Wirk- 
samkeitsmittelpunkt  sind  die  Universitäten,  nnd  diese  selbst  verSodem 
im  Lanfe  der  Zeiten  vielfach  Cliarakter  nnd  Ursprung.  Die  ersten  eoro- 
pSischen  Universitäten  in  dem  von  Herrn  v.  Stein  henutzten  Sinn« 
dieses  Ueimathnamena  entstehen;  es  ist  gleichsam  eine  spontane  Ge- 
Imrt,  die  sich  vollzieht  durch  Hemmlagerung  von  Schülern  nm  einen  oder 
mehrere  berühmle  niul  beliebte  Lehrer  als  Kern  der  Ansammlung;  es  ist 
mehr  eine  Universitaa  der  Lernenden  als  der  Lehrenden.  Die  spSteren 
Universitäten  werden  gegründet;  Rechte  werden  denselben  verliehen, 
Pflichten  auferlegt;  sie  sind  Anstalten  der  Kirche  wie  des  Staates;  die 
Gemeinschaft  der  Lehrer  neben  oder  über  der  der  Lernenden  giebt  ihnen 
das  unterscheidende  Gepräge.  Wir  wissen  wohl,  dass  wir  nur  einige 
Schlagwörter  ausgesprochen  haben ,  zn  denen  wir  noch  hinznltigen  müssen, 
dass  Herr  v.  Stein  ganz  besonderes  Gewicht  auf  die  Erklärung  des 
sogenannten  Hnmanismus  legt,  dessen  Offenbarungs weise  in  den  verschie- 
denen Wissenschaften  eingehend  geschildert  worden;  aber  das  Alles  will 
seihst  gelesen  sein,  und  wir  helfen  durch  unsere  Worte  zur  Empfehlung 
des  Bandes  mitgewirkt  zu  haben. 

Es  sei  uns  gestattet,  einen  einzigen  Punkt  hervorzuheben.  Nicht 
als  ob  es  sich  um  ganz  besonders  Wichtiges  handelte;  aber  wir  benuteeo 
diese  Gelegenheit,  eine  uns  zur  Verfügung  gestellte  Notiz  zu  verÖfFent- 
licheo.  S.  77  und  243  ist  von  dem  bekannten  Tagebuch  des  Walafried 
Straho  die  Rede,  welches  in  einem  R^insiedler  Programm  abgedruckt  ist. 
Der  Verfasser  des  Programms,  Pater  Martin  Marty  (vergl,  des  Refe- 
renten Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  I,  723),  wurde  schon 
seit  geraumen  Jahren  auch  für  den  Verfasser  des  Tagebuchs  gehalten, 
dessen  Inhalt  er  ans  allgemein  zugänglichen  Quellen  zusammengestellt 
habe.     Gewiseheit   war  aber  darüber  nitht  vorhanden,    bis  Professor  Dr. 
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Uebereetzer,  in  Herrn  Günther  einen  be vorwortenden  und  befürwortei*- 
den  Fachmann  gefunden  hat,  und  welches  ebenso  anziehende,  als  bc 
lehrende  Mittheilungen  über  drei  ziemlich  lose  mit  einander  vorhandene 
Dinge  enthält.  Ein  erstes  Capitel  (S.  5  —  36)  bescbäftfgt  sich  mit  Reisen 
und  Entdeckungen,  ein  zweites  (S.  36  —  63)  mit  kosmographischen  Vor- 
Stellungen,  ein  drittes  (S.  63  —  87)  mit  der  Kartographie  der  Kirchen-* 
väter.  Im  Grossen  und  Ganzen  versteht  der  Verfasser  unter  Kirchen- 
vätern die  christlichen  Schriftsteller  bis  etwa  zum  Jahre  1000;  im  dritten 
Capitel  jedoch  geht  er  viel  tiefer,  bis  zur  Mitte  des  XIV.  Jahrb.  hinab. 
Mehrfache  Holzschnitte  unterstützen  das  ohne  dieselben  ziemlich  schwie- 
rige Verständniss  jener  mittelalterlichen  Erdanschauungen,  in  die  wit 
uns  kaum  mehr  hineinzudenken  wissen  und  deren  zähes  Loben  uns  da- 
durch nur  noch  eigcnthümlichcr  vorkommt.  Cantor 


Das  Bildungswesen  des  Mittelalters.  Scholastik,  Universitäten,  Hnma- 
nismus.  Von  Dr.  Lorenz  von  Stein.  2.  Aufl.  Stuttgart  1S83, 
bei  J.  G.  Cotta.     XVII,  541  S. 

Der  uns  zur  Besprechung  vorliegende  Band  gehört  einem  sehr  um- 
fassenden Werke  über  Verwaltungslehre  an,  dessen  einzelne  Theile,  Ab- 
theilungen, Hauptgebiete  u.  s.  w.  wir  hier  nicht  zu  erwähnen  haben. 
Nicht  einmal  den  ganzen  in  der  Ueberechrift  genannten  Band  dürfen  wir 
zu  unserem  Berichte  verwenden,  wenn  wir  auch  mit  hohem  Genüsse  ihn 
durchlesen  haben.  So  gar  Vieles  in  demselben  betrifft  Dinge,  in  denen 
Referent  vollständig  Laie  ist  and  nur  kritiklos  das  Gelesene  zu  wieder- 
holen im  Stande  wäre.  Wenn  wir  also  nur  „einen  Theil  des  Theils,  der 
früher  Alles  war**  besprechen  dürfen,  um  ein  eigenes  Urtheil  daian  zu 
knüpfen,  so  ist  es  doch  genügend,  um  der  Zuversicht  Worte  zu  ver- 
leihen: es  werde  auch  in  den  Gebieten,  die  dem  Verfasser  als  National- 
okouomen  am  nächsten  lagen,  der  Fachmann  ebenso  geistvollen  und 
interessanten  Untersuchungen  begegnen,  wie  in  den  uns  vorzugsweise 
fesselnden  Abschnitten.  Ein  Grundgedanke  zieht  sich  als  rother  Faden 
durch  das  ganze  W^erk:  die  Völkerwanderung  trennt  die  alte  von  der 
neueren  Zeit.  In  ihr  fand  die  Begegnung  des  germanischen  Geistes  mit 
der  schon  hochentwickelten  hellenischen  Cultur  statt,  eine  Begegnung, 
die,  als  Ehe  betrachtet,  einen  Sprössling  gebar  von  wunderbarer  Art: 
die  europäische  Gesittung.  Mag  auch  das  Europäerthum  da  und  dort 
anders  gestaltet  erscheinen,  mag  es  da  und  dort  sich  weiter  entwickelt 
haben,  ein  allgemeiner  Familienzug  bleibt  überall  zu  erkennen,  wenn 
mau  ihn  nur  richtig  zu  suchen  weiss,  und  diesem  typischen  Zuge  nach- 
zuspüren, ihn  namentlich  in  dem  Bildungsvv^sen  des  Mittelalters,  als 
welches   das  ganze  Jahrtausend  etwa  von  500  b\Ä  V^CS^  xü^Oö.  V!>Kt.  ^^ 
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ins  nos«re    ■ 
liehen  Ar-    T 


Daretelluug  vollaaf  wünlig^a  sa  kSoDen.  Atidcrerseits  liabett  uns  i: 
Diit  cbroDologiscLen  Dingen  sidi  LSufig  berlilireiiilen  gesctiichltichei 
beitt^D  liiorekbeud  mit  den  Unuptaargaben  bekannt  gemacht,  aber  die 
vir  hei  Ideler  haople&cblich  nns  Kath  suchen  musstco,  um  beartbeilen 
zu  köunp.D,  wie  wuit  das  ncoe  Scbiiflchnn  uns  jenes  Nachecblagen  erspart 
haben  würde.  Nach  beiden  Riubtungen  können  wir  Herrn  Brock  maDn'a 
Zaüaumeustellung  empfehleD.  Sie  behandelt  insbesondere  das  JnlianiBcka 
Jnhr  und  dessen  Uebergang  znm  Gregorianischen,  sowie  die  chmtitcbc 
Osterrecboang  io  leicht  vcrstKudücher  Weise  nnd  so,  daes  der  Leser 
wcDigstene  siebt,  woranf  es  bei  den  zum  Theil  geschichtlich  so  tneik 
würdigen  ätieiligkeiten  Über  diese  Uingc  wesentlich  ankam.  Unter  den 
Lücken,  welche  nolhwendig  vorhanden  sein  müssen,  ist  vielleicht  die 
grfnzlichc  NicblbeachlUDg  der  iglam^itischen  Zeitrechnnug  bedauerlich.  Auch 
ein  alphabetiücb  geordnetes  InhAltsverzeichnisa  würde  sich  als  willkommen 
erwiesen  haben.  Castos 


Zur  Erinnetang  an  die  OregorianlBche  Kalenderrefonn  (Üctober  i5S2). 
Vortrag  von  Gustav  Öchubkisg,  gebalten  zu  Erfurt  im  October 
I8S2.  Halle  a.  S.  1883.  25  8. 
Anknüpfend  an  die  auBführlicheieu  Arbeiten  der  Uerren  KftUea* 
bruuiier  uudStieve,  hat  der  VcrfHsBer  in  kurzer,  aber  ungemein  klarer 
und  dorcbsichtiger  Weise  in  einem  Vortrage,  zu  welchem  die  ääculai- 
criuuertiug  an  die  Gregorianische  Kalenderrerorm  die  Veranlassung  bot, 
gezeigt,  wie  die  christliche  Chronologie  wesentlich  mit  der  Einrichtung 
von  in  unzähligen  Exemplaren  verbreiteten  Messbücbern  und  dergleichen 
in  Zusammenhang  stand,  die  es  galt  nicht  auf  einen  Schlag  unbrauchbar 
zu  machen,  vfährend  andererseits  eine  Uebereinstimmung  des  bürgerlichen 
mit  dem  astronomischen  Jahre  wiederhergestellt  werden  sollte,  die  allmSlig 
verloren  gegangen  war.  Das  war  die  grosse  Schwierigkeit,  deren  man 
vor  uuu  300  Jahren  Herr  wurde  und  zu  deren  Beseitigung  mau  freilieb, 
wie  Ueir  ticbubring  richtig  heivorhehl ,  auf  weniger  gewaltsame  Weise 
mittels  Unterdrückung  der  Julianischen  Schalttage  in  einem  40jührigen 
Zeilranni  hätte  gelangen  können,  wenn  die  cbeuso  reformlustige,  als 
rerormbeitürrtjgc  Gesinnung  des  XVI.  Jahrhunderts  das  Wagniss  gestattet 
hätte,  mit  Aussicht  auf  Erfolg  den  langsameren  Weg  allmäliger  Besserung 
einzuschlagen.  Ca«tor. 


Histoire  des  sciences  mathämatiqnes  et  pbysiqaes  par  M.  Maximilikn 
Maiue,  repütiteur  de  mecauiquc,  cxamlnateur  d'admission  j>  l't^cole 
polytechnique.  Tome  III;  Di;  Viete  k  Üescarles.  230  pages. 
Paris.     Gautliier  Villars.  imnrimenr-lihrairc.     ISSj. 
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Dieber  111.  Theil  des  Werkes,  über  dessen  beide  ersten  Theile  wir 
Bd.  XXIX,  hist.-lit.  Abtb.  S.  43  —  45  bericbtet  baben,  ist  in  einigen  Be- 
ziebnngen  jenen  vorzuziehen,  in  anderen  gleicht  er  ihnen  leider.  Wie 
dort,  finden  sich  auch  hier  geradezu  falsche  Angaben  in  unerlaubter 
Menge,  sind  klaffende  Lücken  zu  beklagen ,  um  so  klaffender,  als  Namen 
aufgenommen  sind,  die,  wenn  sie  fehlten,  niemand  in  einer  Geschichte 
der  mathematischen  und  physikalischen  Wissenschaften  vermissen  würde. 
Ungleich  den  ersten  Theilen ,  sind  aber  doch  wenigstens  einige  Schrift- 
steller so  behandelt,  dass  man  erkennt,  Herr  Marie  hat  dieselben  studirt 
und  mit  Freuden  studirt  Er  hat  in  ihren  Geist  einzudringen  gesucht  und 
aus  ihnen  herauszulesen  —  manchmal  vielleicht  in  sie  hineinzulesen  — 
gewusst,  was  die  geschichtliche  Grösse  der  Verfasser  ausmacht. 

Vor  Allen  ist  es  Vieta,  den  Herr  Marie  dadurch,  dass  er  ihm 
genau  zwei  Neuntel  des  ganzen  Theiles  (S.  6  —  19  und  27-  65)  widmet, 
auch  änsserlich  als  den  geistigen  Helden  darstellt,  vor  dessen  Grösse  fast 
alle  anderen  zurücktreten.  Nur  Galilei  (S.  102—140),  Kepler  (S.  150 
bis  166),  Desargues  (8.201  —  225)  sind  mit  annähernd  gleicher  Aus- 
führlichkeit behandelt,  eine  Auswahl,  mit  welcher  man  sich  im  Allgemei- 
nen einverstanden  erklären  kann.  Das  grösste  Gewicht  legt  Herr  Marie 
—  und  auch  damit  sind  wir  einverstanden  —  auf  Vi eta's  Betonung  des 
Homogeneitätsgesetzes.  Vieta  ist  der  geometrischste  aller  Algebristen 
gewesen.  Sein  ducerc  in,  sein  applicare  ad,  welches  Herr  Marie  sehr 
richtig  dem  vorher  üblichen  multiplicare  und  dividerc  gegenüberstellt  und 
für  das  erste  Wort  sogar  die  Neubildung  duire  im  Französischen  sich 
gestattet,  sind  gewiss  mehr  als  nur  neue  Wörter  gewesen.  Es  waren 
Begriffe,  die  freilich  weder  von  Zeitgenossen,  noch  von  Nachfolgern  ge 
nügend  gewürdigt  worden  sind.  Ein  weiteres  Verdienst  erkennen  wir 
darin,  dass  Herr  Marie  dem  Gedankengange  nachforscht,  der  Vieta  zur 

Substitution  a:=^ y  führt,    mittels  deren  er  die  Gleichung  ar^  +  3;)*.r 

«f 

=  2^»  auflöst. 

In  anderen  Dingen  weicht  unsere  Meinung  von  der  des  Verfassers 
ab.  Worauf  fusst  z.  B.  dessen  Behauptung  (S.  59),  Vieta  habe  Fer- 
rari^s  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichung  wahrscheinlich  nicht 
gekannt?  Wir  sind  der  entgegen  gesetzten  Meinung  und  finden  gerade 
ein  hervorragendes  Verdienst  Vieta^s  darin,  dass  er  für  quadratische, 
für  cubische  und  für  biquadratische  Gleichungen  Auflösungen  suchte, 
welche  von  den  landläufigen  sich  unterschieden  und  eine  gewisse  Ge- 
meinschaft unter  sich  dadurch  an  den  Tag  legten,  dass  sie  alle  drei  auf 
Substitutionen  neuer  Unbekannten  beruhten.  Die  Zetetica  unterscheiden 
sich  nach  Herrn  Marie  (S.  43)  dadurch  von  den  Aufgaben  des  Dio 
phant,  dass  in  ihnen  von  Grössen,  nicht  von  Zahlen  die  Rede  sei.  Ein 
Vergleich  des  6.  Buches  Dio  phant*«  würde  ibm  Auf^gaben  ^eiel^t  WW\i, 
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in  welcheu  Ureiecksfläcben  und  Dreieckeseiten  in  K«cliiinng  IcomineD, 
KllcrdingB  anter  Vernacbläüsigang  der  Homogen eitüt.  Aber  gerade  d» 
dnrch  gewinnen  jene  Aufgaben  für  Vieta's  Geielcsentwickalnng  an  B»- 
deutung.  Sie  legen  nahe,  wie  Victa  zur  Betonung  des  HomogeueitStB- 
gesetze!^  Veraniassitng  Tand! 

In  dpin  Absrijnitte  über  Galilei  ist  die  Mecbanik  desselben  au»- 
ftihrlii^lier  erörtert,  wae  wir  nar  billigen  können.  IJaes  S.  125  der  Saggiatore 
mit  dem  GesprMch  über  die  Weltsysteme  vetwecliBelt  ist,  mag  nnr  einer 
der  zabireicben  Drackfehler  sein,  welcbe  stehen  geblieben  sind  und  anter 
nelcben  wir  uns  bereit  tiaden  laesen,  aucb  den  Henri  de  Kanton  ans 
Wandesburg  zn  zählen,  den  8.  75  ans  Heinrich  von  Kanzau  in 
Wandsbeok  gemacht  hat,  während  die  Angabe  8.  180,  Job.  Faalhaher 
habe  sich  vorzugsweise  durch  seine  1913  (iic!)  deutsch  Teröffentlicbien 
R4creationa  matbemaliqaes  bervorgethan ,  uns  schon  etwas  zweifelbafter 
Usst.  Auch  1613  hat  Faulbaber  ein  Werk  ähnlichen  TiteW  nicht  vcr- 
ßffentlicbt,  noch  in  einem  andern  Jabre.  Vielleicht  ist  eine  Verwechslung 
mit  Scbwenter's  Deliciae  mathematicae  vorhanden?  Faulhaber'a  Vei^ 
dieaste  beruhen  bekanntlich  auf  seiner  Lehre  vud  den  Pülygonaleablen, 
die  Herr  Marie  nicht  anführt.  Doch  wir  kehren  za  Galilei  xnrtick, 
QU)  zwei  Lücken  anszafüllen,  welche  etoren.  Wir  meinen  einmal  die 
Erfindung  der  Cycloide  dnrch  Oalilei,  die  nnter  seinen  Leistungen  nicht 
fehlen  durfte;  wir  meinen  zweitona  sein  VerhüUnisa  za  den  Indivisibilien. 
Herr  Harie  sagt  (S.  134),  Galilei  habe  diese  Methode  sicherlich  gekannt; 
Cavalieri,  der  überdies  sein  Schüler  war,  habe  dieselbe  1635  veröffent- 
licht. Herr  Marie  thnt  hier  Galilei  Unrecht.  Dieser  war  vielmehr 
von  selbst  nnd  früher  als  Cavslieri  zar  Beachtung  der  Indivisibilten 
gelangt,  wie  z.  B.  ans  einem  von  Campori  iSSl  veröffeutlichten  Briefe 
Cavalieri's  selbst  an  Galilei  vom  4.  April   1626  hervorgeht. 

Kepler's  Gesetze  mit  der  auf  langathmige  Rechnungen  gegründeten 
Beweisftlhrnng  werden  gewürdigt  und  in  das  richtige  Licht  gestellt.  Von 
seiner  Stereometria  doliomm  wird  S.  159  gesagt,  sie  habe  einen  gewissea 
£influss  auf  die  Geometrie  gehabt;  die  von  Kepler  ersonnene  Methode 
sei  das  Vorspiel  zur  Erfindung  des  Infiniteeimalcalcals,  seine  Idee  frucht- 
bar gewesen.  Wir  würden  etwas  wärmerer  Ausdrücke  uns  bedient  haben, 
wo  wir  von  einem  Buche  sprechen,  das  zuerst  den  Gedanken  des  Un- 
cndlichkleinen  unverhüllt  verwerthete.  Wir  würden  nicht  unterlassen 
haben,  darauf  hinzuweisen,  dass  Kepler  auch  dem  Tangentenproblem 
sich  uKherte,  dass  er  die  erste  inverse  Tangenten  aufgäbe  löste,  dass  er 
eine  nXhernngs weise  Rectification  der  Ellipse  gab,  dass  er  das  sägen. 
Kepler'sche  Problem  den  Mathematikern  unterbreitete  und  in  ihm  eine 
transcendente  Gleichung  zur  Lösung  stellte  —  lanter  Dinge,  nach  wel- 
chen man  hei  Herrn  Marie  vergeblicli  aucht. 
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Aach  in  dem  Abscliahte,  der  Uesfirgaes  gewidmet  ist,  möchte 
man  die  Hervorbebnng  eines  Verdienstes  leicht  vermissen,  welches  Herr 
Pondra  in  seiner  Ausgabe  von  Desargnes'  Werken  gpradezn  aa  din 
Spitze  stellt;  Desargues  habe  gewnsst,  das»  eine  nach  beiden  ^'eiten 
ins  UueudlicUe  verlüDgerte  Gorade  nnr  einen  unendlich  fernen  Pnnkt 
besitze.  Herr  Marie  sagt  davon  Nichts,  aber  hier  ist  er  im  Rechte. 
•Toner  Satz  steht  auch  nicht  bei  Desargucs  und  dessen  Herausgeber 
bat  hier  mit  allzu  moderner  Brille  gelesen 

Wir  btihen  somit  diejenigen  Dinge  beepiocbeo,  bezttglicb  deren  wir 
mehr,  als  mit  den  Trüberen  Bände»,  mit  dem  letzterschienenen  uns  be- 
freundet haben-  Wir  müssen  daneben  auch  auf  einige  der  gröbsten  Irr- 
tbUmer  und  der  un  begreif  liebsten  LUcUen  hinweisen,  von  denen  wir 
vedeten.  Bei  Stevin  ist  vom  Rechnen  mit  DecimalbrUcLen  Nichts  gesagt, 
von  welchem  ungeheuren  Fortachritte  in  der  Arithmetik  überhaupt  kein 
Wort  sieb  findet.  Harriot  soll  zuerst  Gleichungen  auf  Null  gebracht 
haben  (8.  93),  während  Burgi  dieses  früher  that.  Anch  die  abgekürzte 
Multiplication  hat  Bnrgi  zum  Erfinder  und  nicht  Ongbtred  (S.  166). 
Von  Vernier  wird  (S.  182)  gerühmt,  er  habe  eine  Vorrichtung  erfunden, 
welche  mit  der  des  Nunins  VerwandtBchaTt  zeige;  von  dem  ersten  Erfinder 
ClaviuB  Ist  keine  Rede  Vieta  soll  (9.  24)  die  Entstehung  der  Bi- 
nomialcoeflicienten  gelehrt  haben;  das  that  aber  vor  ihm  Michaäl  Stifel 
nnd  nach  diesem  Tartaglia.  Der  Apollonius  batavus  ist  nicht  von 
Willebrod  SnelHus  verfasst  (S.  199),  sondern  von  dessen  Vater.  Im 
Eratostbenes  batavns,  der  wirklich  von  Willebrod  Snellius  herrührt, 
ist  znerat  die  Aufgabe  des  Rückwärtseinschneidens  behandelt,  welche 
später  die  duruhaua  unberechtigte  Benennung  als  Pothenot'sche  Auf- 
gabe erhielt.     Bei  Herm  Ma 

Wir  wollen  zum  »chlusst 
bandensein  wir  Herrn  Mari 
schungen    von    Herrn    Paul   T» 


steht  da^ 


1  Nichts. 
ir  noch  eine  Lücke  ausfüllen,  deren  Vor- 
aiclit  verübeln.  Erst  allerneueste  For- 
haben hier  Auskunft  gegeben. 
Der  bekannte  Algebvaiker  Albert  Girard  nannte  sieb  selbst  Samiciois. 
Wober  war  er?  Rousseau  in  der  Patria  Belgica  glaubte,  Girard  »ei 
aus  der  Grafschaft  Salm  im  Luxemburgischen  gewesen.  Samiens  und 
Samiots  nennen  sieb  die  dortigen  Bewohner  beutigen  Tages;  Samiciois 
würde  eine  altere  Form  darstellen.  Ansprecbender  ist  die  von  Herrn 
Tannery  im  Bulleliu  des  Sciences  mBthf'matiqucs  von  Darboui  u.  s.  w. 
veröffentlichte  Behauptung,  Saint  Mihiel  in  Lothringen  sei  Girard'a 
Heimathsort  gewesen,  der  als  Druckort  von  Büchern  durch  die  Genetiv- 


fnrm  Samieli  bis  1630  bezeichnet  wird. 


Cantor. 
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Festsoljrift  xur  liiur^i^Üiirigeu  GtKleiibri^ier  der  aui  &.  Mai  IH^A  erfolgieii 
Eröflonng  der  etädtiscbeo  Uealsc1iul«>  1.  Ordunng  sn  Leipzig,  von 
F.  OiBSEi.,  42  8.4".  Leipzig  1S84. 
Seit  50  Jahrfn  bestellt  die  städtische  Realsclmle  L  Orilnang  za 
Leipzig.  Seit  10  Jahren  ist  sie  in  eiDem  eigens  erliaulen  Hauso  nnter- 
gebracht.  Zur  doppelten  Gedenkfeier  ffii;te  Herr  Giesel  diii  dTÜtc,  in- 
dein  er  den  gegenwärtig  200  Jahre  alten  AnfBatz,  in  welchem  Leiboitc 
r  erfltaanlen  Gelehrtenwell  die  nenerfaodene  üifferentlalreclinuug  TM- 
kündete,  abdrncken  li^es,  eine  14  Seiten  rulleudc  Einleitung  vorana- 
schickend,  21  Seiten  Anmerkungen  engeren  Drnckeo  aDscIiIieBsend.  DOrfcti 
eine  vierte  Gedenkfeier  mit  dieser  AnzPige  verbinden,  wenn  aie  aneh 
nicht,  wie  die  anderen,  runder  Eriuneningszahlen  eich  erfreut?  Es  sind 
26  Jahre,  dass  Herr  Giesel  dnicb  Eciii  hente  berUhralei«  erstes  Programm 
aber  die  Geschichte  der  Varialioniirecbnung  uns  Rncb  iiersönlicb  oabe 
trat,  dass  wir  in  einer  Besprechung  desselben  uns  des  neneo  bittoriscben 
Mitarbeiters  freuen  durrteu.  Leider  bat  die  aurreihende,  aeitraubende 
Schnlth&ligkeit  unserem  verehrten  Freunde  nicht  gestattet,  sich  wissen- 
schaftlichen Eigenleistungen  so  oft  zu  widmen,  als  es  ihm,  als  es  der 
Wissenschaft  lieb  gewesen  wäre,  llni  so  mehr  freuen  wir  uns  der  neuen 
Gabe,  die  er  sich  von  andrängenden  Lehrgenossen  nbriugen  liese.  In 
der  Einleitung  bietet  Herr  Giesel  einen  auf  den  kürzeste»  Hauu  zu- 
samuicngpdrSogten  Abriss  der  Entwicknliingsgeschicliie  der  Slsthrmalik 
bis  zum  XVU.  Jahrhundert,  d.  h.  bis  zu  der  Zeit,  in  welcher  man  an- 
fing, sich  allgemein  mit  den  Aufgaben  au  beschäftigen,  deren  LHsung 
beute  mittels  des  Infinitesimalcalculs  erbalten  wird.  Kr  zeigt  dann  an  je 
einem  Beispiele  Fermat's  Methode  der  grössten  und  kleinsten  Werthe, 
das  von  Slnsc  angegebene  Tangenten  verfahren,  die  Quadraturen  des 
Wallis.  Hier  scbliesst  sich,  der  geschichtlichen  Zeilfolge  enisprecbend, 
die  siimmtlicho  Probleme  nrafasscHde  Tbatigkeit  Leibnitzens  an,  in 
ihren  Endzielen,  »her  nicht  in  iliren  Mitlein  mit  Newton's  Fluxione 
recbnung  sich  begegnend.  Viellciclit  wäre  dabei  zu  betonen  gewesen, 
dasB-die  matliematischen  Hauptverdienste  beider  grosser  MÄnner  gar  nicht 
in  diesen  Erfindungen  liegen,  welche,  von  langer  Zeil  vorbereitet,  auch 
weniger  genialen  Persönlichkeiten  halten  gelingen  können.  Für  Leib- 
nitz  ist  dieser  Gedanke  wenn  nicht  durchgefülivt,  mindestens  angedeutet 
in  Gestalt  eines  Lebensbildes,  in  welchem  dessen  einzelne  malhematibche 
Leistungen  hervortreten,  naes  in  den  Anmevkuogon,  welche  dem  un- 
veränderten Abdrucke  der  Abhandlung  von  1681  folgen,  eine  Fülle  von 
Gelehrsamkeit  niedergelegt  ist,  wird  Niemandem  unvermntbet  sein,  der 
Hrn.  Giesel's  früliere  Arbeiten  kennt.  Uns  sind  dabei  nur  wenige, 
verbSItnissmässig  unbedeutende  Irrtbümer  aufgeslossen.  Der  Algorithmus 
demonstratUB  kann  nicht,  wie  man  früher  annnlim,  von  liegiomonta- 
uus  berrlihren,  weil  er  bereit«  in  den.  bekannlen  ISasl^r  Codex  F.  M,  3S 


I 


▼orkommt,  der  im  XIV.  JftfarlmndeTt  geBcIiriebnn  ist.  Nacli  Herrn  Trent- 
lein's  KDinuthender  Meinaog  dürfte  JordaniiB  Nemorarins  der  Ver- 
fasser sein.  Jordanus  selbst  ist  nicht  ima  der  Umgegend  von  Mainz 
gebürtig,  eondern  aus  Mitteldeutschland,  wenn  anclj  seine  Heimath  der 
DiöcBse  Mainz  zngetheilt  war.  Ftiil  Teulonius  de  Siixotiia.  vilSn  quae  thciliir 
ßurclierge  in  dweccsa  MoyuiUiu  oriundus,  erzählt  der  GescLichtSBchreibei' 
des  Predigerordens,  und  dieser  Ort  ist  das  heutige  Borgentreich  am  wald- 
reichen Eggegebirg,  wodurch  der  Beiname  Nemirarias  gerecljt fertigt 
ist,  während  der  Vorname  Jordanna  in  westphülischen  Qeecblectitern 
wiederholt  vorkommt.  Die  sogenannten  invetsen  Tangenten  aufgaben  end- 
lich geben  bis  auf  Keppler  zurück,  der  eine  solche  in  seiner  latein!- 
rieben  Nova  stereomctria  doliorum  (Opera  ed.  Frisch,  IV,  598)  gelöst 
'*h»t,  wie  Referent  gelegeotlicb  bemerkte.  Cantok' 


Die  Basier  Mathematiker  Daniel  Bernoalli  nnd  Leonbard  Euler,  bonäert^ 

Jabre  nach  ihrem  Tode  gefeiert  von  der  Natnrfo rächenden  Cfftsön--'^ 

»Schaft  zu  Basel.  Anhang  zu  Theil  VII  der  Verhandinngen  der  Näfiit:— ^ 
forscbenden  Gesellsch.  zu  Üasel.  Basel  1SS4,  H.  Georg's  Verlag.  956. 
Daniel  BernoulM  starb  zu  Basel  am  17.  März  17S2,  Leouhard 
Enler  su  8l.  Petersburg  am  IS.  September  1783.  Die  Naturforschende 
Gesellscbaft  der  Vaterstadt  der  beiden  grossen  Gelehrten  hatte  das  Kecht 
sowohl  als  die  Pflicht,  die  hundertjährige  Wiederkehr  dieser  Daten  als 
Brinnerungslage  zu  begehen.  Die  Bernoullifeier  fand  dementsprechend 
am  Samstag,  18.  März<1882,  die  Eulerfeier,  mnthmasslich  weniger  Ge- 
wicht auf  die  Wahl  des  Tages,  als  auf  Vermeidung  der  Universitätsferien 
legend,  am  Samstag,  17.  November  1883  statt.  Festreden  hielten  bei  der 
ersteien  Gelegenheit  die  Herren  Fr.  Burckhardt  und  Ed.  Ilagen- 
bacb-Biachoff,  bei  der  zweiten  ansser  den  Genannten  auch  Herr 
H,  Kinkelin.  Sämmtlicbe  fünf  Vorträge  liegen  gedruckt  vor  nns.  Wer, 
mit  der  Geschichte  der  Wissenschaften  vertraut,  diese  Gelegcnheitssctirift 
dnrclilieat,  wird  wohl  nicht  viel  Neues  finden,  auch  kaum  solches  erwar- 
ten, nachdem  die  Einzel forschu Dg  wiederholt  mit  beiden  hervorragenden 
Schweizern  sich  beschäftigte.  Ein  solcher  Leser  wird  vielleicht  auch  zu 
bemängeln  wissen,  dass  BernoutU's  Verdienste  nm  die  Wahrsclieinlich- 
keitsrechnung,  Euler's  zablentheoretiscbe  Leistungen  ohne  ein  Wort  iler 
Anerkennung  geblieben  sind.  Woblthnond  wird  er  aber  die  Wärme  der 
Farben  empfinden,  in  welchen  beide  Lebens-  und  Cbarsklerbilder  ent- 
worfen sind.  Um  eben  dieses  Vorzugs  willen  darf  man  das  BUclielchen 
Denen    empfehlen,    welche    erstmalig  eine  Gesammtdarstclliing  dessen  zn 

Klflseu  wUDBchen,    was  Daniel  BernoulM,  was  Lconhard   Euler,    im 
Lfchte  unserer  Zeit  gesehen,  fUr  die  Wissenschaften  bedeuten. 
L      aitt.-nt  Abtilg.  d.  XilUabi.  I.  ÜAth.a.  Vbi%  KXIX,  j. 
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ISd  Historisch- literarische  Abtheilnog. 

Hiftorisdie  Studie  über  die  Entvrickelung  dor  Gm  ad  begriffe  der  WSrme- 
rnrt))fliinxuDg  von  Albkrt  Gioqenbacu.  WieReoseliftftlicbe  Beiing« 
zum  I3eiicht  über  das  Gymii«sinin.  Schnljahr  ]&83~~84-  Basel, 
no  S.  4". 
Knum  oin  nnderor  Theil  der  Physik  hat  in  dem  verbHltnissmiUsig 
Vnrxpn  /eÜrauui  oIwh  eines  JabHinnderts  eo  durchaus  andere  Gestalt 
angenommen,  wie  die  Lehre  von  der  Wärme.  Liegt  in  dieser  Tlintsaeh« 
ein  Omnd  znr  Zuversicht  oder  aar  Bennruhigting?  Dürfen  wir  boffeu. 
die  Wissenschaft  uai  hento  hei  richtigen  Grundgedanken  nngelangt,  njer 
miisaen  wir  befürchten,  dns  Mnrgeo  verde  über  das  ITeate  in  gleicher 
IVeisr  zur  Tagesordnung  übergehen,  wie  das  Heute  fther  das  GeetemV 
Geschieht  liebe  Furschnng  ffihrt  den  Verfasser  des  Basler  Gymnasialprn- 
grnmuis  dahin,  diese  Furcht  wenigstens  einigermassen  ku  aerstreucn, 
indem  er  zeigt,  dass  die  Wissenschaft  denn  doch  nicht  in  jHhea  Uin- 
schwUngen,  Kondern  in  allmSliger  Po rtent Wickelung  sich  bilde,  dass  eine 
grÖBBOre  Stetigkeil  thatsHchlicb  vorhanden  sei,  als  der  bemerke,  der  nur 
Anfangs-  und  ICndEOsland,  nicht  aber  die  dazwischen  liegenden  Gestaltea 
bc'ihnchto,  In  dtosem  Kntwickelangssinne  schildert  uns  Herr  Riggen- 
bHch  auf  17  Seiten  Text  und  ebenso  vielen  Seiten  „Zusätze",  d.  h. 
b«weiHendcn  '«{wischen  untersuch  nagen  fUr  das  im  Text  beweislos  Ans- 
gnaprochone ,  den  Gang,  den  die  WSrmelehre  von  Newton,  Richmann, 
f,amherl  bis  BnfPot.rier  und  dpfl(!<-ii  Nachfolger  genommen  bat.  Wir 
wohnen  der  Entdeckung  des  WSrmemischungsgesetzes  bei,  sehen  das- 
selbe, kaum  gewonnen,  bedroht  durch  die  Mischung  ungleicher  Stoffe, 
gerettet  durch  den  Begriff  der  latenten  Warme.  Nun  erscheint  Pictet's, 
erscheint  Prevost's  Lehre  von  der  Wärmestrahlung.  Vergebens  bekämpft 
Rumford  ihre  stoffliche  Auffassung.  Seine  auf  Bewegungserscheinungen 
gegründete  Erklärung  ist  selbst  noch  nicht  reif,  findet  auch  keine  reifen 
Schuler.  Damit  sie  Anerkennung  finde,  muss  erst  der  von  Hnygens 
vermuthete,  inzwischen  vergessene  Aetber  durch  Thomas  Young  neuer- 
dings in  seine  Rechte  eingesetzt  werden;  so  lange  die  Kmanationstbeorie 
de»  Lichtes  sich  erhält,  ist  eine  kinetische  Wärmetbeorie  unmöglich.  Und 
abgesehen  von  der  Erklärung  dessen,  was  Wärme  ist,  bietet  ihre  Fort- 
pflanzung noch  Räthsel  über  RHtbsel.  Wärmestrahlung,  Wärraeleitung 
sind  zwei  durchaus  verschiedene  Arten ,  in  welchen  die  Temperaturen 
der  Körper  sich  untereinander  ausgleichen.  Erst  Feurier's  Warmefluss 
hilft  über  die  Schwierigkeiten  dieses  Gegensatzes  hinaus.  So  die  rohesten 
Umrisse  des  von  Herrn  Kiggenbach  gezeichneten  Kntwickelungsbildes. 
Ks  d'ivf  als  ein  wohlgelungenes  bezeichnet  werden,  und  insbesondere  die 
Zusätze  miichten  wir  allgemeinerer  Kenntnissnahme  empfehlen.  Den 
Scliluss  bildet  i'in  nnsriihrliclies  Literaturverzeichnifss.  Cantob 


Das  PriBcip  der  Is&uiteBimal •  Methode  und  seine  Oeschichte.  Ein  Cn- 
pitel  zur  Gruodlegung  der  ErkenntDiaEkritik.  Von  Dr.  Hekuahn 
Cohen,  o r de ntlicbem  Professor  der  PbiloBophie  an  der  Universität 

I  Marburg.     Berlin,    Ferd.  Diimmler'B  Verlagsbachhandlung.     1883, 

I  VII,   162  S. 

Dpr  Versucb,  an  der  Hand  der  gescliicbtlichen  GntwicUolnng  in  die 
Geheimnisse  der  vielfach  sogeaanDten  Metaphysik  des  höheren  Calciils  ein- 
Knilringen,  ist  zweifellos  ein  allseitiger  Billigung  würdiges  Unlernehmcn; 
Philosophen,  Mathematiker  und  alle  Naturforsclier,  die  an  der  Klärung 
der  Grund begritt'e  ibrer  Wiasonscbaft  Interesse  haben,  sind  gleichmSseig 
an  dem  tVnnscIie  betheiligt,  dass  jener  Versuch  ein  gelungener  sein  moge- 
ln der  Thal  balien  wir  es  auch  mit  einer  geistvollen  und  anregenden 
Schrift  zu  thun,  deren  Lecture  aber  —  dies  zu  verschweigen  haben  wir 
keine  Ursache  —  lumal  dem  Mathematiker  kein  leichtes  Stück  Arbeit 
bietet.  Während  nämlich  in  unserer  Zeit  die  Philosophen  dann,  wenn 
sie  sich  auf  dem  Grenzgebiete  ihrer  eigenen  Dieciplin  bewegen,  die  ihnen 
vertraute  und  geläufige  Ausdrucks-  und  Darstellangsweise  möglichal  zu 
vermeiden  oder  doch  den  Gewohnheiten  eines  grösseren  Leserkreises  an- 
zupassen bestrebt  zu  sein  p6egeii,  tritt  in  unserer  Vorlage  das  Küstzeug 
Icr  philosophischen  Arbeit  unverbUllt  zu  Page,  Wir  haben  kein  Recht, 
hieraus  dem  Verfasser,  der  in  erster  Linie  für  seine  Fachgenossen  schreibt, 
einen  Vnrwuif  zu  machen,  können  aber  das  Bedauern  nicht  nnterdriicketi, 
dass  eben  durch  jene  Kigenthümlichkeit  das  Bekanntwerden  nnd  die  Ver- 
breitung des  Cohen'achen  Buches  in  jenen  Kreisen,  an  welche  dieae 
nnsere  Besprechung  sich  richtet,  erheblich  erschwert  werden  dürfte. 

Der  eigentlich  liistorischcn  Untersuchung,  als  dem  Hauptbestand- 
theile  der  Schrift,  geht  eine  orienlirende  H^inleitung  voraus.  Der  Ver- 
laaser  eriirtert  das  Wesen  der  Logik  und  der  Erkennlnisslehre,  zwischen 
welchen    beiden   Uisciplinen  er  eine  schärfere  Grenzlinie  gezogen  wissen 

KMII,   als    dies    andere  Methodiker,    z.  B.  Wnndt,    thnn    möchlen,  ja    er 

t  «Anseht  sogar  dm  Terminus  „Erkcnntnisstheorie"  aus  der  Wisseuschalt 
verbannt  und  dafür  ,,ErkeuntDisskritik"  gesetzt  zu  sehen.  Erkenntniss- 
kritischer  Erörterung  unterliegt  auch  der  Begriff  des  In£nitesimalen;  mau 
habe  diesen  Umstand,  so  meint  der  Verfasser,  über  der  ebenfalls  nicht 
hinlänglich  klargestellten  logischen  Bedeutung  des  fraglichen  Begriffet« 
übersehen.  Es  soll  mithin  gezeigt  werden,  „dass  jene  vermissle  logische 
Itegründnng  des  Difl'erentialhegritfes  in  einem  erkenntniHskritischen  Grund- 
aalze,  und  awar  in  dem  der  Kategorie  der  Realität  entsprechenden,  somit 
in  dem  Grundsätze  der  intensiven  Grösse  oder  der  Anticipatlonen  ent- 
halten sei".  Als  vorbereitend  erscheint  dem  Verfasser  ferner  eine  Aus 
riinaiidersetzung  mit  der  Kant'schen  Schule  betrefTs  des  Wesens  der 
„ Anscliannng";  diese  ist  ihm  die  Beziehung  des  Bewusatscins  auf  ein 
UoffülieiMat.  MdWr^^^^^^^^tt*  Uobekanntes    als    Ge^«.Vi*,acL%.    %<tV\ 
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Bechto  ist  dt^t  VerfaBser  mit  aeioer  Behanptang,  dasg  der  DiSei 
bRgritf  in  letzter  Tastanz  deo  mec  ha  nie  eben  Problemeo  seine  FormDÜrnng 
zn  danken  gehabt  habe;  nicht  mindt^r  «ird  man  seiner  Ehrenrettung  der 
Deficartes'schen  Philosophie  gegenüber  den  Dübring'schen  Bemäng< 
Inngen  nnr  heipfiichten  können.  Einen  Wnnech,  den  der  Verfasser  ai 
8,30  ansspricht,  dass  nämlich  die  Bedeutung  der  Kosmologie  des  Gioi 
dano  Bruni)  für  die  Behandlnng  des  Inlinitcsi malen  zam  Gegeaatande 
bsBonderer  Forschung  gewählt  werden  möge,  kitnn  derselbe  nanroehc 
bereits  zu  den  erfüllten  rechnen ,  da  inzwischen  eine  auagezeicbnetfl 
Arbeit  von  Lasswitz  Über  die  Stellung  des  italienischen  Naturpbiloso- 
phen  in  der  Geecbiclite  der  Atomistik  (in  der  Vierteljahrsvchrift  f.  wiu' 
Phil.)  erschienen  ist.  Mit  der  in  ihrer  Art  freilich  ganz  wohlbegründetsii 
nnd  nur  eben  leicht  zn  Missverständnieeen  Anlass  bietenden  Bemerknng 
aber,  dass  der  Orenzmetbtde  „alle  schöpferische  Positivität  abgeht 
nird  Herr  Cohen  bei  den  Analirtikern  wenig  Glück  machen.  Der  Verf.. 
verbreitet  sich  dann  weiter  über  die  kinetustiecben  Umgebangeversnch« 
des  XVll- Jahrhunderts,  über  das  Tftngentenprohlem ,  über  die  Wichtig' 
keit  des  limitirenden  Drtheils  gerade  für  die  Torwür6gen  Fragen,  über 
den  Coutinnitätsbegrifl',  dessen  Ausbildung  wesentlich  gefordert  ku  habeo, 
er  als  ein  Verdienst  Barrow's  bezeichnet.  Von  diesem  Lehrer  New- 
ton's,  für  dessen  gründliche  WUrdigang  man  jedenfalls  c 
muss,  schreitet  die  Darstellung  fort  zn  Galilei,  der  allerdings,  indem 
er  zuerst  die  Definition  der  Beachleanignng  und  der  gleichförmig  b^ 
schlennigteD  Bewegung  gab,  für  die  scharfe  Durchdringung  und  V«r> 
Btilndlichmachnng  des  Unendlichkeitebegriifes  das  Grösste  geleistet  hat. 
Dies  anerkennend  und  betonend,  fahrt  unser  Verf.  fort  (S.  47j;  „Es  ist 
als»  keineswegs  die  t- »Muekelempfiudung"",  welche  Galilei  bei  diesem 
timudgedankeu  leitet;  mit  sokhea  sinnlichen  Exempliticationen  am  eigo- 
nen  Leihe  war  der  dichte  Schleier  nicht  zu  lüften,  der  über  die  ganz« 
Natur  ansgcbreitet  ist."  Ohne  dass  es  ausdrücklich  gesagt  wäre,  scheint 
uns  mit  dieser  Stelle  eine  Polemik  gegen  die  bezüglicheu  Aussprach* 
von  DUbring  (Kritische  Gescbicbte  der  allgemeinen  Principien  der  Me- 
chanik, 2.  Aufl.,  S.  24)  und  Lasswitz  (Atomistik  und  Kriticismus,  8.  65) 
eröffnet  werden  zu  sollen,  und  zn  einer  solchen  Polemik  dünkt  nns  keio 
rechter  Grand  vorzuliegen.  Denn  es  steht  eben  doch  nrkundlich  feet, 
dass  Galllei  die  Muskelkraft  als  die  einzige  Krafläassemng,  über  welche 
dem  Menschen  eine  unmittelbare  Erfahrung  Eusteht,  gewiss ermassen  zur 
Norm  des  Kraftmaasees  sich  ausersehen  hatte,  und  darin  sollte  man  im 
Hinblick  auf  die  melaphysischen  Tüfteleien,  in  welchen  sich  sein  Zeit- 
alter über  den  Krafthegriff  zu  ergeben  liebte,  einen  ungeheuren  Fort' 
schritt  erkennen.  Denn  dass  Galilei  in  seinen  „antropomorpben  Vor- 
BtellnngiiWoiBen"  nicht  stecken  blieb,  ist  ja  bekannt ,  aber  nimmer  würde 
ne    dieses    Vnrhereitungsstadiam  zurückgelegt   an    haben,    sieb 
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t  winou  bohen  GeDeraliBattoiicn  haben  emporscliwingen  kQuneo.    Der  Verf. 

I   stellt  auch  die  freiUck  Teclit  schwanlcQQde  Terminologie  der  Gslilei'scbeu 

i  Dynamik   als  Beweis    für  eine   gewisse  Si:bwäcbo    der   begrifflichen  Auf- 

I  fnssung  aa,    alloia  gerade  dicec  Tbataache  lässt  auscheiaend  eine  Inler- 

pretatioQ  zn  unseren  Gunsten  zu,  inBofern  die  utMpriiugUcho  naive  Auf- 

aseUDg    von    dem    grossen  NaturforscLer  ancli    während    seiner  späteren 

LebcDsjabre  nicht  vullkoinmea  abgestreift  werden  konnte. 

:  man  aus  nnserer  kurzen  Inhaltsanalyse  cisebeu  babeu  wird, 
war  auch  schon  in  der  „Einleitung''  des  gescbicbtli eben  Materials  genug 
vorhanden;  es  bandelte  sich  da  obeit  um  die  Vorgescbicble  der  oigent- 
liebon    Infinitesimalrcchnnng.       Die    zweite    Ablbeilung    ist    spei^icll    der 

»l^eibniz'ficben  Periode  und  den  daran  sieb  aDscbliesBcnden  Specula- 
lionen  über  die  Ptincipion  der  böborcn  Äualyeis  bis  herein  in  unser 
Jahrhundert  gewidmet.  Det  Veif.  ist  auf  das  Eifrigste  bestrebt,  aus  den 
Abhandlungen  und  noch  mehr  aus  dem  Biiefwecbsel  von  Lcibnie,  der 
uns  auch  in  der  Tbat  so  manchen  Einblick  in  aoin  Geistesleben  zu  tbun 
gestattet,  die  einzelneu  Phasen  des  gewaltigen  Denkproccsses  zu  isoüreii, 
welcher  schliesslich  zur  Couceptiuu  des  Uucndlichbleineu  führte.  Deu 
eigeullivben  Kern  der  Leihniz'sebeii  Ucdankenreihe  erkennt  er  in  dessen 

I „Gesetz  derConiiuuitäl",  und  zugleich  vindicirt  er,  was  wohl  vielen  seiner 
l^eser  neu  sein  wird,  dein  Franzosen  Variguun  die  Ehre,  die  beste 
Benennung  für  das  neue  mysteriöse  Etwas  in  Vorschlag  gebracht  zu 
bftben,  nämlich  das  Wort  „iuepuhulite" .  Zar  Grösse  im  iiblichen  Sinne 
wird  für  Lcibuiz  nach  des  Verf.  Naobweisungea  "das  Dilferential  lix 
«nt  dann,  als  er  sich  über  die  Existenz  und  geometrische  Uedculung  der 
llflheren  Differentialquotienten  Klarheit  verschafft  hat;  „mit  dieser  Au- 
jvkenuung  des  Grades  ist  das  dx  als  Grosse,  nHmlich  als  diejenige  neue 
lijkrt  von  Grösse  anerkannt,  von  der  die  Alten  zwar  die  Ahnung  hatten, 
■bot  keine  Bestimmung  zu  treflen  vermochten:  als  die  iui  Intensiven  be- 
rnhende,  durch  das  Inextensive  vermittelte  Grosse".  Es  ist  jedenfalls 
von  hohem  Interesse,  durch  deu  Verf.  darüber  belehrt  zu  werden,  dass 
^  die  nicht  seltenen  Sprünge,  Willkürliebkeiten  und  —  für  den  moderuen 
Bkijjeser  —  UnerklärJicbkelten,  mit  denen  wir  Leibniz'  Begründung  des 
^B  Differential  -  und  Integralcalcula  behaftet  sehen,  doch  immerhin  aus  einer 
zielbewussten  uud  syslematiaclien  Wellanstcbt  entflossen  sind  und  im 
Wesentlichen  nur  uns  Epigonen,  die  wir  im  güsichcrlen  Besitze  des  kost 
baren  Erbes  uns  wohlfühlen,  so  erscheinen,  zugleich  aber  eine  Vorstel- 
lung von  der  furchtbaren  Schwierigkeit  verleihen .  welche  die  Durch- 
geistigung  eines  so  spröden  Stoffes  mit  sich  brachte,  —  Zu  Newton 
übergebend,  sucht  der  Verfasser  darzulhuu,  dass  sowohl  in  der  Grund- 
anscbauang,  als  auch  in  der  Tendenz  zwischen  Erstcrem  und  seinem 
dentsuben  Nebenbuhler  eine  weit  grössere  Harmonie  obwaltete,  aU  man 
gemeiniglich   annimmtj    beide   Forscher   hüttcn    den  erkeuutnlBHknt.Ucl\«^x 
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Grnnd  des  von  ihnen  geschatfeueo  Begriffes  durchschaut.  NDatnchr  Icnnimi 
Euler  an  die  Reibe,  dessen  anf  SelbsttänschuDg  beruhendo  NallcuTccb. 
nnug  —  UDüeres  ErjichteiiR  ein  deutlicher  Beweis  für  die  philosophische 
Scbwücbe  des  auf  seinem  eigentlichen  Gebiete  Unübertreffbaren  —  Heri 
Cohen  weh]  etwas  zu  günstig  benrtheilt,  obgleich  er  die  Motive  von 
Buler's  Irrthnro  acharfsinnig  zu  aualysireD  und  als  warnendes  Beispiel 
auBzanützeu  weiss.  L'Unilior'a  und  I.agrange's  Hinneigung  zur 
GrcTisweithrechunug  findet,  wag  uns  .jetzt  nicht  melir  Wunder  nehmen 
kann,  die  Billigung  des  Verf.  nicht,  wogegen  er  in  den  etwas  schwer 
Tei'ständlicben  Aeussernugen  Carnut's  wenigstens  die  richtige  Ahnnag 
des  Cuntinnitätsgesetzes  herausfühlen  zn  können  glaubt.  Auch  den  deat- 
flcheu  Jung  -  Leibnizianetü  Wolf,  Banmgarten,  Lambert  wird  ihi 
Kecbt,  und  sehr  eingehend  verweilt  die  Schilderung  selbstverntilndlicli 
bei  Kaut,  der  mit  seinem  Terminus  der  intensiven  GrCeee  doch  wahr- 
tftheiulieh  eben  dasselbe  habe  ausdrücken  wollen,  was  seine  eümmtlichou 
VurUufer.  von  Galilei  an,  im  Sinne  hatten.  Die  Versuche  Itrn 
david's  und  E.  G.  Fischor's,  den  Begriff  des  ünendlieLen  und  des 
DifTerentiales  als  dem  menschlichen  Vorstellnngs vermögen  direct  ontttprossen 
biuKUGtellcn,  verdienen  jedenfalls  die  ihnen  vom  Verf.  geschenkte  Bc- 
aehtung,  nachdem  der  Specialhisloriker  der  dentechen  Mathematik  sich 
gar  nicht  um  sie  bekümmert  bat.  Auf  Fischer  stützte  sich  Fries,  dem 
ehenao,  wie  seinem  Schüler  Apelt,  ein  klares  Verständniss  der  strittigen 
Fragepnnkte  nactigerUbmt  wird.  Endlich  lässt  der  Verf.  auch  noch  die 
neueren  Vertreter  der  mathemstiGcb- philosophischen  Richtung  Kevne  pas- 
sireu,  n.  Schwarz,  Schmitz- U  umont,  DUhring,  dn  Bois-Hey- 
mund  und  Conrnot,  welch'  Letzterer  sich  am  meisten  dem  vom  Verf. 
gelbst  vertretenen  Standpunkte  der  Erkenntnisakritik  genähert  habe. 

Ueber  den  dritten  Abschnitt,  in  welchem  das  mathematische  Element 
gegen  das  rein  philosophische  sehr  in  den  Hintergrund  tritt,  dürfen  wir 
uns  an  diesem  Orte  kurz  fassen.  Der  neuere  Atomismus,  wie  er  beson- 
ders bestimmt  von  Lasswitz  vertreten  wird,  wird  sich  allerdings  mit 
Aku  hier  (S.  ]34flgg.)  aufgeetellten  Behauptungen  auseinanderzusetzen 
haben.  Auch  darüber,  ob  wirklich  durch  die  Oohcn'sche  Fassung  des 
Tu  6  nitusi  mal  begriffe»  die  Frage  nach  dem  ,,Ding  au  sich"  aus  der  Welt 
geschafft  werden  wird,  dürften  die  Ansichten  auseinandergehen.  Ueber 
die  Polemik  gegen  die  übliche  Begründung  der  psychophysischen  Grund- 
gesetze massen  wir  uns  kein  gütiges  Urtheil  an;  aber  das  dürfen  wir 
aussprechen,  dass  der  Satz  {S.  159),  das  Verhältniss 
und  Reiz  könne  nicht  als  Functiou  im  msthematischi 
werden,  nicht  das  Richtige  triff't.  Wie  ee  hei  seiner  wcs 
liehen  Methode  zu  arbeilen  vollkommen  erklärlich  ist,  t 
die  ungemein  einschneidende  Erweiterung  des  Functi 
gangen  zu  sein,  die  man  Dirichlet  und  seiner  Schule  ^ 


von  Empfindung 
n  Sinne  gefasst 
entlieh  geschicht- 
cheint  dem  Verf. 
msbegriffes  ent- 
erdankt,   üeber- 
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hanpt  wäre  es  daukbar  aDzuerkennen ,  wenn  der  Verf.  seine  Definitionen 
des  Differentials  und  Integrals  nun  auch  recht  intensiv  daraufhin  prüfen 
wollte,  ob  sie  sich  auch  völlig  mit  den  grossartigen  Modificationen  ver- 
tragen, welche  die  Analysis  des  Unendlichen  in  den  letzten  Decennien 
erfahren  hat.  Dann  erst  wird  er  auch  darauf  rechnen  dürfen,  seine  — 
wahrlich  in  harter  und  eindringlicher  Gedankenarbeit  gewonnenen  — 
Ergebnisse  von  den  Mathematikern  allseitig  gewürdigt  und  vielleicht  an- 
genommen zu  sehen;  vorläufig  wird  sich  die  philosophische  Einkleidung 
jener  Resultate  wohl  noch  vielfach  als  ein  Hinderniss  erweisen,  welches 
sich  einem  allgemeineren  Bekanntwerden  derselben  entgegenstellt. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 


Unsere  Naturerkenntnis ,  Beiträge  zu  einer  Theorie  der  Mathematik  und 
Physik.  Von  Dr.  K.  Kkoman,  Docent  der  Philosophie  a.  d.  Uni- 
versität zu  Kopenhagen.  Von  der  K.  dän.  Akademie  der  Wissen. 
Schäften  mit  der  goldenen  Medaille  gekrönte  Preisschrift.  Ins 
Deutsche  übersetzt  unter  Mitwirkung  des  Verfassers  von  Dr.  R. 
VON  Fischer-Benzon.  Kopenhagen,  A.  F.  Host  &  Sohn.  1883. 
gr.  8^     XVII,  458  8. 

Dieses  Werk  ist  auch  von  deutscher  mathematischer  Seite  her  freu- 
dig zu  begrüssen,  da  es  mit  einer  in  philosophischen  Arbeiten  der  Neu- 
zeit seltenen  Kenntniss  der  mathematischen  und  physikalischen  For- 
schungen geschrieben  ist,  die  zu  fertigen  philosophischen  Resultaten  in 
klarer  Darstellung  durchgearbeitet  wird.  Dass  aber  diese  Kenntniss  immer 
noch  nicht  ganz  vollständig  ist  und  dass  selbst  diese  kleine  Lücke  noch 
wesentlichen  Eiufluss  auf  die  Resultate  übt,  wünscht  Recensent  im  Fol- 
genden durch  Hervorheben  der  Differenzpunkte  mit  dem  Verfasser  auf- 
zuzeigen. 

Der  Verf.  analysirt  die  Grundverhältnisse  unseres  Naturerkenncns 
und  gelangt  dabei,  Kant  gegenüber  und  mehr  in  Uebereinstimmung  mit 
Uume,  zu  einer  Eintheilung  aller  Wissenschaft,  insbesondere  der  Mathe- 
matik und  Mechanik,  in  zwei  Hauptarten:  der  Formal-  und  Real- 
wissenschaft, von  denen  die  erstere  selbstgeschaffene  Objecte 
behandelt  und  Genauigkeit  und  Gewissheit  liefert,  die  zweite  vor- 
gefundene Objecte  zum  Gegenstande  hat,  wobei  nur  Annäherungen  und 
Wahrscheinlichkeiten  zu  erreichen  sind. 

Mit  einer  solchen  Theilung  sind  heutzutage  wohl  die  meisten  Mathe- 
matiker einverstanden,  und  diese  Ansicht  ist  auch  schon  häufig  aus- 
gesprochen worden  (vergl.  z.  B.  meine  Recension  über  B.  Erdmaun^s 
„Axiome  der  Geometrie^*  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  XXIII,  hist.-lit.  Abth. 
S.  82).  Dabei  weist  der  Verf.  sdion  in  dem  formalen  Theile  der  Wis- 
senschaft der  Anschauanit  dl  der  vw  ^^'lxi^  "w^^S.  \^>ä. 
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Bilden  der  orstea  Urtbeile,  tier  Asioue,  die  wesentliche  Bolle  xn;  Trei- 
licU  anr  der  groben  iDdactioo  vom  „primitiven  Anschaaungsscliritt**,  ilet 
uiimiltelbBrcQ  Bcnrtheilnng  einfacher  Raumbilder,  aaa.  Für  die  Ucometri« 
und  ralionelle  Mechanik  wird  dies  ricktig  sein;  »her  selbst  Hlr  die  Logik 
soll  die  EinordDUug  der  Arten  in  Gattuageu  beim  Scbliesseu  anf  der 
täuoilichen  GrÖBsenanschannDg  beraheo.  Rec.  möchte  hier  frage» 
nicht  BckoD  der  Or dnungebegrif f  zur  Bildung  des  GriissenbcgrifCs  der 
Arithmetik  genüge,  ja,  ob  nicht  jener  Begriff  sogar  DOthwendige  Voi 
Setzung  sei  zur  Auffassung  der  Ranmgröese? 

In  diosem  formalen  Theile  der  Mathematik  erscheint  die  Stellnng, 
welche  der  Verf.  gegen  die  Metageometrie  -  die  Nicht -Enklidiscbe  Geo- 
metrie —  einnimmt,  nm  schwächsten  rootivirt.  Nachdem  er  S.  144  wenig- 
«teils  die  lugische  Berechtigung  eines  solchen  Systems  zuzugeben  scheiot^ 
womit  Tiir  den  Mathematiker  schon  viel  gewonnen  ist,  bestreitet  er  weiter* 
hin  doch  die  formale  Existenzberechtigung  jener  Geometrie,  als  mit 
seron  nainittelbareu  Anschauungen  du  verträglich.  Die  Auffassnug  dea 
Verf.  von  der  sphitriscbeu  Nicht- Euklidiechttn  Geometrie  lüset  sich  au 
dem  S.  158  stehenden  Salze  erkennen:  ,,^'>e  werden  die  geradcstpo 
Linien  KretseV  Dies  muss  nothwcndig  auf  einem  der  Folgenden  beiden 
Umstünde  beruhen:  Eutweder  kann  man  in  einem  solchen  Räume  niclit 
geradlinig  vun  A  nach  B  geben,  oder  der  geradlinige  Weg  ist  nicht  d«i 
kllrzesto."  Und  seine  ganze  Bewcisfühinng  richtet  sich  nur  gegen  dioM 
beiden  Mdgliebkeiten. 

Hatte  der  Verf.  die  von  Cayley  und  F.  Klein  entwickello  Nichli 
Knklidische  Geometrie  genügend  gekannt,  so  konnte  er  nicht  2u  d(tt 
nuwohl  in  der  Frage,  nis  In  der  Aliernalive  der  Antwort  liegenden  His*> 
veiatÜndnisBC  kommc-n.  Der  Verf.  beachtet  nicht,  dass  lUr  diese  Get 
laetrio  unser  Raum  drei  Dimensionen  hat;  dass  dafür  in  diesem  nn»»* 
rem  linnioe  alle  unsere  Anschauungen  bestehen  bleiben;  dass  tiuler  dea 
,,Geiadestcu"  desselben  genau  die  vud  Euklid  betrachteten  gewobii'; 
liehen  Geraden  gemeint  sind;  dass  wir  hierbei  insbesondere  die  Anscbait* 
uug,  dasa  zwischen  zwei  Punkten  nur  eine  solche  Gerade  möglich  sej* 
festhalten;  dass  diese  gerade  Strecke  auch  in  dem  Maassslabe  der  Nicht*. 
Euklidischen  Geometrie  noch  die  kürzeste  bleibt;  dass  endlich  dieser. 
Masssatab  auch  unabhängig  vom  Ort  und  constant  ist  —  und  dass  trots 
Alledom  diese  Nicht-Kaklidische  Geometrie  das  l'arallelenaiiom  nicbt 
enthält I  Sie  giebt  nur  die  Vorstellung  anf,  dass  man  durch  einen  Punkt 
zu  einer  gegebenen  Geraden  eine  und  nur  eine  diese  nicht  schneidend« 
Gerade  ziehen  kann,  also  die  Vorstellung  der  Euklidischen  Geometriti 
dass  die  Gciade  im  Unendlichen  geschlossen  ist  —  was  ebenso  w«&i| 
in  unserer  Anscbanung  zu  liegen  scheint,  als  die  Vorstellung  der  bypefi 
bolischen  Geometrie,  dass  man  bei  gl  eich  massigem  Messen  auf  der  Ga 
raden  nach   entgegengesetzten  Seiten  bin  zwei  verschiedenen  GreD)| 


punkten  Enstrebt.  —  Ueberliaupt  zeigt  jeno  Niclit-Euklidieclie  Geometrie, 
dftss  dei  Untorschied  in  diesen  TerechiGdcDen  Sysletnen,  in  welche  wir 
nnscre  Anschauungen  Tassen  können,  ausschliesslich  in  dem  angewandten 
Maassstabe  liegt,  und  dass  dieser  inneihalh  eiueij  jeden  Systems  con- 
stant  ist,  dagegen  der  eines  Sybiems  (auch  der  der  Euklidischen  Geo- 
metrie) reUliv  vetünderlicb  nur  in  Bezug  auf  ein  anderes  System. 

Was  den  Verf.  und  die  Philosophea  überhaupt  iu  diesen  Scblüssou 
irtegeleilel  hat,  ist  einmal  das  Wort  „Krümmnugsmaass",  das  nur  eine 
malhcuatiscbe  Maasecbaraktorislik  ist  ohne  allen  Bezug  auf  die  Vorstellung 
des  „Gebogenen",  nud  sodanu  die  von  HelmhoitK  auseinandergelegte 
bildliche  Deutung  der  Nicht' Knklidit<cbeu  Geometrie  als  Geomctrii.'  auf 
einer  tjphüiisciieu  bez.  pseudosphäriiichen  Fläche  —  ein  ßitd ,  das  be- 
knnutlich  mit  jener  Geometrie  nicht  einmal  vollständig  stimmt,  wen u  man 
sieb  nicht  auf  einen  Tb  eil  der  FUche  hescbränkt.  Es  üesGO  sich  Icicbl 
im  Einielnen  aurweiscn,  wie  alle  Schlüsso  des  Verf.  gegen  die  Meta- 
geumetrie  auf  jenem  Missverdtäuduisae  des  „KrUmmungsmaasses"  beruhen; 
es  wird  abir  geniigen,  auf  die  uhigc  uusutrcffendo  Ftago  und  die  daran 
geknüpfte  Alternative  hingewiesen  zu  liabon.  —  Endlich  soll  nocli ,  S.  164 
luid  165  gegenüber,  betont  werden  ,  dass  jene  verschiedenen  Systeme  auch 
nicht  mehr  Willkürliches  in  sich  tragen,  als  das  Euklidische,  und  dass 
aie  ebenso  vollständig  durcliführbar  sind. 

Auch  mit  der  vom  Verf.  gegebeneu  Lösuug  der  Frage  iu  der  realen 
Mathematik:  „wie  so  die  furmale  Geometrie  in  unserem  Räume  altgemeine 
Giltigkeit  habe",  sind  wir  nicht  einveratandrn.  Kann  es  befriedigen, 
wenn  der  Verf.  antwortet:  „dass  dies  eben  nur  insofern  geecbehc,  als 
die  natUrlicbeu  Objecle  den  Gedankenobjccteu  entsprechen"  —  als»,  wie 
der  Verf.  erläutert,  daas  unsere  Geometrie  für  ein  Dreieck  auf  der  Erd- 
oberfläche eben  nur  soweit  gelte,  als  man  von  den  Bergen  etc.  abseben 
künneV  Will  jene  Frage  nicht  vielmehr  eine  Erklärung  dafür,  das«  man 
von  vorubereiu  annehme,  die  Huklidificbe  Geometrie  werde  sich  um  so 
genauer  behlätigen,  je  genauere  Messungen  iu  unserem  Maasbu  mau  an- 
stellt? 

fu  Bezug  auf  die  Auffassung  der  rationellen  und  realen  Mechanik 
sind  ganz  analoge  Bemerkungen  zu  machen.  Die  rationelle,  zunächst 
für  eine  selbst geschaftene  Natur  giltige  Mechanik  baut  der  Verf.  aus  eini- 
gen Haupt principien  auf  —  dem  Galilei'schen  Trägheitsgesetz,  <leui 
Gesetz  von  der  gegenseitigen  ünahbäogigkeit  der  Kräfte  und  dem  der 
Gleichheit  von  Druck  und  Gegendruck  ^,  Principien,  die  aus  dem  Cau 
salsatz  (der  nur  eine  andere  Form  des  formalen  Identitätssatzes  sein  soll) 
und  einigen,  ans  einfacher  unmittelbarer  Erfahrung  geschöpften  physi- 
schen Definitionen  abgeleitet  sein  sollen. 

Dieser  Auffassung  könnte  sich  Reo.  vollständig  anschliessou ,  wenn 
HUI  (las  willkUilicbe  Element,  das  iu  ( 


vnlligcs  Verkennen  der  Anfgiibc  der  Mathematik,  ilire  Elnmcnto  aofZti' 
GammenliAng  uud  Abliängigkeit  vou  allgemeineren  VoransBOttunged  bin 
zu  analysircn. 

Erlangen,  März  1684.  M.  NosTaea. 

Logik.  Eine  UnlersachuDg  der  Prtuctjiii'ii  der  Erkeuutuiss  and  der  H» 
tboden  wisseneehalYlicLcr  Forschung  von  Wilhelm  Wüsdt.  Zwtl 
Bänac.  IL  Band,  Mctliodcnlebro.  Stuttgart  18S3,  bei  Ferditauil 
Knke.  XIU.  620  S.  Zweitor  AbGclinilt.  Von  der  Logik  d« 
Mathematik.  S.  74  bis  219. 
Wir  haben  in  der  Uebert^chrift  genau  den  nocL  nicbt  ein  Viertel  äta 
Bandes  einuebmendeu  Äbscbnitt  genannt,  iibor  den  wir  beTicbt«u.  Dien 
rünmlicb  eingeschräukto  Bebandluog  der  Mathematik  zeigt  ans  klar,  wat 
der  Titel  dea  Weikes  von  vornbcreiu  vermuthen  litssi,  dnss  nicht  ei» 
Buch  dce  Mathematikers  fOr  den  MulheuiRliker,  bondcrn  des  PbilosopbeB 
für  den  Pbilosupben  uns  vorliegt,  allerdings  eines  solchen  Pbilusopbcni 
der  den  Weg  zur  f'iiychülogic  von  der  Pliysiologio  aus,  deu  Weg  zur 
Kenntuise  der  Methoden  von  der  eigenen  Erfindung  rruubtbarcr 
Bthungsmitlel  aus,  den  Weg  zur  Logik  von  eingebenden  maibeiualiBcben 
Studien  aus  kennen  lernte.  Uiose  Eigenthlimlicbkeit  des  VerraafiCrs  bat 
in  Verbindung  mit  dem  Bildungsbereicbo  der  Leser,  an  die  er  sich  vot- 
zugswuise  Wendel,  und  durch  welchen  er  sich  selbst  begrcnst  liiblt, 
gross  angelegten  Werke  seinen  Stempel  aurgodrückt.  Wenn  der  Mathe- 
matiker es  mit  der  Loape  angstlich  durchmustern  wollte,  ob  nicht  d» 
und  dort  eine  Bezeichnung,  eine  Benennung  iiniichlig  gcbraucbl  wn 
wenu  der  Historiker  jedesmal,  wo  er  auf  den  Namen  Deecartes  stöset) 
die  Frage  aurwerfen  wollte,  ob  wirklieb  Alles  von  diesem  berrühr«! 
ihm  da  angeschrieben  wird,  gewiss,  es  würde  nicbt  schwor  sein, 
•Sünden rfgister  znsammenzns leiten.  Aber  solche  Splitterrichterei  wäre  blaf 
nicbt  am  Platze.  Der  Philosoph,  der  auch  nur  soviel  Matbemalik  wm 
als  Herr  Wnndt  ihn  kenneu  lehrt,  wird,  die  kleinen  Irrtbümer,  welch« 
er  mittenit,  inbegriffen,  doch  eine  nur  seltene  Spielart  seiner  Gattung 
sein,  und  dass  er  sich  so  ansxubilden  deu  Trieb  empfand,  ist  gerade  dal 
höbe  Verdienst  des  geiat'  und  kenntnissvoUcn  Verfassers.  Freuen  wts 
uns  daher  ohne  engherziges  Hekritteln  dessen,  was  der  pliilosophisi^bl 
LoBor  der  Logik  an  mathematischen  Kenntnissen  sich  daraus  aneignefl 
kann,  und  reden  wir  vorzngswcise  von  deu,  was  den  mathema tische* 
Leser  darin  anmuthet.  Wir  werden  dabei  allerdings  auch  hier  mehr  bei 
Einzelbeiteu,  als  bei  Schilderung  des  Ideenganges  im  Ganzen  verweilen. 
Ist  die  Mathematik  Geisteswissenschaft,  ist  sio  E rfahrungs wisse d- 
schaft?  Diese  Frage  ist  vielfnch  gestellt  worden.  Herr  du  ßois-Bey 
■noDd  hat  bekanntlich  beiden  AuffaeNiin^en  gleiches  Recht  zu  ges  pro  eben, 


uaclidein  er  dem  Veilreter  den  IdeaiiamuB  and  dem  des  Empir 
seiner  „  Allgemeinen  PnnctintiPiitbeDrtn"  zn  ausgiebigem  Wechseigesprüche 
das  Wort  verlieh.  Herr  Wundt  sucht  erstlich  statt  der  beiden  von 
llerru  da  BolB-Keyaion  d  gebrauchten  Benennungen  die  des  Nomi- 
Tialismua  und  des  Realismus,  deren  er  schon  in  den  ,, Philosophischen 
Studien"  1,  105  sieb  bedient  hatte,  bevor  die  AUg.  Functionenth.  er- 
schien, als  ztitrelTencler  xn  vertheidigen ,  worin  wir  ihm  beipflichten ,  und 
beantwortet  dann  die  Hauptfrage  mit  doppeltem  Nein.  Nicht  in  dem 
menschlichen  Geiste  als  solchem  entspringen  die  malheraslisehen  Hegriffe, 
nicht  Abspiegelungen  gegebener  Objecte  sind  sie;  die  Objecto  nnd  die 
durch  dieselben  ermöglichten  Äbatractionen  geheo  erst  vereinigt  jene  Be- 
griffe. Hierin  erkennen  wir  die  gleiche  Gesinnung,  die  wir  schon  1S55 
in  der  Vorrede  zu  unseren  „Grnndzügen  einer  Elementararithmetik"  ans- 
gesprochen  haben,  wenn  wir  aucb  weder  damals,  nocb  beute  die  Ab- 
straction  ho  weit  ausdehnen,  wie  Herr  Wnn  dt,  ' 


mathematische  Begrifi'e  zu 
jenigen  Elementen  der  Vo 
Quelle    haben"    (S.  108). 


Staude    koi 


schliosst, 
von   allen 


ihre 


rstellung  nbatrahiren,  die  in  dem  Obj< 
So  entsteht  freilich  auch  für  uns  de 
Begriff  der  Zahl,  aber  die  Determioirung  des  Begriffes,  wie  die  inversen 
Operationen  der  Arithmetik  sie  nothwendig  machen,  greift  docb  wieder 
anf  die  Objecte  als  Quelle  zurück. 

Natürlich  ist  Herr  Wundt  .auch  auf  die  hier  angeführte  spätere 
Detenninirung  des  Zahlbegriffes  eingegangen  und  scheidet  ihr  entspre- 
chend (S.  119)  Zablarten  und  Zahleystcme  aus.  Die  Zahlarten  sind 
die  der  ganzen,  der  gebrochenen,  der  stetig  aufeinander  folgenden  Zahlen. 
Durch  sie  Ändert  sich  die  innere  Oonstilntlon  des  Zablbegriffes.  Die 
Zahtsysteme  beziehen  sich  auf  die  äussere  Form  des  Zahlbegriffes,  auf 
die  Richtung;  durch  ihre  Veränderung  entstehen  positive,  negative,  com- 
plexe  Zahlen.  Die  laute  Betonung  des  hier  obwaltenden  Gegensatzes, 
wir  nennen  ihn  den  Gegensalz  der  Quantität  und  der  Qualität,  ist  sehr 
nach  anserom  Geschmack,  nicht  so  die  Wahl  jener  Namen.  Zablsysteme 
würden  wir,  schon  wegen  des  allzu  verwandt  lautenden  Zahlensystems, 
am  liebsten  ganz  vermieden  wissen  und  das  Wort  ZahUrten  gerade  dafür 
gebraucht  sehen;  in  ibm  tritt  namentlich  die  Verschiedenartigkeit  der 
Zahlen  hervor,  welche  io  der  Richtung  ein  Bild,  keinen  Entstehnngs- 
grnnd  besitzt.  Für  die  quantitative  Unterscheid  an  g  dürfte  aber  das  Wort 
Zablenschichtung  sich  rechtfertigen   lassen. 

Herr  G.  Cantor  hat  bei  seiueu  feinen  Untersuchungen  über  Man- 
nichfaltigkeilen das  eigentlich  Unendliche  von  dem  nneigeii(lii.'b  Unend- 
licben  unterscbieden,  wie  Hegel  der  wahren  Unendlichkeit  die  scblechln 
Unendlichkeit  gegenüberstellte.  Hier  hat  Herr  Wundt  (S.  I2S)  nun. 
wie  wir  glauben,  sehr  zutreffeude  Namen  in  Vorschlag  gebracht.  Dhh 
oas  der  eudlichea  Grüsse  durch  uuhegreusles  W&c\iBt.\raia  Vctn' 


FÜBtarisch-lilK-rnrisube  Ablb<-iluiig. 


H 


Uuttutllttlie  neiiut  er  das  Kndlose  odi-r  IiiHniti';  dcf  fertign  BcgriS 
lieif  DuetiilUclik«it ,  der  tod  Anfang  ad  das  Herkmal  ätir  Begrenxtheitt 
welche«  den  rndliclittn  GrUesfn  EukbiDtnt,  nicht  hnsitzt,  beisst  ibco  das 
Uoborpndlicbe  odor  Transfiaite. 

W«uti  von  mit  pinauder  in  Vt^rbindoog  stebeDdcn  Gräasea  eine  sieb 
verkndert,  so  ktinnpn,  di^n  Fall  perifidificher  FnnclioDen  aiiEgpnoiniueti, 
nicht  allp  »ndenin  iiiivctandi,Tl  bleiben.  Wir  holten  diesen  Satz  fiir  ein 
KrCnliruiigsaxiom.  ilfirf  Wiindt  reuiit  ibn  (S.  137)  das  Princip  drr 
uorrcspondirondon  Verändnrniigpn  und  siellt  ihm  das  Princip 
der  Vartati«n  der  Hexiebungen  an  die  Seile,  vnnacb,  um  cB  malli»' 
matifch  auMuejirecheu,  einer  Variabein  nicht  sofort  andoio  und  andpre 
WertliP  bcig^logt  za  werden  branchen,  sondern  man  berechtigt  ist,  di* 
Variablii  vorher  als  irgend  ei»f  Funi-tion  irgend  einer  oder  ancb  mebrCTCir 
neoer  Variaholu  ta  betrachten.  Auf  der  Anwendung  bt-ider  l'rincipien 
getneinschartlich  beruhen  alle  Methoden  der  GleiohnngeaariAsangen. 

Ijie  Addition,  die  Mnltiplication  sind  »yn  tholisehe,  difi  Sablrae- 
tiim  und  Divinioti  «iud  nnnlytische  Operationen.  Jene  geliAn  diesen 
voraus.  Warum  gehl  aber  die  aualyttsdie  Differenliation  der  syntheli-'^ 
Heben  Integration  voraus?  Herr  Wnndt  sieht  (S.  2U(t)  den  Grand  dftvOB 
,,in  dem  Frnblem  der  aletig'in  Aeniletung,  von  welchem  die  InfinitCeiimU- 
nethode  ausgebe;  indem  ihre  nüchate  Aufgabe  darid  bestehe,  diesen 
Begriff  der  stelippn  Aendfining  7.u  fixiicn,  fev.nne  sie  hierzu  nur  durch 
ein  analytisches  Verfahren  gelangen,  welches  auf  diese  Weise  znr  Grund- 
lage aller  weiteren   Methoden  werde". 

Wir  haben  hier  weitaus  nicht  alle  Stellen  erwähnt,  bei  welchen  wir 
während  des  Lesens  mit  besonderem  Vergnügen  verweillen.  Soll  dnch 
auch  unser  Bericht  keineswegs  ein  Kennenlernen  des  IJuches  durch  eigene 
Anschnnung  ersetzen,  sondern  nur  dazu  anffordern!  Pantoh 


Heue  Anwendungen    der  Wahrscheinlichkeitsrecbnung   in  der  Statistik, 

inKbes.)Ddeve   hei   der  Verlheilung   der  Khen   naci>   dem   Lebensalter 
der    Kbegatteu,    von    Luiüi     TKHuzzfl.      Ileulsch    bearbeitet    von 
OsuAB   Kli..     Dresden  1SS3,   Verlag  von  E.  L   Knecht.    4".     L'i  S. 
Text,  ti  Tabellen,   IX  Figureninfeln. 
Der   Verfasser    hat   sicli    zu    seinen    Unlorsuehungen    der   Civilatands- 
register    des  Königreichs  ll.Tlien    fiir   die  .Jahre    1S7S    und   187!)   bedient, 
deren    Angaben    abgeschlossener  Khen    er   iheils    in  einer  Khene,    tbeils, 
wozu   Zeuner   1869    den   Ausloss   gegehe.,   zu   haben   scheint,    im   Kaunie 
graphisch    darzustellen    wusste.     Die  en  erhaltene  Fltiche  l.eruht  auf  fol- 
genden Annahmen:    In  der  firundehene  sind  auf  y.wei  ■/.»  einander  senk- 
rechten Coordinateu.ixen  die  verschiedenen  Lebensalter  von  Männern  und 
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Frauen  in  gleichen  Eutiernungen  aufgetragen;  auf  jedem  Punkte  der 
p]bene,  welcher  die  Abscbliessnng  einer  Ehe  zwischen  Gatten  von  dem 
Alter  der  in  diesem  Punkte  sich  schneidenden  Coordinaten  bezeichnet, 
ist  wieder  nach  einem  constanten  Maassstabe  die  Zahl  der  so  abgeschlosse- 
nen Ehen  als  z*Coordinate  senkrecht  aufgerichtet.  Wir  haben  hier  die 
Frage  nicht  zu  erörtern,  ob  es  gestattet  sei,  schon  die  Daten  zweier 
Jahre  in  einem  einzigen  Lande  zu  Folgerungen  auszubeuten.  Uns  inter- 
essiren,  wie  billig,  nur  die  Folgerungen  selbst,  also  im  gegebenen  Falle 
die  Gestalt  der  gewonnenen  Oberfläche  als  geometrischem  Orte  der  End- 
punkte der  in  erwähnter  Weise  hergestellten  z- Coordinaten.  Sie  hat 
einen  höchsten  Punkt  etwa  dort,  wo  die  mittleren  Alter  der  beiden  Ehe- 
gatten sich  vereinigen;  nach  der  jugendlichen  Seite  ist  ein  steiler  Abfall, 
etwas  weniger  steil  senkt  sich  die  Oberfläche  gegen  die  Seite  des  höheren 
Alters.  Querschnitte  parallel  zur  o:^- Ebene  zeigen  sich  als  ziemlich 
ellipsenförmige  Curven,  während  Schnitte  durch  die  grösste  z- Ordinate 
geführt  eine  bedeutende  Aehnlichkeit  mit  der  bekannten  Wahrscheinlich- 
keitscnrve  darbieten.  Cantor 

Esercizii  sulle  equazioni  differenziali  esposti  dalPingegnere  Giulio  To- 
MASELLi  con  introduzione  di  Francesco  Brioschi.  Napoli,  Milano, 
Pisa  1883.     Ulrico  HoepH  editore-librajo.     XI,  364  pag. 

In  den  verschiedensten  Sprachen  ist  kein  Mangel  an  Uebungs- 
büchern  zum  Einarbeiten  in  die  einzelnen  Theile  der  Mathematik,  und 
insbesondere  für  die  Differential-  und  Integralrechnung  hat  das  Bedürf- 
niss  solche  Aufgabensammlungen  vielfach  herstellen  lassen.  Wir  geben 
zn,  dass  das  Hauptgewicht  meistentheils  nicht  auf  Aufgaben  gelegt  wird, 
bei  welchen  die  Integration  von  Differentialgleichungen  in  Frage  kommt; 
aber  doch  sind  in  Schlömilch's  Uebungsbuch  zum  Studium  der  höhe- 
ren Analysis  84  Seiten  diesen  Capiteln  gewidmet,  und  selbstverständlich 
gehören  alle  die  zahlreichen  Uebungsbeispiele  in  Boole's  Differential 
Eqnations  demselben  Gebiete  an.  Das  schliesst  natürlich  nicht  aus,  dass 
neue  Sammlungen  entstehen  können  und  jede  in  ihrer  Heimath  ein 
Publicum  findet.  Wir  wissen  nicht,  ob  die  italienische  Literatur  bereits 
ein  ähnliches  Werk  in  sich  schloss;  aber  jedenfalls  unterscheidet  das 
Tom asel Hasche  Uebungsbuch  sich  in  einem  massgebenden  Gesichts- 
punkte von  den  beiden  zum  Vergleiche  genannten  Schriften  deutscher  und 
englischer  Sprache.  Dort  sind  nach  Angabe  der  Metboden  und  Ausrech- 
nung einiger  Musterbeispiele  so  und  so  viele  Aufgaben  der  Selbstthätig- 
keit  des  Lesers  soweit  überlassen,  dass  ihm  nur  das  Endergebniss  noch 
mitgetheilt  wird,  welches  zu  erreichen  er  sich  anstrenisea  soll.  Herr 
Tomaselli  stellt  diese  Anforderung  nicht  an  seine  L"  inr 

ausgeführte   Aufgaben,    theils   den    Boole'scVien  \}«jb 


^900  Uiatoriach -literarische  Abtlicilnng. 

I  in  Fraukreicli  a]s  Profan gsautgaboii  praktiecb  verwertbot,  thtlU 
voo  Herrn  TomBselU  selbst  erfanden.  Jede  einzelne  AnTgabe  ist  in 
mnstergiltigei  Weise  discntirt,  ao  dass  auch  bei  einem  Minimoni  vixi 
geistiger  Anslrengang    eine  Lücke   im   allseitigen  Verständnisse    des  Ge- 

len  nicht  leicht  eintreten  kann.  Ob  dem  Leser  —  sofern  wir  eiom 
ScbQler  als  eolcbcn  uns  denken  —  damit  eine  wesentliche  Fürderang 
gewährt  wird?  Nur  die  Erfahrung  kann  auf  eine  so  allgemein  gestellte 
Frage  anCvorten.  Wir  persönlich  wären  geneigt,  das  Buch  lieber  all 
allerdings  zn  bequemes  und  za  breitspnriges  Hilfshnch  fllr  einen  Lefar«r 

mpfehlen,  der  Zeit  hei  der  Vorbereitung  za  Unterrichlsstunden  (jhet 
die  ÄnfangsgrÜDde   der  Integration    von  DifTerentialgleichnngen  ersparen 


Will. 


Cabtor, 


Esiai  critiqtie  snr  les  principe«  fondameatBaz  de  la  göom^trie  i\6mea- 
taire  ou  commeutaire  sur  les  XXXll  premieres  prapositions  dee 
«Clements  d'Euclide  par  J.  Hoi}BL,  professenr  de  mathi5matiqne*  h 
ta  facnlte  des  sciences  de  Bordeaux.  II.  i^dittnn.  Paris  1SS3,  chei 
Gauthier-VilUra.  VI,  91  pag. 
Die  Oeometrie  Enklid's  beherrszht  nahexa  2100  Jahre  lang  in  un- 
geBlörter  Alleinherrschaft  das  Reich  der  Msthrinatik.  Mochte  da  oder 
dort  ein  aufrflhrerischer  Unterthan  gegen  die  Anordnung  der  Sitae, 
gegen  einzelne  Vorschriften  —  insbesondere  gegen- die  Znmuthnng,  das 
11.  Axiom  unbewiesen  anzuerkennen  —  Bedenken  tragen,  zum  Anssprache 
solcher  Bedenken  kam  es  in  den  seltensten  Fällen.  An  der  Wende 
unseres  Jahrhunderts,  zu  einer  Zeit,  als  alle  Monarchien  Europas  von 
Frankreich  aus  mehr  oder  weniger  erschüttert  worden ,  wagte  es  ein 
Franzose,  Adrien  Marie  Legcndre,  ein  wirklieb  neues  System  der 
Geometrie  anfznbanen.  Selten  oder  nie  hat  ein  Lehrbuch  eines  glei- 
chen Erfolges  sieb  zu  erfreuen  gehabt.  Würde  man  alle  die  Elementar- 
geometrien ,  welche  in  allen  Sprachen  «erschienen  und  fast  als  Ueber- 
setzungen  von  Legendre's  Werk  anzusehen  sind,  als  Auflagen  jenes 
Werkes  mitzählen,  so  würden  diese  Auflagen  nach  Ilunderten  eich  be- 
ziffern. Und  dennoch  blieb  die  mathematische  Welt  nicht  bei  Legendre's 
Methoden.  DentschJand  schuf  eine  nene  Elementargcometrie,  welche, 
wenn  man  sie  nach  einer  Persönlichkeit  benenne»  will,  die  Graaa- 
man  n  'sehe  beissen  mag  und  welche  balinbrecbend  furtschreitet,  die 
Mittelschule  an  Begriffe  zu  gewöhnen,  die  vor  Kurzem  nnch  unr  den 
MSnnern  ernster  Wissenschaft  angehörten.  Frankreich,  viel  conscrva- 
tiver  als  es  selbst  glaubt,  behielt  im  Grossen  und  Ganzen  seinen  Le- 
gendre  bei,  der  in  der  einen  Stadt  so,  in  der  nndern  so  hiess.  Vor 
)  Jahren    etwa   unternahm   es  Herr  Hoilel,    seinem  AdoplivTaterlaode 
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den  Uieost  zu  erweisen,  nacbdrUcklicb  gegen  die  Legend  re'scbe  Me- 
thode flieh  aaszuGprecheii  nad,  das  Sprichwort  ,,i7  faut  reculer  pour  mieux 
sauler"  beherzigend,  ging  er  bis  aof  Enklid  xarttck,  von  dort  aus  aeioen 
Anlauf  zum  Weitsprunge  nehmend.  Gegenwältig  ist  die  kleine  Arbeil  zum 
zweiten  Male  aufgelegt,  nnd  die  Möglichkeit  einer  neuen  Auflage  zeigt, 
dass,  wenn  in  Prankteich  der  Umschwung  in  der  Behandlung  der  Elemeu- 
targeometrie  noch  nicht  eingetreten  ist,  die  Geister  doch  zu  diest'm  Um- 
scbwnnge  sich  vorbereiten.  Herr.HoUel  hol  seine  Abhandlung  in  drei 
Abtheilnngen  gegliedert.  Die  erste  Abtheilnng  besteht  aus  einer  Ueber- 
setzung  der  32  ersten  Salze  des  I.  Baches  der  Euklidischen  Elemente 
Die  zweite  Abtheilnng  kann  etwa  als  moderne  üeberarbeitung  des  iu  der 
ersten  geboteneu  StofTe.s  bezeichnet  werden;  der  Gang,  die  rein  geome- 
trische Beweismethode  sind  Euklidisch;  Euklidisch  insbesondere  ist  die 
Scheidung  der  Sätze,  die  nicht  von  dem  Parallelenaxiom  beeinflnsst  sind, 
von  denen,  bei  welchen  solches  der  Pall  ist;  modern  ist,  wie  manche 
Einzelheit,  wie  die  fortwährende  Anwendung  von  Orts  Veränderung  ein- 
zetner  Pigurentheile,  so  namentlich  aach  der  Wortlaut  des  Parallelen- 
axioms:  ,,  Durch  einen  gegebenen  Punkt  lässt  sich  zu  einer  gegebenen 
Goraden  nur  eine  Parallele  ziehen."  Endlich  als  dritte  Abtbeiluug,  als 
Anhang,  hat  Herr  Hoilel  einige  besondere  Auseinandersetzungen  zur 
Philosophie  der  Geometrie  vereinigt.  Der  Lehrer  wird  in  dieser  letzten 
Abtheilnng  manchen  Gedanken  finden,  von  welchem  er  bei  seiuem  Unter- 
richte Gebrauch  machen  kann,  selbst  tfenn  er  nicht  mit  allen  Ansichten 
des  Verfassers  einverstanden  ist,  um  wieviel  mehr,  wenn  er,  wie  Referent 
es  mit  Vergndgen  ausspricht,  im  Ganzen  und  im  Einzelnen  sieb  zu  den 
gleichen    Gesinnungen    einer    nicht    aprioristischen,    sondern    erfahrungs- 

ritgen  Raumlehre  bekennt.  Cantor 

lytiBche  Oeometrie  der  KegeUoluiitte  nach  elementarer  Methode  fUr 
höhere  Schulen-  Von  W.  rniiBHaHK,  Oberlehrer  am  Renlgym- 
nasinm  auf  der  Burg  in  Königaberg  i.  Pr.  Mit  27  Figuren  im 
Text  und  2  Tafeln.  VII,  144  S.  Berlin  1884,  Winckelmann  & 
Söhne. 
Man  wird  —  so  sagt  der  Verfasser  in  seinem  Vorworte  —  einen 
Unterschied  zwischen  Werken,  die  dem  Fortschritt,  und  denen,  die  der 
Verbreitung  dienen  sollen,  zugestehen.  Er  macht  für  sein  Werk  keinerlei 
Anspruch,  der  ersten,  sondern  nur  der  zweiten  Gruppe  anzugehüren.  In 
dieser  Einschränkung  verdient  es  volle  Empfehlung.  Uns  wenigstens  ist 
noch  keine  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  zu  HKndou  gekommen, 
welche  so  bündig  abgefasst  und,  obnc  jemals  den  elementaren  Standpunkt 
zn  verlassen,  den  Schüler  so  weit  führte,  wie  diese  hier.     Der  Veifajjae.* 

HHW-IH.  AMfclg.  d,  ZaltiDLr.  f.  M*Ui.  ■.  Pliri.  SXIX,  'i. 


hftt  Gich  in  der  Hauptsache  so  Joachimetbare  Analytische  Geametrit 
der  Ebene  angeschlosBen ,  nod  Kenner  jenes  voriflgtichen  Baches, 
wohl  soviel  heisBen  dürfte  als  jeder  deutsche  Mathematik  et,  werden  ihB' 
darin  Recht  geben.  Er  hat  aber  aus  dem  bei  JoBcbimethal  verarbei- 
teten Stofl'e  eine  Auswahl  gelrofTeii ,  die  sich  nur  a'if  daa  Leichtere  be-' 
schränkte,  and  auch  darin  wird  man  ihm  heipflichten;  denn  ffir  Schalen 
ist  selbst  Joachimsthal  noch  etwas  zu  schwer.  Herr  Fuhrmana  bst 
gezeigt,  dass  die  von  ihm  getroffene  Beschränkung  doch  genügt,  den 
Schüler  mit  einigen  der  modernen  Methoden,  mit  Gleichungssymbolen  nnd 
dem  Rechnen  mit  denselben,  mit  der  geomelriEcben  Anwendung  von  De- 
lenninanteD,  in  einer  Anmerkung  wenigstens  (auf  S  117)  mit  Linien- 
coordinaten  and  einer  hetiächtlichen  Anzahl  von  SHtien  bekannt  za 
machen,  die  in  denen  vom  Paeearschen  and  Btianch  on'scben  Sechi' 
ecke  gipfeln.     Ein  Anhang  cntbfilt  die  erforderlichen  Sätze  ana  der  Deter- 


inanlcnlehre  in  wünschenswerther  Kürze. 


Cahtob. 


LeitfadAn  fttr  den  geometrischen  Unterricht    Zum  Gebrauche  an  fa5h«ie 
Uoterrichtsanstalten  bearbeitet  von  Dr.  R.  Hkgbr.     Dritter  Theil; 

Bei  Bcsprccbang  der  beiden  ersten  Theile  dee  vorliegenden  Werket 
haben  wir  bereits  ausgeführt,  dass  wir  den  Standpunkt  des  Herrn  Ver« 
fassers  nicht  völlig  zn  dem  unsrigen  macben  kSnnen.  Wir  baben  nn-' 
nmwtinden  erklSrt,  dass  die  Lösung  von  Aafgaben  nach  nnserer 
Anffassnng  im  mathematiscben  Unterrichte  bei  Weitem  die  Hauptsache 
ist.  Daher  können  wir  uns  für  ein  Lehrhnch,  Wi-Iches  vorwiegend  dis 
Darlegung  derLehrsStie  enthSlt,  nicht  erwärmen  Zu  diesem  priit- 
cipiellen  Bedenken  kam  noch  eine  Kleinigkeit,  die  wir  ausdrücklich  ml* 
Geschmackssache  bezeichnet  haben.  Wir  meinen  die  Vorliebe  für  mathe« 
matiscbe  Formeln  mit  aosg  esch  riebenen  Wörtern,  welche  fitt- 
ferent  ebenso  lebhaft  —  und  vergeblich  —  ans  der  Welt  wünscht, 
beispielsweise  das  ,.e"  aas  dem  durch  die  Neuortbograpbie  venmaiei 
Worte  ..multiplizieren". 

Wir  wollen  beide  Bedenken  Herta  H.  gegenüber  hiermit  zum  letstoa 
Male  geäussert  baben. 

Das   vorliegende    Büchlein    ist  149  Seiten   stark      Es   zeHallt   in   : 
Paragraphen,  von  denen  die  letzten  vier  als  „Anbang"  bezeichnet  eind. 

Der  erste  Paragraph  führt  die  Ueberscbrift:  „Einleitung.  Durch- 
schnitt einer  Ebene  mit  Geraden  und  Ebenen."  Der  erste  Satz  desselben 
enthalt  klar  onil  bündig  die  Dcfiniticin  und  daa  Axiom  der  Ebene, 
lautet:  „Wenn  eine  Gerade  sich  so  bewegt,  dasa  sie  durch  einen  gegebe. 
kt  gebt  nnd  eine  gegebene  Gerade  trifft,  so  ist  ihre  Bahn   ein«; 


Ucccnsioneii.  2(X\ 

Fläche,  welche  Ebene  genannt  wird.  Wenn  eine  Gerade  mit  einer 
Ebene  zwei  Punkte  gemein  hat,  so  fällt  sie  ganz  in  die  Ebene."  Der 
Verf.  wendet  sich  darauf  zu  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  (6),  zur 
parallelen  Goraden  (7),  zu  zwei  Geraden,  die  einer  dritten  parallel  siud 
(8).  Alsdann  werden  parallele  Ebenen  von  einer  dritten  Ebene  n.  s.  w. 
geschnitten.  Man  sieht,  dass  in  manchen  Stücken  vom  llerkommen  ab* 
gewichen  wird.  Wir  halten  diese  Abwoichangen  für  glückliche.  Schon 
im  ersten  Paragraphen  wird  es  dem  Verfasser  möglich,  das  geradlinige 
Paraboloid  and  Hyperboloid  zu  charakterisiren. 

Im  zweiten  Paragraphen  wird  der  Flächenwinkel,  werden  die 
Normalen  zur  Ebene  behandelt.  Gleiche  Flächenwinkel  sind  con> 
gruent,  woraus  folgt,  dass  sie  gleiche  Normalschnitte  haben.  Ebenso 
wird  in  Nr.  4  gefolgert,  dass  Winkel,  deren  Schenkel  gleichsinnig  parallel 
sind,  einander  gleichen.  Auf  analoge  Betrachtungen  werden  auch  die 
Beweise  der  Sätze  für  die  Normalen  der  Ebene  gegründet.  Ref.  vermag 
hierin  dem  Verf.  nicht  so  unbedingt  zuzustimmen,  da  die  hergebrachte 
Darstellung  gewisse  didaktische  Vortheile  zu  haben  scheint.  Zu  Endo 
des  zweiten  Paragraphen  werden  die  einfachsten  drei  Rotationskörper 
besprochen.  An  dieser  Stelle  hätten  die  erst  S.  98  erfolgenden  Festsetz, 
ungen  über  den  begrenzten  Kegel  und  Cylinder  schon  ausgesprochen 
werden  können,  da  der  gewöhnliche  und  vielfach  auch  der  wissenschaft- 
liche Sprachgebrauch  nur  die  letzteren  meint.  Es  ist  gewiss  zu  beklagen, 
duBS  diejenige  Einigkeit,  welche  bezüglich  der  Begriffe  Gerade  und 
Strecke  bereits  erreicht  ist,  an  dieser  Stelle  noch  vermisst  wird. 

Der  dritte  Paragraph   enthält  die  Lehre   von  der  Normalprojection, 
untersucht  die  Grösse  der  Winkel,   welche  eine  Gerade  mit  den  durch 
ihren  Fasspunkt  gehenden  Geraden  einer  Ebene  bildet,  gelangt  zur  De 
finition   des  Ebenenbüschels   und  schliesst  mit  einigen  hübschen  An- 
wendungen auf  Paraboloid  und  Hyperboloid. 

Der  folgende,  vierte  Paragraph  hat  einen  reichen  Inhalt.  Man 
untersucht  zwei  Gerade  im  Räume,  die  Lage  zweier  Kugeln,  die 
dem  Tetraeder  um-  und  eingeschriebenen  Kugeln,  woran  sich  nahe- 
liegende Untersuchungen  über  die  Kantenwinkel  einer  dreiseitigen 
Ecke  anscbliessen.  2iiemlich  breit  und  ermüdend  wirken  die  Erörte- 
rungen von  Nr.  15,  16,  17.  Die  Bestimmung  des  Schwerpunkts  des 
Tetraeders,  Betrachtungen  von  Sinusverhältnisaen,  von  Ebenen,  welche 
drei  Kugeln  berühren,  endlich  der  Satz  über  die  vier  Höhen  eines 
Tetraeders  bilden  den  interesaanten  and  ansprechend  dargelegten  Stoff 
dieser  Abtheilung. 

Der  fünfte  und  sechste  Paragraph  bebandeln  das  sphärische  Drei- 
eck, und  zwar  unter  möglichster  Einschränkung  der  Rechnung,  ferner 
den  Inhalt  der  Körper.  Hierbei  Cällt  ans  die  exacte,  aber  uunöthiger« 
weite  zweimal  auftretende  Behandlung  des  Princifi«  der  ^1^\^V\«^tv  V  ^ 


2"1  HiBt"ri8cli-liter»rischp  AbtliPilnng. 

inllelsclmitte    anf.      Den    ScUlnss    bildet    die    Dkrle^ng    der    Ober- 
flScbeobeetimmuDg  bei  den  drei  inndea  Körpero- 

Im  Anbang  werden  sunäcbat  die  quadratische  Paukt-  nnf 
StrableoinTolntioD,  danu  die  Uebertragniig  von  KreiseStseD  avf  d< 
Kegel  and  die  KegeUcli  nitle  bebandelt.  Wie  das  Vorwort  beueikl^ 
soll  die  Behandlung  der  letzteren  möglicbat  an  die  projecliTischfln  Mi 
iboden  der  Geometrie  angeschlossen  werden.  Es  kann  dem  VerfuM 
EDgpgeben  werden,  dass  er  seine  Änfgabe  im  Ganzen  glücklich  gelöst  fall 
wenn  wir  anch  mit  gewiesen  didaktischen  Bedenken  nicht  snrBckhaltal 
wollen. 

Dmckrebler  sind  aas  aufgefallen  S.  9  Z.  22  v.  u.,  S.  95  Z.  II  r. 
und  S.  lO'J  Z.  10  T.  o.  a.  97  anlen  hätte  der  Aasdruck  Z.  4  r.  n.  w< 
besser  gefasst  sein  kßnuen. 

Ute  Figuren  siad  durchweg  mit  lobcnswertber  Exactheit  gn^d 

Coesfeld.  __^^_  ^-  Schws«imo. 

Leitfaden  ftlr  den  geometriteheB  Ifnterrioht.    Zum  Gebraudie  an  h«bi 
UnterTichtsanstallen  bearbeitet  von  Dr.  R.  Hscxa.     Vierter 
Analytische  Genmetric  der  Ebene. 

Das  vorliegende  Bdclilein  tShlt  91  Seiten  und  serfSllt  inhaltlich 
13   Paragraphen. 

Der  erste  behandelt  die  Coordinaten  eines  Punktes.  Hi«r 
finden  wir  unter  Anderem  die  Theilung  einer  Strecke  nach  he- 
&timnitem  VcrhKltuiss  und  eine  Anwendung  auf  die  Dmkebmng  d« 
Ccva'scben  Satzes,  die  nns  trotz  der  Vorbereitung  durch  den  Scbwer- 
punktisatz  an  dieser  Stelle  ein  wenig  verfrüht  erscheinen  will.  Gelegent- 
lich der  Formeln  coi(p  ^  —  i  tiatpss  —i  r  ^  ^ j'  +  y*  wird  bemerkt: 
„Nachdem  man  über  den  positiven  Sinn  der  Geraden  f>P  entechiedea 
hat,  weiss  man,  ob  für  r  der  positive  oder  negative  Wcrih  der  Qaedr« 
Wurzel  in  nehmen  ist,"  r  bedeutet  die  Strecke  Ol 
ist  besser  und  vor  Allem  vers  ländlich  er,  die  positive  oder  neg 
Uichtnag  der  Geraden  OB  einstweilen  ausser  Spie!  an  I 
T  =  Y x'-'f-y*  den  positiven  Werth  festzusetzen. 

Es    folgt   die   Gleichung   der   Geradon,    welche    in    der   Ir'oro 


j,  =  mjr  +  &,   dann  —  + ^  —  1  ==  0  und  dann  in  der  eigentliche 
form  geschrieben  wird.     Dieser  Inhalt  wird  an  Ueispieleo  ■ 
metrische  Betrachtungen  deutlich   und  lebendig  dargost) 
parallelen    Geraden,    der  Normalen    wird    die 
Gerade   besprochea    und  sogar  die  Methode   der 
-f-c  in  /lassender  Weise  eingeführt. 
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Die  letztere  Methode  führt  im  dritten  Paragraphen  die  Herrschaft. 
Er  ist  dem  Büschel  gewidmet,  behandelt  die  Sätze  ans  der  Tran 8- 
▼  ersalentheorie,  insbesondere  merkwürdige  Punkte  des  Drei- 
ecks und  das  vollständige  Vierseit. 

Der  vierte  und  fünfte  Paragraph  sind  dem  Kreise  gewidmet.  Herr 
H.  geht  mit  Recht  von  den  zwei  Hanptformen  der  Kreisgleichung  aus, 
erkennt  alsdann  ihre  wesentliche  Eigenschaft,  und  geht  so  zur 
Tangente,  zur  Potenz  und  durch  die  harmonische  Eigenschaft  zur 
Polare  über.  Das  Kreisbüschel  findet  eine  recht  gründliche  Behand- 
lung, wobei  die  Verwendung  der  Symbole  förderlich  ist. 

Die  vier  folgenden  Paragraphen  behandeln  die  Kegelschnitte. 
Hire  gemeinsame  Definition,  wie  das  ja  auch  wohl  das  Natürlichste  ist, 
liefert  die  Directrixeigenschaft.  Alsdann  werden  die  drei  verschie- 
denen Kegelschnitte  getrennt  behandelt.  Wir  heben  daraus  die  geschickte 
Verwendung  der  Reihenentwickelung  S.  43  hervor.  Es  wird  durch  die- 
selbe ein  sicherer  Boden  für  das  Verhalten  der  Parabel  zunächst 
und  der  Curven  Überhaupt  im  Unendlichen  gewonnen.  Es  gicbt 
Lehrbücher,  welche  entweder  auf  die  Sache  nicht  eingehen,  oder  im  Ver- 
trauen auf  den  gläubigen  Sinn  des  Studirenden  gerade  bei  dieser  Ge- 
legenheit mit  Vorliebe  den  Sitz  der  Pythia  besteigen. 

Die  letzten  Paragraphen  behandeln  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  und  anhangsweise  die  Betrachtung  der  schiefwink- 
ligen und  Polarcoordinaten. 

Fassen  wir  unser  Urtheil  zusammen,  so  enthält  das  Büchlein  einen 
zweckmässig  gewählten  Stoff  in  klarer  Darstellung,  die  den  wissenschaft- 
lichen und  didaktischen  Anforderungen  Genüge  leistet. 

Coesfeld.  K.  Schwering. 
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Recensionen. 


Entgegnung. 

Auf  S.  121  dieses  Bandes  erwidert  Herr  Reiff  auf  die  KeceDsion 
einer  seiner  Arbeiten  durch  Herrn  Knrz  und  zieht  dabei  mich,  gelinde 
gesagt  nnnöthigerweise,  in  die  Discnssion  mit  hinein.  Ich  bin  daher 
genöthigt,  den  Lesern  dieser  Zeitschrift  darznlegen,  worin  meine  Behaup- 
tung, die  ich  privatim  Herrn  Kurz  mitgetheilt  habe,  bestand,  und  kann 
es  ruhig  ihrem  ürtheil  anheimstellen,  ob  „meine  Formeln  falsch  sind'*. 
Herr  Reiff  schreibt  auf  S.  16  der  fraglichen  Schrift: 

„Die  neue  Lage  des  Linienelementes  (mit  den  Richtungscosinussen 
^1»  1^19  ^i)  bildet  mit  der  ursprünglichen  Lage  desselben  (a,  /3,  y)  einen 
Winkel  edi^  dessen  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen 
yz^  zx^  xy  der  Reihe  nach  &dt^  idt^  %di  sein  mögen.  Nun  ist,  wenn 
^2»  ß%t  y%  ^^^  Coss.  einer  auf  a^  ß^y  und  aj,  /3, ,  y,  senkrechten  Rich- 
tung bedeuten  (da  tdi^  ^dt^  idi^  xdt  unendlich  klein  sind): 

edia^==^dt^     Bdtß^=tdt^     sdty^^xdC 

Diese  Gleichungen  sind  offenbar  falsch,  da  die  Projectionen  des  Win- 
kels Bdi  nicht  durch  Multiplication  mit  den  Richtungscosinussen  der  Nor- 
malen erhalten  werden,  wie  Herr  Reiff  nunmehr,  im  vorletzten  Alinea 
seiner  Erwiderung,  selbst  andeutet.     Mehr  habe  ich  aber  nicht  behauptet. 

Augsburg,  den  6.  October  1884.  Braun. 

Dieser  Entgegnung  füge  ich,  der  zweite  Unterzeichnete,  noch  Fol- 
gendes bei« 

Auf  S.  18  der  genannten  Schrift  sagt  Herr  Reiff  unmittelbar  nach 
den  Gleichungen  N: 

„'^cf/,  tdty  %dt  sind  die  Projectionen  des  t  dt  auf  die  Coordinaten- 
ebenen,  daher  sind  ^,  t,  x  die  Componenten  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten des  Radiusvectors  aßy,'*^  (Hierbei  hat  Herr  Reiff  selbst 
diese  zwei  Worte  gesperrt  drucken  lassen;  beim  zweiten  Worte  soll  der 
Singular  stehen.)  Man  sieht  daraus  und  aus  der  vorigen  Erklärung  von 
Braun,  dass  Herr  Reiff  selber  die  Verwechselung  begangen  hat^  ^«^^^ 

Hitt.-Ut.  Abihlg.  d.  Z«ittohr.  f.  M«tb.  u.  Phyi.  XXIX.  «.  ^^ 
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»iner  „  ETwiderong"  cirert.     Jedoch  dns  Urtbeil  über  dnn  tue 
dieser  EmiderODg  überlasse  ich  dem  ünpHrteiischeii. 

Nar  „sBchlicb"  (wie  es  nncb  meine  Eecensioii  lediglich  gewesen  u 
vill  ich  noch  zum  letzlen  Alinea  der  „Erwidernng"  erklären,  dai 

dx      dg      Ss 

allerdings  eine  Specialität  ist  und  dass  ich  noch  Anderes  dazu   bfitte  Tal- 
gern  sollen,  oämlich 

8v      da       ^'''  ,^"  _^"  ,^^  _  n 

ranf  Herr  Reiff  erst  auf  S.  33  seiner  Schrift  ond  nor  im  Vorbeigeben 
zn  sprechen  kommt  mit  den   Worten: 

„Dabei  wird  aber  eine  Art  der  Flüssigkeitshewegnng  äbergsngen  etc." 
Ort  nnd  Datnm  wie  vorher.  KtRZ. 


Die  modernen  Theorien  der  Chemie  nnd  ihre  Bedentnng  fttr  die  chemische 
Mechanik.  Von  Lothak  Meter.  Bresinn.  4  Ana.  18S]— S3  aod 
5.  Aufl.  1884. 
Wenn  man  die  Entwickelniig  der  Chemie  in  den  letzten  Jahrzehnten 
genauer  verfolgt,  so  lassen  sich  drei  verschiedene  Richtungen  dentticfa 
interscbeiden,  nach  welchen  auf  drr  Bahn  der  Wisseiiscliart  furt geschrit- 
ten wird.  Der  eine  Theil  der  Chemiker,  nnd  zwar  der  Uberwiegeode, 
sncht  dQTcb  immer  vollkommenere  Ansbildung  der  chemischen  Synthese 
nnd  Analyse,  durch  die  Auffindung  neuer  Methoden,  durch  die  Darslel- 
Inng  neuer  Substanzen  und  ganzer  Rörperclassen  das  th als ücb liehe  Ma- 
terial zn  vermehren;  er  ist  bestrebt,  durch  genaues  Studinm  der  Spal- 
tungsproducte  nnd  durch  die  künstliche  Darstellung  complicirter  Veibin- 
düngen  ans  einfacheren  Anfscbluss  über  die  Constitntion  einer  chemischen 
Verbindung,  d.  b.  über  die  Grappirungsweise  der  einzelnen  Atome  zu 
erhalten.  Ein  anderer  Theil,  an  Zahl  bedeutend  geringer,  aber  in  seinen 
Erfolgen  g<^gen  den  andern  nicht  zurückstehend,  wendet  sich  dagegen 
mehr  den  physikalischen  EigenBchaften  der  chemischen  Verbindungen  zu 
und  ist  bestrebt,  eine  genaue  Beziehung  dinser  Eigenschaften  zn  der 
chemischen  Zusammensetzung  aufzufinden  und  dadurch  ebenfalls  eine 
Benrtheilung  der  chemischen  Constitution,  des  Wesens  und  der  Zasam- 
roenfügungsweise  der  Atome  zu  gewinnen.  Noch  eine  dritte  Richtung 
macht  sich  allmalig  immer  mehr  nnd  mehr  geltend.  Während  von  den 
zuerst  Geoanoten  hauptsücblich  nur  das  Endproduct  einer  chemischen 
Reaction  ins  Auge  gefasst  wird,  die  daneben  herlaufenden  Erscheinungen 
nnr  oberflüchlich  oder  gar  nicht  berührt  werden;  wahrend  dort  der  Ein- 
flnsa  der  Masse,  der  Zeit,  der  Wärme  nnd  anderer  Energien  nnr  insofern 


iu  Ue;iacbl  kumml,  ali»  ÖAvon  die  geriugere  uUer  giüHüDre  Aasbeule  Ab- 
hängig ist;  wäliread  mit  anderen  Worten  jene  bpiilen  Richtangnn  sich  our 
mit  den  OleicbgewicbtszuBtänden  der  fertigen  Verbindung;,  mit  iler  Sutik 
der  Atome  bescbäfligen,  ist  es  die  letalere  Ricblung,  welche  gerade  die- 
sen Nebenerscbeinnngen  ihr  Hauptaugenmerk  scitenkt,  den  Verlanf  nnd 
den  Mecliauiemue  einer  Reactiun  genauer  verfolgt  nnd  (ladnrcb  die  dyo«- 
miaeben  Gesetze  der  AiDmbewegnng  naher  zu  ergrümlen  eacht.  Es  ist 
keine  Frage,  dass  auclt  die  chemische  Affinität,  wie  andere  Energien, 
in  einer  eigenthürolicben  Bewegung  der  Atome  besieht,  und  dass  es  daher 
wobl  die  letztere  Richtung  ist,  anf  welcher  in  der  Zukunft  die  entschei- 
denden Resallate  gefanden  werden,  welche  die  Ursache  der  chemischen 
Erscheinungen  unserem  Verstüudniss  näher  bringen  wird. 

Wenn  nun  hier  auch  zugegeben  werden  mnss,  dass  der  synthetischen 
Chemie  noch  viele  wichtige  Fragen  zu  lösen  übrig  bleiben  und  dass  mit 
ihrer  Hilfe  noch  unabsehbare  Schätze  interessanter  Thali^achen  und  Be- 
ziehungen ans  Licht  gezogen  werden  dürften,  und  wenn  daher  auch  vor- 
Unfig  angenommen  werden  kann,  dass  die  Chemie  in  den  nächsten  Jahr- 
zehnten noch  vorzugsweise  in  dieser  s^'ulhetischen  Richtung  bearbeitet 
werden  wird ,  so  scheint  doch  auch  der  Zeitpunkt  nicht  mehr  fern  su 
liegen,  in  welchem  zur  Verallgemeinerung  und  Begruudnng  der  chemi- 
Bclien  Theorien  eine  genauere  Kenntnisa  physikalischer  und  mechanischer 


Lehren  immer  mehr  und  i 
Berthollet  angestrebte, 
und  exacten  Untersuchung 
eine  Mechanik  der  Atome  : 


nothw 


imethoden  nicht 
lufzufasaen  und 
scheint  in  nicht  mehr  allzu  ferner  Zeit  sei 
zugehen.  Diesen  Eindruck  erhalten  wir  we 
des  Meyer'schen  Buches  genauer  studiren. 
gefanilenen  Resultate  noch  unvollständig, 
sammeuhangslos,  so  lassen  sich  doch  schon 
das  künftig 


werden  wird.  Das  schon  von 
ngel  an  positiven  Thatsachen 
streichle  Ziel,  die  Chemie  als 
n  diesem  Sinne  zu  bearbeiten^ 
ler  Verwirklichung  entgegen- 
ligstens,  wenn  wir  den  Inhalt 
Sind  anch  die  his  jetzt  auf- 
znm  Theil  zerstreut  ond  zu- 
lie  Umrisse  erkennen,  welche 


i  Gebäude  einer  chemischen  Mechanik  einnehmen  wird,  und 
es  mnsa  als  ein  nicht  hoch  genng  anzurechnendes  Verdienst  des  Ver- 
fassers angesehen  werden,  dass  er  trota  des  unfertigen  Zustandes  des 
neuen  Gebietes  sich  nicht  geseheut  hat,  den  Rahmen  zu  skizziren,  in 
welchen  die  künftigen  Entdeckungen  einst  eingefligt  werden  können.  Es 
wird  ihm  namentlich  der  gar  zu  leicht  in  Schematisn 
miker  zu  grossem  Danke  verpflichtet  sein,  dass  e 
diesen  Dingen  immer  mehr  erweckt  nnd  dies 
bungen  seiner  Wissenschaft  in  einer  objectiven 
liehen  Form  vor  Augen  führt.  Aher  auch  de 
tiker  scheint  dieses  Werk  unentbehrlich  zu  sei 
Physik  der- chemischen  Vorstellungen  über  die 


terie  nicht  mehr  entbehren, 


erfallende  Che- 
lass  er  das  Interesse  an 
m  die  erweiterten  Bestre- 
einfauhen  und  leicht  fass- 
I  Physiker  und  Maibema- 
I.  Kann  doch  die  heutige 
mmensetzung  dei 


r  dies,  abgesehen  von  thermischen  und 


I 
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elekt  Tisch  eil  CrecliciauDgen,  deren  ZusammenhBng  mit  cLemischen  Vt- 
Bacheo  langst  uachgewieaeo  ist,  bei  der  kinetischen  Theorie  der  Gue  miil 
bei  dem  mit  Erfolg  gemachten  Verenehe,  die  Adliitsions-  nnd  CohXrioDS- 
erscheinungpii  naf  chemische  ÄfSnilSIsSostiernngen  zurückxnfUhrfln ,  seheL 

Die  „Modernen  Theorien"  erscheinen  in  vierter  noA  fast  inaerWb 
Jahresfrist  in  runfter  Auflage,  eingntlii^ilt  in  drei  Bücher:  „  Die  AKuBe", 
,,Dic  Statik  der  Atome"  nnd  „Die  Dj'namik  der  Atome".  Die  beiden 
erstoD  DUchor  reprSsenliren  im  Wesentlichen  den  Inhalt  der  frtiberMi 
Auflagen,  nur  natürlich  ergänzt  nnd  beriuhligt  nach  den  neoefiten  Eul- 
decknngen.  während  das  letzte  Buch  durchaus  Neuee  futbSlt. 

Im  ersten  Bache:  „Die  Atome",  finden  wir  die  Begrfindnng  der 
atomistischen  Hypothese,  die  Bestimmung  der  Atomgewichte  ans  der 
Dichte  der  Qaae,  einschliesslich  der  Avogad  ro 'sehen  Hypothese  nnd 
eines  kurzen  AbriBses  der  kinetiacheu  Theorie  der  Gase,  ferner  die  Be- 
stimmung der  Atomgewichte  mittels  der  Wärmecapacttlit  der  Elemente  im 
starten  Zustande  (Dnlong-Fetit'schee  Gesetz)  and  mittels  des  rm 
Mitscherlich  entdeckten  Isomoiphismas.  Der  letzte  Abschnitt  ist  dtm 
Wesen  der  chemiiiclien  Atome  gewidmet  Er  erwShnt  hier  der  Versuclw 
aar  Ermittelung  der  absoloten  Grösse  der  Atome,  der  Proat'scben  Hypo* 
these  und  dt^ren  iheilweise  Widerlegung  durch  die  exacten  Atomgewiehta- 
bestimmnngen  von  Stas  and  Mariguac,  der  Regel mSssigkeüen  in  des 
Zahlenwertheii  der  Alomgewichle  und  bringt  schlieselich  pine  ausfährliche 
Darsteilnng  des  periodischen  ÜeBeteea  der  Elemente,  an  dessen  AnttindoDg 
dem  Verfasser  und  dem  Russen  Mendelejew  der  hauptsächlichste  An 
tbeil  zukommt. 

Das  zweite  Buch:  ,,Die  Statik  der  Atome",  bespricht  im  eisten 
Abschnitte  die  Combinationsformen  der  Atome,  im  zweiten  das  Gesetz 
der  Atomverkettung  und  die  physikalischen  und  chemiechen  Hilfemittel 
zur  Feetstellatig  derselben.  Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  dem  Mole- 
cnlargewicht  nnd  der  Atomverkettnng  von  Stoffen,  auf  welche  Avoga- 
dro'e  Hypothese  nicht  anwendbar  ist;  der  vierte  endlich  von  dem  che- 
mischen Werth  oder  dem  Sät tij-ungs vermögen  der  Atome.  Hier  werden 
die  für  den  Chemiker  besonders  interessanlen  und  wichtigen  Fragen 
erörtert,  ob  der  chemische  Werth  eines  Atoms  ein  variabler  oder  con- 
stanter  ist,  ob  die  Affinitäten  eines  nnd  desselben  Atome  gleichartig 
sind  oder  nicht.  Es  wird  auf  die  Abhängigkeit  der  chemischen  Valenz 
von  der  Grösse  dee  Atomgewichts  hingewiesen  nnd  schlieeslich  die  Un- 
erläsplichkeit  der   Annahme  von  Mnlecularverbindungen  betont. 

Der  interessanteste 'l'heil  ist  aber  das  nt'u  hinzugefügte  dritte  Buch: 
„Die  Dynamik  der  Atome".  Im  ersten  Abschnitt  werden  der  che- 
mische Umsatz,  seine  Ursachen  und  Formen  im  Allgemeinen  besprochen, 
auf  die  Schwierigkeit  einer  scharfen  Trennung  der  Atom-  und  Molecn- 
larmecbanik,  eines  chemischen  und   physikaliecbi'n  Vorgange  hingewiesen 


und  die  Sheren  Verancbe  zur  Messung  der  Affinitit  eiwXliDt.  Der  sweite 
Abscbttitt  bandelt  von  dem  chemischen  UmsaU  dnrcb  mechanischo 
Erscbiitterang,  vnm  UbÜ6D  und  stabilen  Gleicbgcwicbt  der  Molekeln 
nnd  Atome  nnd  von  dem  Uebergnng  der  einen  Gleicbgewichtslage  iu  die  an- 
dere, welche  häufig,  wenn  gasförmige  Zersetzüogsproducte  auftreten,  Ton 
einer  Hlxplosion  begleitet  ist.  Der  dritte,  grössere  Abschnitt  behandelt  die 
Wärme  als  Ursache  nnd  Folge  des  chemischen  Umsatzes.  Hier  werden 
-iiunücbet  die  Erscbeinungen  der  Dissociation  besprochen  und  der  dabei 
stattfindende  Vorgang  tbeoretiscb  nutersncht.  Wenn  auch  die  bis  aum 
Eintritt  der  Dissociatioa  den  Molekeln  mitzntbeilende  Energie  als  ein 
Maass  für  die  Stärke  der  Affinitäten  betrachtet  werden  kann,  und  daher 
der  Ermittelung  der  Zerselanngslemperatur  eine  grosse  theoretische  Wich- 
tigkeit zukommt,  eo  tässt  sieb  damit  noch  keineswegs  die  Aflinitatsgrösse 
der  Atome  bestimmen,  weil  in  den  wenigsten  FSlIen  die  Verbindung  in 
die  isnlii'ten  Atome  zerfällt,  sondern  sich  gegenseitig  nur  zu  einfacheren 
Molekeln  umsetzt.  Eine  gesonderte  Ermittelung  der  beiden  Vorgänge,  der 
Diesociation  im  engereu  Sinne  und  der  ihr  ähnlichen  Umsetzung  wird  viel- 
leicht nie  möglich  sein.  Aus  reiner  Dissociation  mit  erst  bei  der  Abkühlung 
nachfolgendem  Umsätze  erklären  sich  vielleicht  auch  die  lange  rätbselhaft 
gebliebenen  Erscheinungen,  dass  eine  chemische  Verbindung  bei  massiger 
Erhöhung  der  Temperatur  zerftlUt,  bei  einer  viel  höbereD  aber  sieb  wieder 
bildet.  Daran  reiben  sieb  die  Wärmewirkongen  bei  chemischen  Processen. 
Nach  der  Hypothese,  unbefriedigte  Affinität  sei  potentielle  Energie,  kann 
die  beim  chemischen  Umsatz  erzeugte  Wärme  als  ein  Maass  der  An- 
siehnng  der  Atome  betrachtet  werden.  Da  es  aber  bis  jetzt  nicht  ge- 
lungen ist,  weder  die  Verbindungen  aus  isoHrten  Atomen  darzustellen, 
noch  in  solche  zu  zerlegen,  so  können  wir  auch  nicht  angeben,  wie  gross 
der  Gesammtanfwand  an  potentieller  Energie  ist,  welcher  bei  der  Bildung 
ans  isolirten  Atomen  iu  Wärme  umgesetzt  wird.  Es  ist  bis  jetzt  nur 
möglich,  den  Unterschied  verschiedener  Affinitäten  durch  die  zu  beobach- 
tende Wärmetönung  zu  messen,  und  dies  wird  noch  dadurch  erschwert, 
als  wir  den  Antbell  der  Disgregalion  an  derselben  nicht  oder  nur  an- 
genähert zu  schätzen  im  Stande  sind.  Er  kommt  dann  auf  die  interes- 
santen Beobachtungen  von  Thomsen  über  die  Neutrnlisationswärmen 
von  Basen  und  Säuren  und  auf  die  zu  ganz  ähnlichen  Ergehnissen 
ftlhrenden  volumcbemischen  Versuche  von  0  s  t  w  al d  zu  sprechen ,  ans 
denen  hervorgeht,  dass  die  die  Salzbildnug  begleitenden  Vorgänge,  die 
Wärmetönung,  die  Aendernug  des  Volumens,  der  Lichtbrechung  u.  s.  w. 
nicht  die  Wirkung  einer  Wechselbeziehung  der  sich  verbindenden  Stoffe, 
also  nicht  der  Affinität  sein  können,  sondern  dass  mau  die  Sache  so 
auffassen  muss,  dass  jedes  Element  im  isolirten  Zustande,  und  ebenso 
jede  Sänre,  jede  Base  ein  bestimmtes  Quantum  Energie  enthält,  wel- 
ches   beim    Eintritt    iu    eine  Verbindung   verfügbar    viwiV  vVftWa   i.>«  t»ei^- 


HiatOTiscb-litsiftTiMhfl  AbtbeÜiing. 

dernng  der  Disgregation  verbraucht,  theils  als  W&rme  entwickelt  wUi. 
Dieee  Energie  wird  von  der  Äffioität  nielit  erzeugt,  sondern  nnr  aiU' 
gelöst.  Damit  ist  aber  auch  diß  Frage  nach  dem  ZuBammen bange  der 
die  chemischeD  Umsetzungen  begleitenden  WärmetÖDungen  mit  der  Affi- 
nität der  Atome  zu  einander  vorsichtiger  zu  beantwortea,  als  die«  bisher 
geschehen  ist.  Verfasser  wendet  sieb  gegen  die  Ansicht,  dass  immer 
diejenigen  Verbiodangen  eich  bilden,  deren  Entstehung  mit  der  grössten 
Wärmeentwickelung  verbunden  ist,  und  besonders  gegen  den  Berthe- 
lot'scben  Grundsatz  der  gtössteu  Arbeit  (Principe  du  travail  mazinium). 
indem  er  zeigt,  dass  die  demselben  zu  Grnnde  gelegte  Vorstellung,  die 
Atome  und  Molekeln  seien  ruhende  Maesentheilchen,  nicht  dem  wirklichi-a 
Verhalten  der  Elemente  und  ilirer  Verbindung  entspreche,  and  dass  aoeb 
die  Beobacbinngeu,  die  VermulhuDg,  stärkere  Affinität  entwickle  immer 
die  grSssere  Wärme,  nicht  tiberall  bestätigen. 

lu  sehr  aucfUbrlicher  Weise  ist  in  dem  folgenden  Capilet  die  cbe- 
mische  Massen  wirkun  g  berücksichtigt.  Von  der  Analogie  zwischen 
der  Wirkung  der  Masse  (d.  h,  Aniahl  der  Atome  und  Molekeln)  und  der 
Wärme  (Intensität  der  Atem-  und  Molecalarbewegnng)  ausgebend  wird 
zuerst  die  alte  Bertfaollet'sche  Lehre  von  der  Massenn-irkung,  dann  die 
neuere  Guldberg  und  Wsage'sche  Theorie  ausführlich  entwickelt  nnd 
deren  Anwendbarkeit  zanHchst  nnf  die  umkehrbaren  Processe  (Esterbtldasg, 
Neutralisation  verschiedener  Basen  und  SSnren)  nachgewiesen.  Dju*h 
reibt  sich  die  BeslimniuD;;  der  Verwandtscbaftsccicllitieuten  ond  die  Fest- 
Stellung  des  Begriffes  Avidität  und  deren  Ermittelung  ans  den  Aende- 
rnngen  des  Volumens  und  des  Licbibrecbungsvermögens  von  Salzlösungen, 
sowie  die  Beziehung  der  Avidität  zu  den  die  Nentralitiation  begleitenden 
Raumfinderungen  und  Warmetönungen.  Dann  werden  die  Maasenwirknng 
der  Gase  und  Berthollet's  Lebre  vom  Einflüsse  des  Aggregatzuetandes, 
Guldberg  und  Waage's  Theorie  für  a«ei  unlösliche  Stoffe  und  die 
UnznUnglicbkeit  derselben  für  den  Fall,  dass  nur  ein  Stofl'  nnldslicb  ist, 
die  Berechtigung  der  Theorie  und  die  Ostwald'echen  Versnebe  zur  Prü- 
fung derselben  erwähnt  und  zuletzt  die  Wichtigkeit  weiterer  Erforschnng 
der  Massenwirkung  in  umkehrbaren  und  nicht  umkehrbaren  Vorgängen 
betont. 

Ein  neues,  nur  kurzes  Capitel  ist  dem  chemischen  Umsatz  durch 
Licht  gewidmet.  Bei  dem  Mangel  an  genaueren  Messungen  wird  hier 
nur  auf  die  Analogie  der  Lichtwirkuug  mit  der  Llisü.iciatiou  ,  auf  den  Ein- 
fluES  der  Farbe  nnd  auf  die  als  Inducliün  bezeichnete  allmälige  Steige- 
rung der  Licbtwirkung  hingewiesen. 

Ansfübrlicber  ist  dagegen  wieder  in  dem  nächsten  Capitel  der  che- 
mische Umsatz  als  Ursache  und  Folge  der  Eleklricität  behandelt.  Hier 
begegnen  wir  bekannten  Tbatsacben  der  Elektricitätslehre ,  jedoch  ,  indem 
die    Abhängigkeit     der    Erscheinungen     von    der    stofflieben    Natur    der 
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betheiligten  Körper  ala  HanptBBche  behandelt  wird,  in  einer  beBODders 
für  die  Zwecke  des  Cbemikers  brauchbaren  neuen  Form.  Zuerst  werden 
die  Bcziebnngen  zwischen  Affinität  und  Elektricität,  die  Volta'sche 
CoDtactiheorie  und  die  ßerielius'sche  eleklrochemische  Theorie  mit  deu 
Span  nun  gereihen  der  Elemente  und  ElemeiilfamilieD  erörtert.  Daran 
kuüpft  sich  die  Frage  nach  dem  Wesen  der  Elektricität  und  deren  Auf- 
treten dnrcli  die  Störung  des  elektrischen  Gleichgewichts  entweder  durch 
WMrme  (Thertnostrom),  oder  durch  chemische  [ImsetEnDg  (galvanischer 
Sirnm),  sowie  deren  Verschwinden  darch  den  GleichgewichtBznsland  der 
Pularisation.  Haran  reihen  sich  die  bekannten  Gesetze  zur  Ermittelung 
der  Stromintensitilt  und  der  elektrnmotnrischeu  Kraft,  und  die  Beziehung 
der  letzteren  zur  Summe  der  Wärmetönungen.  üanu  wird  der  Vorgang 
der  Elekfrolyse  nSher  entwickelt,  der  Unterschied  zwischen  melallischem 
Leiter,  Elektrolyt  und  Nichtleiter,  sowie  die  Abhängigkeit  der  Elektro- 
lysicbarkeit  von  der  chemischen  Zusamniensetzung  betont  und  darauf  hin- 
gewiesen, das»  nur  die  vier  Salzbilder,  Sauerstoff  und  Schwefel  elektro- 
lystrbare  Verbindungen  geben,  während  Stoffe,  welche  keines  dieser  sechs 
Elemente  enthalten,  durch  den  Strom  nicht  zerlegt  werden ,  sondern  ent- 
weder Leiter  erster  Clas^e  oder  Nichtleiter  seien.  Hierauf  folgt  eine  über- 
sichtliche Zusammenslellung  des  Verhaltens  der  wichtigsten  Verbindungen, 
welche  die  sechs  Elektrolyte  bildenden  Elemente  mit  anderen  eingehen, 
nach  den  natliilicheu  Familien  geordnet.  An  die  Etklarnng  des  Unter- 
schieds der  beiden  Arten  elektrischer  Leitung,  im  VVesenitichen  darin 
bestehend,  dass  in  metallischen  Leitern  die  Elektricität  von  einem  Mas- 
sentheilchen  auf  das  andere  fovUcbreitet,  während  die  7'heilchen  an  ihrer 
Stelle  bleiben,  im  Elektrolyten  aber  dieselben  zugleich  mit  der  Elek- 
tricität sich  fortbewegen ,  schliessen  sich  die  darauf  zurückzuführenden 
Beobachtungen,  wie  die  Wanderung  der  Ionen  und  ihre  Geschwindigkeit, 
die  Bewegung  der  Lösungsmittel,  die  Mitfiihrung  indifferenter  Paarlinge 
durch  das  Anion  und  Kation  an.  Daraus  folgt  aber  such  eine  Wider- 
legung der  veralteten  Vorstellung  vom  elekiroly tischen  Vorgang,  derselbe 
bestehe  in  einer  Ueberwlndnng  der  Affinität  durch  die  Elektriuitftt,  was 
in  noch  vollständigerer  Weise  und  von  Grund  aus  durch  die  von  Clau- 
sius  gegebene  kineliscbe  Erklärung  im  Innern  des  Elektrolyten  geschehen 
ist.  Mit  der  Bestätigung  dieser  kinetischen  Äuffassuiig  durch  den  Zu- 
sammenhang der  Leitungsfähigkeit  mit  der  Beweglichkeit  der  Molekeln 
(Diffusionsgeschwindigkeit),  und  mit  dem  Vorgnnge  bei  der  Elektrolyse 
von  Gemischen ,  sowie  mit  der  Verdunkelung  dieser  Vorgänge  durch 
undäre  Wirkungen  Bchliesst  dieses  interessante  Capitel  ab. 

Der  letzte  Abschnitt  bandelt  von  der  Stabil  it&t  der  uhemiachen 

rbindungen    und   deren  Abhängigkeit  von  der  Natur,    dem  Gewicht 

1  der  Zahl  der  Atome,  von  der  Wirkung  der  Substitution,  und  schliesst 

|ftit  der  Aufforderung,    durch  eine  möglichst  auf  quantitative  Meldungen 
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gestützte  Vergleicbung  analoger  Gruppen  von  VerbiniluDgen ,  doreli  Fe«U 
etellnng  der  Unterschiede  und  Aehnlichheilen  allmälig  A&b  Material  tn 
i^iner  vergleichenden  AfGnitätslehre  AnzDsammelu. 

Dies  ist  in  kurzen  ZUgeu  der  reiche  Inhalt  des  Meyer'schen  Bache*. 
Es  ist  kein  Zneifel,  dass  dasselbe,  das  schon  in  seinen  früheren  Auf  lagen 
dem  Chemiker  nnd  Physiker  ein  geschätzter  anregender  ßerather  gewesen 
ist,  in  seiner  neoen,  erweiterten  Form  in  noch  höherem  Grade  ein  w\- 
eher  sein  wird. 

Stattgart.  KC*'^'-?'/.  \      Hbll. 


Omndiftge  der  Elementarmeclianik.    Von  I 
Schwetschke.      1883.     445  S. 

Das  Werk  soll  dem  foimalea  Abschliiss  des  gesamnilen  matbetnajiscli- 
natnrwissetiscbartticheD  Scbulnnterriuhts  dienen ,  enthnlt  also  nicht  blos 
das,  was  gewöhnlich  nnter  Mechanik  verstanden  ist,  i 
sammenfassaug  und  Eintbeilnng  der  möglieben  and  wirklichen  Beweg- 
nngen  im  Banme.  Die  letzteren  geben  das  Gebiet  der  Fhysik- 
Grnndzfige  der  Blementarmechanik  sind  als  Einleitung  in  die  Physik  da^ 
xnstellen.  Das  Cbarakteristischo  der  Physik  ist  Beobacbtong  und  Mei 
sang  nach  den  Einheiten  der  Länge,  der  Zeit  und  der  Masse.  Da 
Gebiet  der  Physik  wird  den  Siuncagebieten  entsprechend  eingetbeilt  niich 
den  TasI-,  Wftrroe-,  Geruchs -,  Geschmacks-,  Liebt-  und  Tonemp&nr 
düngen.  Dasa  kommt  die  Elektricilät,  die  „vorerst  noch  als  6pecial-> 
gebiet  zu  behandeln"  ist,  bis  sie  in  die  allgemeine  Theorie  der  phyai- 
schen  Bewegungen  eingefügt  wird.  Die  drei  Gebiete  der  Tast  ,  Gerncbs> 
nnd  GeEchmacksemptindnngen  sind  nicht  ausgebildet,  also  bleiben  nnt 
Elektrik,  Calorik,  Akustik  nnd  Optik.  Au  die  Physik  schliesst  sich  di» 
Chemie  an,  die  Lehre  von  den  stofflichen  Beziebungeu  von  Empfindnogi* 
grnppen  und  die  Gebiete  der  apeciellen  Physik,  Physiologie,  Psycho* 
pbyeik,  Naturlehre  a.  s.  w. 

Es  folgt  nnu  die  physikalische  Mechanik;  zuerst  Sätse  Ub«K 
Sinn  and  Richtung,  über  Bestimmung  der  Lage  von  Punkten  und  Punkte 
Systemen  (Coordinaten),  dann  über  Strecken  uud  deren  Addition  nacb 
Grass  [II  Ann,  Momente  von  Punktsystemen,  Drehmomente  nnd  Trägheit* 
momente.  Als  aweiter  Theil  der  physikalischen  Mechanik  reiht  sieh  < 
PhoroDomie  aa,  zunSclist  die  Bewegung  eines  Punktes  bei  gegebentt 
Bahn.  Es  wird  mit  besonderer  Ausführlichkeit  nnd  Deutlichkeit  dit 
Beziehung  von  Lage  nnd  Zeit  behandelt,  der  Begriff  der  Geschwindi^ 
keit  and  der  Beschleunigungen  verschiedener  Ordnung  ohne  Voraossatt' 
ang  der  DiETereDtial-  nnd  Integralrechnung  dargelegt  und  an  einseluM 
Beispielen    erläutert.       Die    Zasammensetznng    ood    Zerlegaag    von 


wegnogen  gründet  sieb  auf  die  ZnBnmmenBetziiiig  von  Strecken.  Die 
Warfbewegnng  nnd  die  Schwerkraft  werden  eingehend  bebandelt.  Dann 
folgt  die  Beatimmmig  der  Bewegung  durch  die  Projection,  wozu  als 
Beispiel  die  Schwinguugsbenegnng,  insbesondere  das  Pendel  dient,  nnd 
die  Folarmethode  mit  der  Newton'scben  CeDtralbewegung  als    Betspiel. 

Nach  der  Bewegung  dos  Punktee  kommen  die  Punkleysteme  di-r 
Physik  zur  Betrachtung,  die  allgemeinste  Bewegung  eines  unveränder- 
licben  Systenies,  Translation  und  Rotation,  Scbreubenbewegnng;  elaBtische 
Systeme,  Wellenbewegung ^  und  schliesslich  das  dissolute  System,  für 
welches  als  Beispiele  der  Springbrunnen  und  die  Theorie  des  Schiessens 
gewählt  sind. 

Der  dritte  Abschnitt  der  physikalischen  Mechanik,  die  Dynamik  der 
Physik,  nimmt  die  Masse  hinza,  hehandelt  die  Energie  nnd  Bewegnngs- 
grosse,  die  Kräfte,  das  Princip  von  d'AIembert,  das  der  virtuellen 
Verschiebungen  n.s.w.  Es  wird  die  Art  der  Messung  von  Länge,  Zeit, 
Masse  und  Dichte  dargelegt  tind  dann  die  Systeme  der  physikalischen 
Dynamik  betrachtet,  der  starre  Körper  nnd  die  ßlagticitälsconstanton, 
die  Flüssigkeiten  mit  den  Capillarerscbelnnngen  und  dem  Archimedi- 
schen Princip,  die  Gase  mit  dem  Luftdruck  und  dem  Boylc'schen 
Gesetz.  Zum  Schlüsse  kommt  eine  kurze  Darstellung  der  atoroisti- 
echen   Hypothese. 

Damit  ist  die  reiche  Fälle  des  geboteneu  Stoffes  kurz  aufgeführt. 
Man  sieht,  es  handelt  sich  darum,  alles  an  richtiger  Stelle  einznfflgen 
und  damit  Klarheit  in  den  Zuhammeohang  des  Ganseu  zu  bringen. 
Jedem  Lehret  der  Mechanik  und  Physik  wird  Stoff  genug  gegeben,  nm 
sieh  nach  allen  Seiten  hin  eu  orieutiren.  Mau  kann  mit  manchem  nicht 
einverstanden  sein,  z,  B.  mit  der  Eintfaeilung  des  Gebietes  der  Physik, 
mit  der  scharfen  Abweisung  der  Atomistik,  die  überhaupt  in  Physik  nnd 
Mechanik  eine  unbedeutende  Rolle  spielt;  aber  mit  Gennss  nnd  Gewinn 
wird  man  immer  das  Werk  stndiren.  Freilich  bei  dem  heutigen  Stande 
des  naturwissenschaftlichen  Unterrichtes  kann  der  Inhalt  eines  solchen 
Werkes  von  den  Schülern  einer  Miltelschnle  gewiss  nicht  verarbeitet 
werden.  Wir  betrachten  es  nur  als  Hilfsmittel  für  den  strebsamen 
Lebrer.  P.  Zecu. 

Die  Hechanik  in  ibier  Entwiokelnng.  Von  Dr.  Mach.  Leipzig,  Brock- 
haus. 18S3.  480  S. 
Es  ist  dies  ein  Band  der  ,,  internationalen  wisseuschaftUchen 
Bibliothek",  in  welchem  der  Verfasser  darlegen  will,  wie  der  Inhalt  der 
Mechanik  sich  aus  der  Untersuchung  einer  Reihe  sehr  einfacher  mecha- 
nischer Vorzüge  liersusgebildet  hat.  Zn  Befriedigung  seiner  Bedürfnisse 
macht  der  Mensch  Erfahrungen,  die  er  gedankealoa  i.<au!lte\uA.  -^«i-mwx^vK-, 
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bia  einselne  SUade  ta  Befrieitigang  bestimmter  Bedärfnisso  eich  bfnni' 
bilden  nod  durch  L^hie  ddiI  Traditioo  ibre  Erfalirnng^D  den  T'^igeDiieD 
Generntioiien  mittheilen.  Dadurch  entetebt  ein  AdUbs  znm  Nftchdeaken 
und  ÜDleraucheD,  das  sich  vom  nächstea  Zweck,  Befriedigung  leiblich« 
Bedürfnisse,  gnnz  loslöaen  und  zur  eigentlichen  Wieaenechufl  irerd«B 
kann.  Der  Verfasser  sucht  die  Kichligkeit  dieser  seiner  Ansiebt  Qbei 
die  Natur  aller  Wissenechaften  als  einer  Oekunnmio  des  Denkene  ac 
den  Principien  der  Mechanik  darcbznfiibreD.  Ee  geschieht  dies  bei« 
Hebel,  bei  der  scbiei'en  Ebene,  dem  Parallelogramm  der  KrKfie  itod  dee 
Princip  der  virtnelleu  Verschiebungen.  ,,Dem  fiedUrfnise,  die  Eriab- 
rangen  des  Handwerkes  in  miltheilbare  Form  zu  bringen  und  dies«)b«a 
fiber  die  Grenzen  des  Slandea  nnd  des  Handwerkes  htnans  bu  tci- 
broiten,  verdankt  die  Wissenscbaft  ihren  Ursprung.  Ans  okonomiacbni 
Gründen  werden  Thalsachen  und  Begeln  zusammen gefasst  nnd  auf 
einen  Ansdrucfc  gebracht,"  Die  Belracbtung  der  flüssigen  Körper 
hat  nicht  viele  neue  Gesichtspunkte  geliefert,  doch  bat  sich  dabei  suersi 
die  Vorstellung  eines  physikalisch  mechanischen  Cuntinonms  gebildet,  EU 
hat  sich  dadurch  eine  viel  freiere  und  reichere  mathematische  Anschan- 
nng  entwickelt,  als  dies  durch  Betrachtaag  selbst  eines  Systemes  tod 
mehreren  starren  Körpern  möglich  war.      Aehnliches   Usst  eich  von  den 

Der  Verfasser  bebsndelt  dann  die  Entwickelnng  der  Principien  der 
Dynamik,  die  Entdeckungen  Galilel's  Aber  die  Fallgesetze,  die  Lsi- 
stnngen  von  Hnygbens  im  Gebiete  des  Pendels  nnd  die  Arbeiten  New 
ton's,  welcher  durch  die  Entdeckung  der  allgemeinen  Gravitation 
den  Gesichtskreis  der  mechanischen  Physik  beträchtlich  erweitert  nnd 
die  Aufstellung  der  heutigen  Principien  der  Mechanik  zn  einem  Abschlnss 
gebracht  bat,  nach  welchem  nichts  wesentlich  Neues  mehr  auegesprochen 
wurde.  Dabei  giebt  es  Gelegenheit,  sich  über  die  Begriffe  von  Zeit  und 
Raum  auszusprechen  nnd  über  die  Art,  wie  die  Grundbegriffe  der 
Mechanik  aneinander  zu  reihen  sind.  Der  Verfasser  sagt,  man  habe 
von  dem  Erfahrnngssalz  anszngehen ,  dass  gegenüberstehende  Körper 
entgegengesetzte  Beschleunigungen  nach  der  Eichtnug  ihrer  Verbindnngs- 
linie  bestimmen;  das  negative  umgekehrte  Verhältuiss  der  gegenseitigeu 
Beschleunignngen  gieht  das  Massenverhfiltniss,  das  voni  physikalischen 
Zaatande  unabhüngig  ist.  Ferner  zeigt  die  Erfahrung,  dass  die  Be- 
Bcblennigungen  eines  Körpers  dnrch  mehrere  andere  unter  sich  unab- 
hängig sind.  Endlich  ist  unter  bewegender  Kraft  das  Prodnct  ans 
Masse  und  Bescblennignng  zu  verstehen.  „Diese  Sätze  erfüllen  die 
Forderung  der  Einfachheit  und  Sparsamkeit,  welche  mau  an  dieselben 
aus  ökonomisch- wissenschaftlichen  Gründen  etellen  muse." 

In  einem  dritten  Capitel  wird  die  weitere  Verwendung  der  Prin- 
cipien   nnd    die   deductive    Entwickelnng    der   Mechanik    behandelt.      Es 
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handelt  sieb  zunächst  um  besondere  Regeln ,  welche  dazu  dienen, 
bestimmte  Aufgaben  nach  der  Schablone  zu  behandeln ,  ohne  in  die 
Einzelheiten  näher  einzugehen:  die  Erhaltung  der  Bewegungsgrösse  in 
einem  nicht  von  aussen  beeinflussten  System,  von  Newton  gefunden; 
der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Flächen  von  Euler  und  Bernouillj; 
die  Lehre  vom  Stosse,  besonders  von  Hujghens  ausgebildet;  d'Alem- 
bert's  Satz  und  der  Satz  der  lebendigen  Kräfte,  das  Princip  des 
kleinsten  Zwanges  und  der  kleinsten  Wirkung  und  endlich  der  Hamil- 
tonische  Satz.  Es  wird  hierbei  an  verschiedenen  Beispielen  gezeigt, 
dass  mit  allen  diesen  Sätzen  nichts  Neues  in  die  Mechanik  eingeführt 
wird,  sondern  dass  sie  nur  das  Bekannte  in  anderer  Form  geben,  die- 
selben Thatsachen  von  verschiedener  Seite  betrachten. 

Das  vierte  Capitel  ist  der  formellen  Entwickelnng  der  Mechanik 
gewidmet.  Nachdem  die  Grundsätze  der  Mechanik  festgestellt  waren, 
konnte  die  Entwickelnng  neuer  Sätze  aus  ihnen  auf  deductivem  Wege 
stattfinden,  wie  im  dritten  Capitel  gezeigt  wird.  Eine  folgende  Periode 
in  der  Entwickelnng  der  Wissenschaft  ist  dann  das  Bestreben,  alles 
Errungene  in  ein  System  zu  bringen,  so  dass  jedes  Einzelne  auf 
möglichst  einfachem  Wege  gefunden  werden  kann.  Nachdem  der  Ein- 
fluss  der  isoperimetrischen  Probleme  und  der  Variationsrechnung  und  dann 
die  theologischen  und  teleologischen  Gesichtspunkte  in  der  Mechanik 
beleuchtet  sind,  geht  der  Verfasser  zur  analytischen  Mechanik  über,  wie 
sie  Lagrange  ausgebaut  hat  als  ,,eine  grossartige  Leistung  in  Bezug 
auf  die  Oekonomie  des  Denkens  ^^  Neue  priucipieile  Aufklärungen  giebt 
die  analytische  Mechanik  nicht,  als  ihr  Ziel  ist  die  einfachste  praktische 
Bewältigung  der  Aufgaben  zu  betrachten.  Von  besonderem  Interesse 
sind  die  Ansichten,  welche  der  Verfasser  in  einem  folgenden  Abschnitt 
tiber  die  Oekonomie  der  Wissenschaft  äussert. 

In  einem  letzten  Capitel  werden  die  Beziehungen  der  Mechanik  zu 
anderen  Wissensgebieten  kurz  behandelt,  zur  Physik  und  zur  Physiologie. 

Für  Denjenigen ,  der  mit  der  Mechanik  einigermassen  vertraut  ist, 
ist  es  ein  wahrer  Genuss,  die  consequente  Durchführung  der  Anschau- 
ung des  Verfassers  und  sein  Talent,  die  verschiedenen  Betrachtungs- 
weisen der  Mechanik  an  einfachen  Beispielen  zu  vergleichen,  im  Einzelnen 
zu  verfolgen.  Ein  populäres  Werk  im  gewöhnlichen  Sinn  dieses  Wortes 
ist  es  nicht,  wie  die  anderen  Bände  der  internationalen  wissenschaft- 
lichen Bibliothek;  es  verlangt  mathematische  Kenntnisse  in  ziemlichem 
Umfang,  aber  mn  so  grösser  ist  der  Gewinn  für  den  Leser,  dem  solche 
Kenntnisse  zu  Gebote  stehen.  p.  Zsoa. 


Hifltnrisch  -  Hti^rHriBche  Abtheilung. 


Lehrbnoh    der    Spectraltinftlyte. 
1SS3.     (358  S.) 
Obgleicti    die    Spectralanalyst 
insbesondere    ip    der   Erklämng    < 
80  ist  es  doch  wänschenswenh,    ' 
die    vielfach    aerstteat    pnblicirt   s 
■tellang  zu    erhalten,    wie   sie    hi 
schnitt    wird    die    Emission    des 
Wirlcnngeo  der  Aetherwelie 


Von    Dr.  K*T8i 


Berlin,    Spring 


noch  manche  dunkle  Pnnkte  enl 
■  t  mehrfachen  Spfectra  der  ElemonlB, 
m  der  grossen  Falle  von  Thntsacben^ 
id,  eine  wissenschartlicbe  Zassmineii- 
'  der  Verfasser  giebt.  Im  ersten  Ab- 
jichtes  behandelt,  die  Tersuhiedeoen 
verschiedenen  Spectra  and  ihre  Di 
stellang.  Die  in  steter  Bewegung  befindlichen  Molekeln  geben  dnr 
ihre  lebendige  Kraft  die  Temperatur  des  Körpers,  die  Schwingunges 
der  Atome  in  den  Molekeln  wirken  auf  den  Aelher  nnd  erzeugen  Licht. 
Diese  Annahme  wird  consequent  dorchgefährt.  Steigt  die  Tempei 
Eo  werden  die  Molekulargeschwindigkeilen  grösser,  also  auch  infolge  der 
sKblreicheren  Stösse  die  Atnm-  und  Äetberschwingungen,  Bei  grösserer 
Steigerung  der  Temperatur  tritt  Dissociation,  Zerlegung  der  Molekel  ein 
und  damit  Aendernog  der  Art  der  Lii^htschwingong.  Aber  auch  Elekiri- 
cität  ohne  Teroperatnrerhöbnng  kann  Lichtwirkung  hervotbrinj 
wirkt  zunächst  auf  den  Aether,  welcher  die  Atome  nmgieht,  und  seixt 
dnrcb  jene  diese  in  Bewegung.  Es  lassen  sich  bis  jeUt  alle  Erscbeir 
nnngen  der  Spectralanalyse  durch  diese  Annahme  erklären. 

Es  folgt  die  Brechung  des  Lichtes  und  die  Betrachtung  il«l 
Spectralapparate ,  dann  die  Beugung  und  die  Gitter,  die  Untersucbnui 
des  nltrarotheu  und  ultravioletten  Lichtes,  endlich  die  Geschichte  nnd 
Gesetze  der  Spectralanalyse,  die  verschiedenen  Arteu  der  Spectra  und 
die  kurzen  nnd  l&ngen  Linien  Lockyer's. 

Der  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Absorption  und  hier 
zunächst  mit  dem  Verhältniss  der  Emission  nnd  Absorption,  mit  dem 
Gesetze  von  Kirchhof'f,  welches  Grnndlsge  der  ganzen  Spectralanalyi 
geworden  ist.  An  seiner  Hand  wird  die  Bedeutung  der  Absorptions- 
spectrB,  das  Sonneuspectrum  und  die  Conslitntiun  der  Sonne  betrachtet.' 
Mit  der  Anwendung  der  Spectralanalyse  auf  die  üimmelskörper,  den  An- 
Bebauungen  Lockyer's  über  Dissociation  der  Elemente  und  der  quaii' 
titativen  Spectralanalyse  nach  Vierordt  schliesst  dieser  Abschnitt. 

Der  letzte  Abschnitt  giebt  eine  Uebersicht  über  die  bisher  gemaS' 
senen  Spcctra  in  Wellenlängen  nebst  den  Literaturangaben,  nach  deo' 
chemischen  Kiemeuten  geordnei.  Als  Tafeln  sind  beigegeben:  da 
normale  Sonnenspectrnm  von  Angstrom.  der  ultraviolette  Theil  n«cl 
Cornn  und  der  ultrarothe  nach  Abney. 

Wir   danken    dem  Verfasser,    das^  er  ein   Werk  geschaffen  hat,  dft 
in  allen  Fragen  der  Spectralanalyse  sichere  und  klare  Auskunft  ertheill, 
nnd     empfehlen    dasselbe    anfs    Angelegentlichste    Jedermann,    der    i 
Spectralanalyse  zu  tbnn  hat.  1\  ZbOU. 


Recensionen.  221 


Einleitung  in  die  theoretische  Physik.     Von  Dr.  F.  Neumann,   herans- 
gegeben  von  Dr.  Papb.     Leipzig,  Tenbner.    1883.    (291  8.) 

Die  zweite  Publication  von  Vorträgen  Nenmann's  an  der  Uni- 
versität Königsberg,  welche  von  Schttlei;n  desselben  gesammelt  werden 
sollen.  Die  erste,  welche  den  Magnetismus  enthielt,  wurde  im  27.  Jahr- 
gange dieser  Zeitschrift  (S.  217)  angezeigt.  Der  vorliegende  Band 
enthält  die  Lehre  von  der  Schwere  und  die  Theorie  des  Pendels,  die 
Hydrostatik  und  Aerostatik,  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Kraft,  die 
Hydrodynamik  und  Aerodynamik.  Wenn  die  Pablicationen  rasch  sich 
folgen ,  werden  wir  endlich  ein  vollständiges  Lehrbuch  der  mathematischen 
Physik  erhalten.  p.  Zb^h^ 


Kinematik  des  Strahles.  Von  Wittbnbauer.    Graz ,  bei  Leuschner.  1883. 
(105  S.) 

Bei  der  Bewegung  in  der  Ebene  wird  gewöhnlich  der  Punkt  als 
das  bewegliche  Element  betrachtet.  Der  Verfasser  sucht  die  Gerade 
als  solches  einzuführen,  er  erhält  eine^Reihe  von  Sätzen,  welche  denen 
des  Punktes  dual  entsprechen.  Man  erhält  auf  diese  Weise  eine  Er- 
gänzung der  sonst  nur  in  der  ersten  Form  gegebenen  Sätze  der  Mechanik 
in  der  Ebene.  So  entspricht  der  Centralbewegung  die  Linearbewegung 
des  Strahles,  wobei  sämmtliche  Beschleunigungsdrehpunkte  in  einer 
Geraden  liegen;  bei  einem  Strahlensystem  liegen  die  Krümmungsmittel- 
punkte der  von  sämmtlichen  Strahlen  des  Systemes  beschriebenen  Bahnen 
in  jedem  Moment  der  Bewegung  auf  einem  Kreise  und  eine  grosse  Zahl 
anderer  Sätze  ergiebt  sich,  die  den  bekannten  Sätzen  Über  Momentan- 
axe,  Beschleunigungscentrum  u.  s.  w.  entsprechen.  p.  Zbcb. 


Theoretische  Untersuchungen  über  die  regelmässigen  Abweichungen 
der  OesohoBse  und  die  vortheilhafteste  Gestalt  der  Züge.  Von 
Cabl  Cranz.     Inauguraldissertation.     Stuttgart,  Metzler.     1883. 

(70  S.) 

Zweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist,  Gleichungen  für  die  Trans- 
lation des  Schwerpunktes  eines  Geschosses  und  der  Rotation  der  Ge- 
schossaxe  um  den  Schwerpunkt  festzustellen,  die  Gleichungen  zu  integriren 
und  die  Resultate  zu  deuten.  Die  Integration  geschieht,  indem  kleine 
Grössen  vernachlässigt  und  die  Gleichungen  für  Translation  unab- 
hängig von  denen  der  Rotation  integrirt  werden.  Als  Resultat  ergiebt 
sich,  dass  der  Schwerpunkt  eine  doppelt  gekrümmte  Curve  beschreibt, 
deren  Horizontalprojection  sich  von  der  durch  die  Geschützaxe  gelegten 


Sß2  Historisch  -  literHiscIifl  Abthrilnng. 

VnctkHl^bRne  latch  enllerDt.  Die  Gescbossase  bcsctir« 
Bigen  Periodea  einen  Kegel,  dcseeti  Spitze  der  Scbnnrpaiikt  ond  duMB 
Leitlinie  eine  Roselte  mit  drei  sicli  stetig  erweiteraden  BUttem  tM. 
Für  die  TortbeilbaftesteD  Zilg^  werden  verscbiedeoe  VnraassetzDDgea 
betrachtet,  geringste  Abweiciiaog  der  Geachossaxe  von  der  Fliigb«}ui, 
Maximam  der  AaetriltsgeschwiDdigkeit,  Gleicbbeit  der  Reibung 
Zügen  and  grösster  Vorthoil  in  der  allmXligen  Fol  vcreat  wickeln  Dg.   ^ 

P.  Zm 


HandbDoh  der  statisohen  Elektricität.  Von  Masrart.  Dentsch  vod 
Wallestin.  I.  Baud,  I.  Abth.  Wien,  Pichler.  J883.  (539  8.) 
Im  Gegensatz  zn  der  Darstellung  der  Werke  von  Maxwell  nnd 
von  Wiedemana  Über  Elektricität.  bei  welcher  eine  Trennung  von 
atfttischer  nnd  dynamischer  Elekricitdt  als  nicht  mehr  hallbar  betracbttl 
wird,  hat  Mascsrt  einen  „Trait^  d'^lectriciti^  stalique"  geschriebea,  id 
welcher  er  iiich,  wie  Ries  in  seinem  Lehrbnch  der  ReibungselekiricilJt. 
an r  diese  beschränkt.  Es  werden  von  Maecart  besonders  die  illieren 
üntereucbnngen  berUckeiclitigt ,  nm  den  geschichtlicben  Eutwickelaog«- 
gang  der  Elektricitütsiehre  darzustelieh.  Die  erste  Abtheilung  des  ersiea 
B»nde«  (zwei  Bände  sollen  es  werden)  giebt  die  Gesetze  der  etektrischeu 
Wirkungen,  der  Zerstreuung,  der  Anordnung  anf  Leitern,  der  Inflaeni, 
des  Potenliftlea  nnd  der  ans  den  nllgeraeinen  Theoremen  sich  ergebenden 
Vertlieilnng  der  Elektricitftt  auf  Leitern.  Zusätze  za  dem  Original  au 
den  Werken  von  Maxweil,  Clansins  und  W.Thomson  finden  sich 
besonders  beim  Potential.  Die  Ausstattung  des  Werkes  ist  vorzüglich. 
Eine  nähere  Besprechung  behalten  wir  uns  vor,  bis  der  erste  Band 
vollständig  vorliegt.  p.  Zech. 

Licht  und  WtLnne.  Von  E.  Oi^uland.  Leipzig  and  Prag,  1883.  (305S.) 
Ein  Band  aus  dem  „Wissen  der  Gegenwart,  deutsche  Univereal- 
bibliothek  für  Gebildete".  Es  giebt  eine  populäre  Darstellung  der  Lehre 
vom  Licht  und  vun  der  Wärme  mit  vielen  IllastratioDen,  gut  gewählten 
Beispielen  und,  was  hei  solchen  Werken  besonders  zu  rühmen  ist,  grosse 
wissenschaftliche  Correctheit.  p,  Zecb. 

Der  Kreislauf  im  Eotmoi.  Von  Josbpb  Epping.  Freibnrg  i.  B.,  IS82. 
(103  S.) 
Der  Verfasser  wendet  sich  gegen  den  atheistischen  Naturalismos 
nnd  benatzt  dazu  die  Theorie  vom  endlichen  Stillstand  aller  Natnr- 
processe.  Der  ewige  Kreislauf  sei  damit  verneint,  es  müsse  also  die 
Welt    einen    Anfang    gehabt    haben,     ein    Schöpfer   sei    nothwendig   an- 


Eeeensioneii*  283 


znuebmexi.  Auch  die  Kant  Laplace^sche  Theorie  der  Entstehung  des 
Sonnensystemes  könne  nicht  helfen.  Es  wird  dann  die  Methode  der 
Gegner  hervorgehoben.  „Gut  verstand  es  D.  Stranss,  die  Lebren  der 
christlichen  Religion  zu  verdrehen  und  dann,  so  zugestutzt,  mit  Hohn 
und  Spott  zu  überschütten/'  Insbesondere  wird  die  Methode  des  Frei- 
herrn du  Prel  in  seinem  ,, Kampf  ums  Dasein"  angegriffen.  Weiter 
wird  die  Kant-Laplace*sche  Theorie  im  Einzelnen  betrachtet  und 
kritisirt  und  dadurch  „wirksamer  gestützt'',  dass  die  Gravitation  als 
Hauptagens  gegenüber  der  sonst  betonten  Rotation  festgestellt  wird. 
Endlich  wird  der  Weltenuntergang  und  der  Stillstand  der  Weltennbr 
auseinandergesetzt.  „Wie  man  auch  das  Ding  anfassen  mag,  nirgends 
findet  sich  ein  fester  Halt;  es  ist  nur  ein  morsches  Brett,  das  beim 
ersten  Auftreten  zerknickt,  ein  Strohhalm,  der  kaum  angefasst,  zer- 
reisst.**  Die  Abhandlung  ist  eine  Ergänzung  zu  den  „Stimmen  aus 
Maria -Laach'*,  eine  Streitschrift  der  katholischen  Theologie  gegen  die 
Naturwissenschaft.  p.  Zbcb. 


VorleBungen  über  die  Wellentheorie  des  Lichtes.   Von  Vbrdbt.  Deutsch 
von  Dr.  ExNEB.     Braunschweig,  Vieweg.     1881,  1883. 

Im  letzten  literarischen  Bericht  wurde  das  Erscheinen  der  ersten 
Abtheilung  des  ersten  Bandes  angezeigt.  Jetzt  ist  der  erste  Band  voll- 
ständig. Das  Werk  von  Verdet  schliesst  mit  dem  Jahr  1865  ab,  der 
Uebersetzer  fügt  in  seiner  Bibliographie  noch  mehr  als  50  Abhandlungen 
und  Werke  hinzu,  so  dass  vieles  Neuere  in  der  Uebersetzung  zu  finden 
ist.  Gleichwohl  ist  der  Umfang  des  Bandes  um  beinahe  100  Seiten 
geringer,  als  der  des  Originales.  Es  ist  keine  eigentliche  Uebertragung, 
sondern  eine  Bearbeitung  mit  starken  Verkürzungen  und  Zusammen- 
ziehuDgen,  und  das  nicht  immer  zum  Vortbeil  der  Uebersetzung.  Man 
vergleiche  z.  B.  die  Darstellung  über  die  Wirkung  einer  Elementarwelle 
(Nr.  57)  mit  Verdet^s  Auseinandersetzung,  so  wird  man  finden,  dass 
die  Klarheit  des  Ganzen  entschieden  durch  die  Zusammenziehnng  leidet. 
Ueber  die  Aenderungen  gegenüber  dem  Original,  soweit  es  sich  um 
Neues  handelt,  ist  in  dem  Vorwort  genauer  Nachweis  gegeben. 

Der  vorliegende  erste  Band  enthält  die  geometrische  Optik  in  sehr 
reducirter  Form,  die  Entwickelung  der  Undulationstheorie,  Interferenz 
und  Beugung,  dann  die  Theorie  der  Doppelbrechung  nach  Fresnel 
und  Cauchy  und  die  Lichtbewegung  in  einazigen  und  zweiaxigen 
Krystalien.  Der  folgende  zweite  Band  wird  im  Allgemeinen  die  Farben- 
erecheiaungen  darstellen,  als  Folge  der  Einwirkung  der  Körpermolekel 
auf  den  Aether.  P.  Zboh. 


224  HiBtoriBch-literftrisclie  Äbtheilnng. 

.1.  G.  MuNKEB,  ProTessor  a.  D.,  Die  Ornndgegetze  dar  Elektrodynamik,' 
lynthetifloh  hergeleitet  nnd  experimenteal  geprlUt.  Mit  Holzechn. 
Nürnberg,  H.Ballhorn.    18S3.    1  Mark.  (27  S.  und  2  S,  Vorwort.)»^ 

Im  Vorworte  erklärt  der  Verraseer,  „leicht  and  eicher"  gerundel 
KU  haben,  dses  die  Einwände,  von  Graesmann  ntid  Stefan  gegen 
A m p ^ r e 'sehen  Gesetze  „völlig  nnbegriindet"  sind.  ,,ich  fand  tiber  such 
einen  unanfechtbaren  Beweis,  dasa  der  Satz  Amgi^re'e,  oacb  welchen 
die  Wirkung  irgend  eines  geschtoasenen  Stromes  auf  ein  beliebige! 
Stromelement  senkrecht  zu  letzterem  gerichtet  sein  mnss ,  „„offenbar*"' 
fitUch  ist,  (,,„sein  muse""  eteht  im  Texte),  dass  also  anch  die  Ponnel 
Ampfere's,  weil  sie  zum  Theil  durch  diesen  Satz  bestimmt  wird,  nicht, 
richtig  sein  kann." 

Sein  (MnnkeT'8)eIektrodyaamiBcbee  Grundgesetz  dagegen  harmonira 
vollkommen  (,,wrs  ich  besonders  hoch  anschlage")  „mit  dem  Resultats, 
welches  Ohm  für  die  Wechselwirkung  zweier  anfeinanderToIgender  El« 
mente  eines  Stromes  erhielt". 

Welches    soll    dies    Rexaltat    seinV      Seite  26    steht    als  VII.    ani 


letztes  Capitel  dasjenige  mit  dem  Titel  „Ohm  Über 
zwischen  galvanischen  Strömen"  nud  wird  §  106  sei 
der  Physik  citirl.  Ich  schlug  das  letztere  eogleich  t 
weil  Manket's  VII.  Capitet  nur  2ü  Zeilen  umfasst 
den  Ausspruch  0  b  m  'e :  „  Ich  unterbrach  meine  hi 
Arbeiten  mit  dem  Vorsätze,  sie  bei  grösserer  Mnsse  wie 
ohne  zu  ahnen,  dass  eine  dämonische  Verkettung  von 
für  immer  davon  abhalten  werde."  Die  Vorrede  zu  Ol 
ist  mit  Ostern  1S54  datirt,  und  am  6.  Juli  desaelben 
Verfasser.**  Am  Schiaase  vo 
Aufnahme  dieses  GegeoBtandeB 
nach  dieser  Vorbeieitung  auf  d 

I  enthält  „Grundsätze" 
von  Ampere  enthalten  sind 


die   fernwiiknni 
les   Compendinnu 

und    fand   darin 

9rauf    bezüglichen 

der  anfEunehtnen, 

Umatäuden  mict 

im's  Compendion 

Jahres  starb  seit 

§  106   »acht    Ohm    noch    Andere    ao] 

1    animiren.      Jedoch    wollen    wir   nnn 

die  Kapitel  I  bis  VII  noch  eingehen' 

deren  erste  fünf  in  der  bekannten  Forme] 

Aber  der  6.  bis  zum  9.  incl.  sind  nnnöthi^ 


weil  gerade  so  selbstverständlich  als  wie  der  Satz,  dass  gleiche  Ursachen 
gleicbe  Wirkungen  hervorbringen. 

II.  „Riuhtung  derFernwirknng  zwischen  elektrischen  St romelementen.* 
Aus  Grundsätzen  «her  Symmetrie  (10  nnd  11)  eischliesBt  Munker  dei 
Satss  12:  „Die  Wirkung  aweier  Ströme,  die  in  derselben  geraden  Linil 
liegen,  fallt  in  diese",  nnd  die  Sätzts  13  bis  15.  Dieser  Satz  12  stimmt 
mit  Amp^re's  und  nicht  mit  Grassmann'H  Annahme***,  was  Munkei 

*  8.  66   der  hist.-lit.  Abtfaeilung   dieses   Bajidee   der  ZeitechHft  seh»  il 
Kürze  angezeigt. 

■•  Vergl  die  GedächtniBBrede  auf  Ohm  von  Direetor  Dr.  CM.  v.  Bansra: 
feind.    MOncbeo,  F.  Straub.    1882. 

•*•  Pogg.  Anualen  Bd.  64  {1S45)  B.  1  flg. 


nicht  erwKhnt;  dagegen  setzt  er  xu  leioem  Satze  17  die  Aomerkniigi 
dass  darch  diesca  die  Ansicht  Giassmann'a  widerlegt  sei.  Dies  ist 
■rrthamlich,  da  der  Sata  17  ancb  aus  Grassmann's  Ansicht  bervoi- 
gioge.  Satz  lU  ist  bedentnngslos,  aber  nicht  nacb  der  Ansicht  Hnnkei's, 
ivelche  sogleich  in 

III  eine  „ßerichligang  eines  Amp^re'schen  Satzes"  anstrebt.  Dieses 
wenig  mehr  als  eine  Seite  nrnfassende  Kapitel  schlieest  mit  den  Worten: 
„Nllheres  darUber  werde  idi  später  folgen  lassen."  Darin  hat  111  mit 
dem  obenerwähnten  VII  eine  zweifache  Aehnlichkeit,  die  mich  weiteren 
Berichtes  über  III  überhebt. 

IV  „Grösse  der  Wirkung  zwischen  zwei  unendlich  kleinen  Strom- 
elementen".  Satz  20  ist  die  Reprodnution  des  Ampere 'sehen,  nach 
welchem  diese  Wirkung  bei  rechtwinkliger  Luge  der  beiden  Strom- 
elemente JB  lind  CD  Null  sein  soll,  wenn  die  Mitte  von  A  mit  CD  in 
derselben  Ebene  Hegt.  Da  nun  Stefan  diesen  Satz  nebst  Begrlindnng 
gewiss  kanute  und  Mank  er's  Begründung  die  nämliche  ist  wie  bei 
Ampere",  so  können  unmöglich  „dadurch  die  entgegensiebenden  Be- 
denken Stefan's**  gehoben  erscbeioen",  wie  Mnnker  in  der  Anmer- 
kung S.  9  sagt. 

S.  10  liest  man  den  befremdenden  Satz 

21)  »  =  ...i^' 

fUr  die  Wirkung  von  zwei  parallelen  Elementen ,  welche  senkrecht  gegen- 
überliegen. Die  vorausgehende  Entwickelung  desselben  ist  originell, 
aber  willkürlich  und  unzuUsaig,  wie  anub  ihr  Resultat.  Die  zweite 
Potenz  von  r  kommt  erst  S.  14  wieder  zum  Vorschein  nnd  da  erst 
widmet  ihr  Munker  die  wenigen  Worte,  dass  sich  ,,die  Formel  fflr 
lineare  Siromelemente  von  derjenigen  für  körperliche  nur  dadurch  unter- 
(■cheide,  das  erstere  r,  letzlere  r'  im  Nenner  hat".  Die  Munker'ecbe 
GntwickeluDg  dazu  steht  S.  11.     Dnd  S.  15  folgt 

26)  iy=-:^-LlJjJl-  {cost- cosQcos»') 

als  Munker's  elektrodynamisches  Grundgesetz.  (Die  grossen  Buch- 
staben für  die  Intensitäten  deuten  «nf  das  körperliche  oder  cylindrische 
Element,  wSbrend  die  kleinen  des  lineare  Element  betrefTen). 

Aus  dieser  Formel  folgt  für  zwei  Elemente  in  derselben  Geraden 
die    Wirkung   Null,    während    Ampere,    dessen    Formel    den  bekannten 

*  S.  B.  B,  F.  Neuniann's  Vorlesungen  über  elehtriaobe  Strünie,  heraus- 
gegeben von  Vandermüll.    Leipzig,  Teubner.    1894.    96  8. 

'*  Mir  ist  zur  Zeit  nur  Stefan'a  neuere  Abhandlung  in  WiBdemann'i 
Ännalen  Bd.  12  (1981)  »ugilnglich,  in  welcher  Stefan  aeine  älteren  Abhandlungen 
uitirt  und  theüweiae  reprodncirt.  Letztere  Abhandlung  ist  in  den  Berichten  der 
Wiener  Äkad.  Bd.  &9,  3.  Abth.  (lgÖ9)  enthalten. 

^K    mil.-Ut  Abtbla.  d.  ZtlUehl-  I.  Milb.  n.  Fhf  I.  XUX,  U- 
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Fkctor  (fost  —  i^cos9cot&')  entliSlt,  im  leizterpn  Falle  ein«  «1 
Wirkung  folgert  und  «acli  experimentell  bewiesen  haben  will.  Auf 
diesen  TJnterscbted  macht  Mnnfeer  schon  gleich  nach  der  GleicbnDg21 
Rufmerkentii,  aber  da  in  wenig  bervnrstecbcnder  Weiee,  indrm  « 
Weiteres  hierüber  auf  VI  nofspart.  Hei  dem  ohenangefilbrten  Sata  12, 
iler  eher  auF  Ampf-re'fi  Anscbanang  hinweisl  als  anT  eine  Nullwirknng, 
ist  von  dieser  gar  nichts  gesagt. 

In  V  bespricht  Verfaeaer  „  W.  Weber'e  experimentelle  I'rttfuog  am 
elektrodynamischen  Grundgesetzes"  (von  Ampörc);  aber  ohne  brauch* 
baree  Resaltat.  Denn  wahrend  Weber  zur  numerischen  Berecbonng 
seines  Versnches  nach  Ampere 's  Oleichung  schreitet,  erklärt  M  unket, 
Jass  zu  solcher  Berechnung  nach  seiner  Gleichung  „seine  Sehkraft  ftl 
mmer  viel  zn  sehr  geschwächt  sei".  Ich  verweise  deshalb  auf  du  n 
III  und  VII  von  mir  Bemerkte. 

VI.  ,, Versuche  über  die  gegenseitige  Wirkung  vcn  Slromtbeiten,  dia 
in  einer  geraden  Linie  liegen."  (S.  22 — 26).  Diese  vier  Versuche 
Munker's  beweisen  im  besten  Fülle  wiederum,  dase  man  die  Fori- 
iiewegUDg  der  Amp J-re'schen  ürahtbügela  auf  dem  Quecksilber  als 
giltigen  Beleg  für  den  betreffenden  theoretischen  Sala  Ampere's  anzn- 
zweifeln  vollen  Grund  hatte.*  Zn  vcrgl.  das  oben  bei  IV  Gesagte.  StaU. 
einer  abstossenden  Kraft  (Ampfere)  fand  Munker  in  seinem  vierten^ 
Versnebe  (ohne  Quecksilber)  eine  ,,nichl  verkenubare  Anziehung'*.  Nacli 
seiner  Theorie  muee  aber  Nutlwirknng  faeranskommen  und  Mnnker 
deutet  jene  Anziehung  als  eine  durch  NebeoumstSnde  hervorgebrachte. 
Wenn  solche  mHchlig  genug  sind,  so  können  sie  auch  die  Ampere'sche 
Abstossung  (wenn  diese  existirte)  Überlrumpfen.  Man  sieht  daraus  den 
zweifelhaften   Werth  solcher  Versuche. 

Da  das  letzte  Oapitel  VH  schon  oben  besprochen  wurde,  so  bin  ich 
am  Ende  meiner  Besprechung  dieses  misslnngenen  Unternehmens ,  ein 
neues  elektrodynamisches  Grundgesetz  aufzustellen  (für  die  ponderomo- 
torische  Wirkung  des  elektrischen  Stromes;  die  elektromotorische  Wirkung, 
meist  Induction  geuaunt,  vervoIUländigt  erst  den  Begriff  der  Elektro- 
dynamik, mit  welchem  Namen  allerdings  bisher  meist  uocb  der  engere 
Begriff  der  ponderomotorischen  Wirkung  genannt  wird}-  Dieses  Unter- 
nehmen ist  auch,  wie  gesagt  und  bekannt,  einem  Ampire  nicht  in  voll- 
kommen einwurfafreier  Weise  gelungen.  Kuuz. 

Lehrbuch  der  Geophysik  und  physikalischen  Geographie.  Von  Dr. 
S.GüNTiiER.  Zwei  Bände.  I.  Band  mit  77  in  den  Text  gedruckten 
Abbild.     Slullgart,  Verlag  von  Ferd.  Euke.    1884.    8".    X,   418S. 

■■   a.  y.   h.  Wiedcuianii-s  Lehr 
a,  10  (1874),    Diu  8.  Auflage  iteht  n 


Det  VerrHBser  erklürt  es  gleich  in  den  ereten  Zeilen 
Wortes  selbst  nl«  ein  WagaisB,  em  Lelirbnch  det  terreBtnBchen  Physik 
gprflde  jeUl  en  veröffentlicben,  wo  fiine  Reibe  neuester  Werke  bekannter 
Scbriftslellor  etwaigen  Bf^dürfuisspu  der  deutscben  LeBerwtIt  bo  aus- 
giebig Kecbnuug  trägt.  Aber  bei  liegiun  dnr  Anaarbrituiig  war  von  eben 
jenen  Werken  nncb  wenig  vetöffentliclit,  und  dann  scliieu  aucb  oin 
neuen  kein  UebeiHuBH,  wenn  sein  Plan  durch  da«  Bestreben  beKiimmt 
war,  bei  möglichst  syetematiBcbcm  Anfban  der  einzelnen  Lebren  zngleicb 
der  mslbematischen  Kntwiukclang  einen  grösBeren  Spielraum  zu  gewähren 
und  dabei  auch  auf  die  geatbicbtiicbe  BniBlehnng  und  Ausbildung  unseres 
Wissens  umlassend  Bedaclit  au  nehmen. 

Sehen  wir  bu,  wie  der  Verlaeeer  seiooD  Plan  ausgeführt  hat. 

Bei  iiberflKchlichem  UurcbblAttern  des  massig  starken  Bandes  lallen 
Bofort  iffei  Eigeulbtimlichkeiteu  ins  Auge:  die  Menge  der  je  am  Ende 
der  einzelnen  Kapitel  gegebenen  Citate  nnd  die  consoquente  RHcksicht- 
nahmo   auf  die    gesuliicblliche    Entwitkclung    der  jeweils  darzustellendeu 

Mehr  hU  2000  genaue  Verweisungen  geben,  ohne  die  Uebeisicbt 
des  Ganzen  zu  stören,  Zeugniss  von  den  eingebenden  Vurstudien  des 
Verfassers  nnd  ermöglichen  es  dem  Leser  in  bequemster  und  una- 
reichendster  Weise,  sich  betreffs  dessen,  was  über  jedi^  der  zur  Be- 
Kpreebung  kommenden  Fragen  bis  jetzt  geleistet  ist,  genauer  zu  unter* 
richten.  Dass  ein  Mann  wie  Günther,  welcher  unter  Denjenigen,  die 
um  mathematiscli- historische  Forsuhnngen  sich  bemühen,  seit  Jahren  in 
erster  Kejhe  steht  nnd  zumal  bei  der  Nalurforscherversammlung  an  Graa 
IIS75)  ebenso  lebhaft  wie  gut  für  die  didaktische  Dedeutnng  historischer 
AnfkiHrung  selbst  auf  mathematischem  Gebiet  eingetreten  ist,  dass 
Günther  gerade  bei  dem  vorliegenden  Stoff  Beinen  Neigungen  folgen 
und  seine  durch  besondere  Veröffentlichungen  erwiesenen  gescbicbtliclien 
^pecialstndien  anf  geographischem  Gebiete  verwerthen  würde,  war  zu  er- 
warten, nnd  man  sieht  sich  in  seiner  Erwartung  nicht  getäuscht. 

Wenn  jene  ersterwähnte  Eigenthämlichkeit  dem  ,, Lehrbuch"  oft  fast 
mehr  den  Charakter  eines  ,, Handbuches"  zu  geben  scheint,  so  bringt 
OB  die  zweite  dahin,  dass  man  in  diesem  Lehrbuch  zugleich  auch  je  für 
die  Gegenstände  der  einzelnen  Kapitel  die  gescbichtlicbe  Entwickclung 
derselben  vom  ersten  Auftreten  der  hetrefieoden  Fragestellung  au  bis 
auf  die  Gegenwart  mit  besitzt.  Man  ersieht  Uierane  schon,  welche  reiche 
Flllle  an  Stoff  die  400  Seiten  des  vorliegenden  Bandes  gewähren. 

Eine  „geschichtlich -literarische  Einleitung"  (S.  I  —  36) 
versucht  sich  an  der  schwierigen  Aufgabe,  auf  so  wenigen  Seilen  einen 
Ueberblick  zu  geben  Über  die  Oesammtleislnugen  auf  dem  Gebiete  der 
Geophysik,  wie  sie  seit  den  Zeiten  der  allgriechischen  Dichter  und 
Denker  bia  zur  Gegenwart  zo  Tage  geftirdert  wurden,   su  skizziren ,  wie 


Histomch-IitATHriscb«  Abthnilong. 

Hand  ip  Hsnd  mit  der  Entwickelaog  von  Mathematik  und  Pbyailt  am 
HKologie  oene  nod  neae  Fragen  auftreten  und  wie  diese  in  steten 
Wechselspiel  neuer  Hypotheson  ihre  wirklichi 
meintliche  Lösnng  finden.  Wenn  sich  anch  dieae  Skizze  hie  und  d«, 
beeonderB  gegen  das  Ende,  einem  Verzeichniss  von  BücbertiteL 
bedenklicher  Weise  nähert,  eo  kann  sie  doch,  znmal  sie  nar  eine  o 
tirende  Einfilhrnng  sein  soll,  im  Ganzen  als  getnngen  beseichoet  werden. 

Was   dann    die    syate malische  Gliedernng   des  znr  Darstellang  kom- 
menden reichen  Stoffes  anhelaogl,  sn  behandelt  die  erste  ÄbtheilnD 
(8.  36  —  129)    die    kcsniBclie    Stellung   nnseres    Erdkörpers,    führt   dabei 
aber  die  physische  Astronomie  nur  in  dem  engen  Rahmen  vor,   welcbra 
die  ansschliesBliehe  Rücksichtnahme  auf  terristrische  Fragen  gebietet. 

Im  Einzelnen  wird  hier  zuerst  (1.  Kapi(el)  die  mit  physikalisch) 
Sätzen  znm  Theil  recht  willkürlich  verfahrende  Kanfache  WeltbilduDg 
hypothese  dargeetetlt,  sowie  ihre  NenaufstellnDg  und  Fortbildung  dun 
Laplace;  sofort  werden  aber  auch  die  entgegenstehenden  EinwKndi 
vorgeführt  and  die  Folgerungen  besprochen,  zu  welchen  jene  Nebuli 
hypothese  zumal  bei  Berücksichtigung  der  thermodynamiscben  VerhSltoisM 
fuhrt,  insbesondere  die  Ansichten  Ulier  das  Endschickaal  der  Weltsysteme. 
—  Wegen  der  unmittclharen  und  so  vielseitigen  Bedeutung  der  Sonns 
für  die  Probleme  der  tellurischen  Physik  und  wegen  der  so  mannigfacbMl 
Analogien  planelarischer  Erscheinungen  mit  irdischen  werden  biertnF' 
(2.  Capitel)  in  kurzen,  aher  genügenden  Strichen,  im  Wesentlichen  der 
Zeitfolge  nach,  tbeilweisc  mit  gegenseitiger  Abwägung  ihrer  Richtigkeit 
alle  die  so  mannichfaltigen  Ansichten  vorgefflhrt,  welche  über  Natur  nud 
Temperatur  der  Sonue,  Über  Planeten  und  Planetoiden,  Ubei 
und  deren  Beziehung  zn  den  Meteoriten,  über  den  Weltraum  und  seinA 
Erfüllung  aufgestellt  worden  sind,  nnd  es  mag  besondere  ErwSbuotig 
linden,  dasa  der  Verfasser,  was  das  Wesen  der  Sonnenäeckeo  betriffl, 
zwischen  der  Kirchhof  fschen  Wolken-,  der  Zöl  Uer'schen  Schlacken- 
nnd  der  Rey  e'schen  Trombentheorie  keine  bevorzugende  Auswahl  trifft, 
wohl  aber  der  Annahme  einer  äusserst  fein  diiferentiirlen  Hati 
Welträume  das  Wort  redet  nnd  des  Letzteren  absoluten  Temperatnr-Nnll- 
punkt  (mit  IlSussler)  zu  ~  I(i2"  festlegl.  Mit  vollem  Recht  findea 
hierauf  (3,  Capitel)  die  astronomischen  Nachbarn  der  Erde,  zumal  der 
Mam,  und  ihr  Trabant,  unser  Mond,  eiue  verhältnissmässig  eingehenden 
Betrachtung;  den  Abscblnss  macht  die  interessante  Lehre  vom  Mond- 
Vulkanismus. 

Uie  zweite  Ablheilang  (S,  129  —  300)  bespricht  die  allgemeineo 
mathematischen  und  physikalischen  VerhSIlnisse  der  Erde,  also  ihn 
Oberflächenform  und  ihre  Bewegnng  im  Räume.  Ausgehend  (1.  Cftpitett 
von  der  allmKligen  Entwickelung  der  Sphüricitütslehre,  wobei  die  kritiseki 
Sonde   an   die   sogenannten  Beweise    von    der    Kugelgestalt  gelegt    wird) 


fahrt  der  Verfftaser  weiter  vor  die  D&rlegnng  der  Methoden ,  welche  znr 
KenntniBB  der  wirklichen  Erdgestalt  fahren  können  nnd  wirklich  fmiren, 
&Iso  banptsSchlich  die  der  G radmesätiiig  uad  ihre  Geschichte,  und  im 
Anschiuese  hieran  (2.  und  3.  Capttel)  giebl  er  eine  sehr  dankeaswerthe 
Darstellung  der  allmäügeD  Herausbildung  der  Lehre  vom  Geoid.  Das 
4.  Capitel,  von  der  Erdbewegung  im  Kaume  handelnd,  giebt  die  betref- 
fenden Theorien  der  Mechanik  im  besten  Sinne  popalarisirt:  die  Para- 
graphen vom  Foncaalt'schen  Pnndelveranch,  von  den  Weltsjstemen 
und  von  den  für  die  Geophysik  so  wichtigen  Stijrungserficheinnngen 
werden  viele  dankbare  Leser  finden,  nicht  minder  anch  das  5,  Capitel, 
welches  „die  Graphik  im  Dienste  der  physischen  Erdkunde"  bespricht. 
Eine  dritte  Äbtheilnng  (S.  300  bis  Schluss)  behandelt,  von  den 
Wärmeverhältnissen  in  den  Tiefen  der  Erde  ansgebeud,  die  Geophysik 
im  engeren  Sinne  und  das  Wesentliche  der  dynamischen  Geologie,  also 
insbesondere  die  vulkanischen  Erscheinungen  und  die  Erdbeben,  dies 
Alles  geschichtlich  entwickelnd.  Uass  gerade  die  letzterwähnte  Betrach- 
tnngsweise  grosse  Vortheile  und  lebhafte  Anregung  gewähren  kann,  wird 
.Jeder  zugeben;  dass  beide  erzielt  werden,  ist  der  schönen  Darstellung 
les  Verfassers  zu  danken.  Was  die  letztere  im  Allgemeinen  betrifft,  so 
worden  zwei  Bigcnthumlichkeiten  derselben  oben  schon  hervorgehoben; 
anch  die  Erwähnnog  einer  dritten  darf  nicht  vergessen  werden,  da  sie 
dem  Werke  zum  Vorzug  gereicht,  die  an  passenden  Stellen  dnichgefährte 
^,^     Benützung     matbemaliscber    Betrachtung    nämlich.       Nirgendwo    drängt 

1  sich    diese    nnnöthig    in    den  Vordergrund;    wo  sie  auftritt,    hält  sie  eich 

gleichiveit  entfernt  von  allzu  grosser  Breite  nnd  Ausführlichkeit,  wie  von 
einer  nur  dem  Eingeweihten  verständlichen  Skizzen baftigkeit. 

Mit  den  skizzirten  drei  Abtheilnngen  ist  der  Rahmen  der  vorliegenden 
ersten  Bandes  ausgefüllt.  Weitere  sechs  Abtbeilungen,  welche  den 
Inhalt  des  zweiten  Bandes  füllen  sollen,  werden  bezüglich  zur  Besprechung 
bringen  die  magnetischen  und  elektrischen  Erdkräfte,  die  Atmospbäro- 
logie,  die  Oceanographie.  die  ans  dem  Kampfe  zwischen  Meer  und  Fest- 
land sich  ergehenden  OberSKcbenverändernngen,  die  Eigenschaften  der 
eigentlichen  Erdfeste  nnd  ihrer  Süsswasserbedeckung  und  schliesslich  ia 
Kürze  die  physische  Geographie  der  Organismen. 

Wir  sind  gespannt  darauf,  wie  dieses  so  ungemein  reiche  Material 
verarbeitet  sein  wird.  Wenn,  wie  nicht  anders  za  erwarten,  dieser  zweite 
Bftnd  hält,  was  der  erste  verspricht,  insbesondere  wenn  er  nicht,  wie 
man  ans  einer  Andeutung  des  Vorwortes  vermuthen,  vielmehr  befürchten 
mScbte,  in  allzu  grosser  Kürze  und  zu  sehr  nur  das  Wesentlichste  an- 
deutend gearbeitet  sein  wird,  so  wird  nnsere  Literatur  um  ein  recht 
hübsches,  dankens-  nnd  empfehlenswertbes  Werk  reicher  sein. 

Druuk  nnd  Ausstattung  sind  schön  —  vollständiges  Sauh-  und 
Namenregister  sehr  angeaehm.  V.'^u&'a'ivtA^-. 
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Lebrbnch  der  Elerosatargeometiis.  Von  J.  Hknrici,  }'to(6»ant  mm  Oyta- 
DasiniD  au  Hiridelberf^.  und  P.  TREUTLEt«,  Professor  *m  Gymn«- 
xinm  zn  Karlsrnhr.  Dritter  Theil:  Lage  und  Gi&i^se  der  stereo' 
metriechnn  Gebilde.  Abliildnog  der  Fignreij  einer  Ebene  auf  ein« 
zweite  (Kegelschnitte);  Penium  der  Prima.  Mit  134  Figm 
Zinkographie.  Leipzig,  bei  B.  G.  Teubner.  1S83.  VIII,  194  8. 
VVif  verweisen  zarilck  auf  dii;  hifitori^cb- literarische  Äbtbcilai 
Bd.  XXVII  S,  139.  von  Bd.  XXVIII  3.68,  wo  wir  über  den 
II.  Tbeil  de."  Lehrbuches  uns  ünsserten,  das  jetzt  iu  durch  srinnn  IH.  Tbeil 


ih    nennt, 


t  Lehrbnch 
)    dnrcban» 


Programm  der  Vp[ 
entGchicdene  Bejnhon. 
16  uns  nennen,  welche 
n  Begriffen,  nnter  wel- 
auf  5SS  Seiten,  deren 
jt ,    ein    Holches    Gebiet 


vollendeter  Gestalt  uns  vorliegt.  Ein  ron  dem 
der  Elemenlargeirmetrie  nannte  iind  vielfach  i 
verschiedenes  Werk  will  als  ein  Ganzes  betrachtet 
reich  ausgeführten  Aufban  auch  das  hitlt,  was  di 
fuser  noi  Anfange  versprach.  Diese  Frage  muss 
finden.  Man  wird  nicht  leicht  eine  Schnlgoomctri 
in  gleich  folgerichiigpr  Weise,  stets  mit  denaelber 
eben  der  der  Projection  obcnanstebt,  arbeitend 
Ti«rter  Theil  etwa  Uebnugsanfgaben  gewidmet 
ninf&Bst  nud  den  sufmerksameu  Schüler  beherrschen  lebrt.  Geht  doch  . 
iüBbesondere  der  neneHt»  stcreontetviscbe  Theil  so  tief  in  die  projecli-  < 
Tinhu  Gntstehang  rSumlicher  Gebilde  ein  ,  dass  er  auch  dem  der  Mittet-  j 
tchule  enlwacbsenP.n  Loser  als  zu  Wiederholungen  geeignet  empfohlen 
werden  darf.  Ja,  man  wird  gerade  bei  solchem  etwas  rascheren  Lesen 
ein  Vergnügen  empfinden,  das  der  Gymnasialschüler  freilich  im  Allge- 
meinen ebenso  wenig  kennt,  wie  den  Genuas,  den  ein  rasches  Lesen  der 
Homerischen  Gesänge  bereitet.  Der  Gymnasialachüler  soll  das  Lehrbnch 
gar  nicht  in  solcher  Weise  kennen  lernen,  soll  nicht  nach  der  strengen 
Zahlenfolge  der  Paragraphen  in  die  Geometrie  eingeführt  werden.  Nicht 
umsonst  ist  jedes  Bändchen  zum  Unterricht  in  zwei  Jabreskursen  bestimmt, 
und  ein  guter  Lehrer  wird  anch  Über  diese  Benutzungszeit  nnch  hinausgehen, 
wird  Manches  ans  dem  I.,  dem  II.  Bändeben  ersl  in  Prima  vortragen ,  wenn 
auch  der  gedruckte  Leitfaden  den  Gegenstand  mit  dem  für  Secunda  oder 
gar  für  Tertia  bestimmten  Lehrstofl'e  vei 
selbst  verfahren  bei  ihrem  Unterrichte  nac 
verzichten  beispielsweise  darauf,  bei  der 
trischen  Proportiouenlebre  auf  solche  Pro 
nal  sich  nicht  iu  Zahlen  darstellen  lassen,  nm  erst  später  darauf  zurück- 
zukommen. Das  gleiche  Recht,  mit  Auswahl,  vor- und  rückgreilond,  den 
Unterricht  zu  leiten,  darf  und  muss  jeder  Lebier  für  sich  in  Anspruch 
nehmen.  Bei  Ausnutzung  desselben  wird  gewiss  bald  das  gegenwärtig 
noch  verbreitete  Vnrurtheil  schwinden,  »Is  sei  die  neue  Methode  überhaupt 
nicht  schuirähig  und  darum  die  Ilenrici-  Treu  tlei  ti'sche  Geometrie  kein 
Schulbuch.     Referent  ist  vom  Gegeutheil  überzeugt.  Cantor 


musste.     Die  Verfasser 
beu  angedeuteten  Plane, 
r  ersten   Begründung  der  geome- 


Sinne  (Ins  Ürtheü 

tblnr  nnr  die  einf 
etwft  dem  Slandpu 
a^ftter  folgende  V 
in  denen  prujecti% 
tön  voTdasgeBetzt 
das  erst«  Hell  voi 
KreiB  beiden  gen 
Man  iDOBS  aber  di 
durch  »tndirende 
Kegelaclinittaiifgafa 
geben,    an    denen 


Aufgaben  ans  der  analytiichea  Geometrie  der  Ebene.  Von  Dr.  Auolp 
nuciniKiM,   FrofeBSor.      Heft  11;   Die  KegeUchnitlo.     Abtiieilung  I. 

A.  Aufgaben.  75  S.;   B.  AnflüHnngen.  93  S.     Leipzig  1883,  bei 

B.  G.  Tenbaet. 
Wir   haben  im  XXVII.  Bande  dieser  Zeitschrift,    bist.-lit.  Abthellg. 

S.  219  —  220,  dsp  erste  Heft  dos  Uocliheim'Bclien  Bnches  nneeren  Lesern 
anempfohlou.  1>rs  zweite  Heft  macht  ea  nne  leicht,  in  dem  gleichen 
Ürtheil  abzugeben.  Der  Verfasaei  erklärt  in  einem  Vorworte, 
hier  nnr  die  einfacheien  Anfgaben  zDSHmmeii gestellt  an  haben,  welche 
etwft  dem  Standpunkte  der  Mittelschule  eutäprechen,  während  er  für  eitie 
a^ftter  folgende  Veröffentlichung  Aufgaben  für  Slndirende  »ich  nufapare, 
in  denen  prujectivische  Geometrie  nod  Anwendung  homogener  Conrdiua- 
voraasgeeetzt  werde.  Insofern  ist  also  ein  gewUser  Gegensatz  gegen 
das  erste  Heft  vorhanden,  welches  fUr  die  Gerade,  den  Punkt  und  den 
beiden  genannten  LeserclaeHen  gerecht  zu  werden  sich  bestrebt, 
icht  glauben,  das  jetzige  Heft  sei  des  GebraDclies 
th,  Auch  ihnen  werden  nicht  wenige  von  den 
r  ersten  Abiheilung  recht  harte  Nüsse  zu  knacken 
e  StSrke  ihrer  Werkaeuge  anf  die  l'robe  stellen 
können,  sei  es  was  den  Ansata:  der  Aufgabe,  sei  es  ivas  ihre  algebraische 
Behandlung  nnd  Vermeidung  von  der  Aufgabe  fremden  Wurzelnerthen 
betrifft.  Die  Aoordnnng  der  Anfgaben  nach  vier  Capiteln  mit  den  Ueber- 
Bchriften:  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel,  Cnrven  zweiten  Grades,  möchten 
wir  nicht  gerade  loben.  Sie  hat  ja  ihr  Bequemes  für  den  Lehrer,  der 
diese  oder  jene  Aufgabe  sich  ansaachen  will;  aber  eineatheils  hätten  wir 
abwechselnde  Aufgaben  von  ansteigender  Schwierigkeit  Über  die  einzelnen 

ICurvon  fUr  didaktisch  richtiger  gehalten,  anderntbeils  jedenfalls  ein  Ca- 
pitel  veruiischter  Aufgaben  gewünscht,  damit  der  die  Sammlung  durch- 
arbeitende Leser  nicht  aus  der  örtlichen  Stellung  der  einzelneu  Aufgabe 
Mbou  wisse,  worauf  er  hei  der  Lösung  hiuzoEteuein  habe.  Diesem  Ga- 
pitel  vermischter  Aufgaben  hätten  füglich  die  Nrn.  95  — 113,  293—317, 
477— 49S  (Pnrabel,  Ellipse,  Hyperbel  als  geometrischer  Ort)  in  richtiger 
Abwechselung  zugewiesen  werden  können.  Vielleicht  zeigt  der  Verfasser 
bei  Ansarbeitnng  des  noch  ausstehenden   Heftes,  das  einen  lehrerlos  ar- 

»beiteudeo  Leser  als  Kegel  voraussetzen  wird,  sich  geneigt,  dieser  Beiuet- 
-knogen  an  gedenken.  Ca«tor. 

Analytische  Geometrie  des  RanmeB.  I,  Theil:  Die  allgemeine  Theorie 
der  Flüchen  und  Curven,  die  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten 
Grades.  II.  Theilr  DitKiaisiliones  geuciales  cirua  superlicies  carrau 
von  C.  F.  (iausa,  ins  Deutsche  Übertragen  mit  Anwendungen  und 
Zusätzen.     Die  Fresoel'sche  Wellenääche.     Von  Dr.  Otto  Böki.kn., 


Rector  der  k.  Realanstalt  in  Reutlingen.  Uit  in  den  Text  gedraekr; 
ten  HolstHchnitten  nnd  4  Utho^apbirlen  Tafeln.  %. 
336  3.  StQltgait  1SS4,  Verlag  von  Älbeit  Koch. 
Di«  bahnbrechenden  Unterenchnngen  Monge's  aber  Raaioetirreii 
ond  OberflSchen,  welche  ein  erstes  Lehrbuch  Rlr  diesen  Gebiet  dei  Geo- 
metrie darstellen,  sind  etwa  80  Jahre  alt;  die  von  Monge  eiogeecfaU- 
gene  Bahn  wieder  rerUssen  zn  haben,  ist  das  Verdienst  der  berühmten, 
etwa  20  Jahre  jCiügeren  ÄbbAndInng  von  Gaass.  Die  Neuzeit  bat,  wie 
oatnrgemSss ,  der  beiden  Wege  sich  bedient,  welche  tos  jenen  FFad- 
findem  eröffnet  worden  eind,  and  die  Gate  einee  Lehrbncbes  betnesseo 
wir  persönlieb  wenigelene  anch  darnach,  wie  weit  es  dem  Verfasser  gn- 
longen  ist.  die  znm  Ziele  fährenden  Methoden  zq  vergchmelzen,  den 
Leser  bald  die  eine,  bald  die  andere  üben  in  lassen,  ihm  an  einselaen 
Aufgaben  zu  leigea,  wie  so  und  auch  sn  verfahren  werden  kann,  ond 
je  nach  dem  Verfahren  diese  oder  jene  Seite  der  Aufgabe  zu  besonder« 
Geltung  kommt.  Der  Verfasser  des  nne  vorliegenden  Buches  ist  anderer 
Ansicht  gewesen,  in  den  197  ersten  Seiten  giebt  er,  man  kann  woU 
Mgen,  eine  dnrch  Aufnahme  neuerer  Sätze  bereicherte  Aufgabe  Toa 
Monge,  dessen  Bezeichnungen  er  getreulich  festhält;  S.  I9&  —  232  fol( 
die  Ueberseizung  der  Ganss'scboD  Flächenuntersuchnngen,  in  welchi 
die  sKmmtlichen  Bezeichnungen  der  Urschrift  gleichfalls  beibehalten  ainjf 
die  noch  übrigen  100  Seiten  sind  eigenen  Untersuchungen  des  Verfaase 
gewidmet,  wie  sie  früher  bereits  in  Zeitschriften  Abdruck  fandea.  W 
kfinnen  die«er  Anordnung  einen  Geschmack  nicht  abgewinnen  and  <riss< 
ancb  nicht  recht,  welchem  Leserkreise  gegenüber  sie  eich  als  zwecl 
erweisen  soH?  Freilich  streifen  wir  damit  die  andere  Frage,  fBt  wi 
geartete  Leser  dos  B5klen'sche  Bach  überhaupt  geschrieben  ist?  Di 
Leser  soll  bereits  in  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  einig« 
maasen  bewandert  sein;  er  soll  wenigstens  die  Formeln,  welche  auf  Gi 
rade  and  auf  Ebenen  sich  beziehen ,  kennen ,  denn  die  „  kurze  Demonstn 
tion"  der  am  Anfang  zusatnmengeet eilten  42  Gleicbaogen,  welche  Seil 
4-^7  sich  ihnen  anschliesst,  wird  nur  als  Beihilfe  aur  EriDuerung  ■ 
sehoo  Gewnsstes  betrachtet  werden  können.  Der  Leser  sull  ausaerda 
die  analytische  Geometrie  der  Ehen«  unter  Anwendung  der  AnfaDg 
grände  der  Differentialrechnung  beherTScben,  der  Leser  soll  endlich  i 
der  Differentialrechnung  ziemlich  zu  Hause  eeiu.  Gegen  diese  »liiiiii 
Ucheo  Anforderungen  haben  wir  nicht  das  Mindeste  eiBsuweuden;  ah 
ist  ea  denkbar,  das«  IS$4  ein  Leser  in  Deutsebland  dieaen  Anforderangl 
genügt,  ohne  Determinanten,  ohne  die  Bezeichnung  partieller  DUTera 
lialqnolienten    durch    geschwungene    e    zu    kennen?  ei   I 

kennt,    wird    er   auf  diese    atigemein    verbreitet  li 

an&bersicbtlicher  und  undorcbsicliligei  Si:li[i-I 
Herr  Böklen  ihm  znmnlbet,  der  Dctcii 


merknnf ,   dann  S.  307  anweadet,    «io  B  Qberhatipt  nie  benuUt?     DafUr 
kommt  8-  8  nnd  büufiger  dae  Zerrbild  etnea  umgekebrlen  m  (also  w)  snr 


BezeicbnuDg  von 


9ä- 


vor,  von  dem  vir  tinr  wissen  mCchten,  wie  der 


I 


Leser  es  anssprechen  soll?  Ancb  anderen  Ortes  ist  die  Sprache  mehrfacb 
rRclit  absonderlich.  Gegen  die  gewnndenen  Curven  bfitten  wir  tm  Gangten 
keine  Einspracbe  zu  erbeben,  wenn  nur  gleichzeitig  erwähnt  würde,  dsss 
nnd  warum  sie  sonst  allgemein  Cnrven  doppeller  Krilmmnng  heissen. 
Weniger  ohrenerfreulicb  sind  schon  die  entwickelbaren  Flüchen,  aber  gar 
abelianiscbe  Difiereotialgleichnngen  (S.  161)  ertrageu  zu  sollen,  gebt  etwas 
sn  weit.  Der  Verfasser  verwirft  vielleicht  nnsere  Einwendnngen  als  klein- 
lich, als  die  Foim  allein  betreffend,  während  er  verlange  nach  dem  In- 
halt benrtbeilt  zu  werden.  Als  ob  bei  einem  Lebrbucbe  nicht  die  Form 
selbst  Inhalt  wäre!  Dass  ein  so  guter  Geometer,  als  welcher  Herr  Bök- 
len  sich  mehrfach  in  eigenen  Unlersuchnngen  bewährt  hat,  nicht  geradezu 
Falsches  bringen  wird,  gegen  welches  man  sich  verwahren  müeste,  ist 
von  vornherein  anzunehmen,  wiewohl  auch  hier  —  um  nur  Eines  hervor- 
zuheben —  die  Frage  gestattet  ist,  was  denn  eine  Berflhruugsebene  an 
eine  Oberfläche  eigentlich  ist,  deren  Gleichung  S.  7  abgeleitet  wird,  ohne 
dass  eine  Definition  vorherginge,  ohne  dass  bewiesen  würde,  dasB  eine 
solche  Ebene  überhaupt  etatttindet.  Also  gerade  die  Form  dürfen  nnd 
müssen  wir  aIb  Hauptsache  betrachten  und  mit  ihr  können  wir  uns  bei  der 
2.  Auflage  so  wenig  befreunden,  als  es  bei  der  1.  Auflage  der  Fall  war; 
wir  können  es  um  ao  weniger,  als  daiwischen  das  zweimalige  Erscheinen 
der  JoBcbimstharscben  Vorlesungen  fällt,  unerreicht  für  solche  Leser, 
die  nicht  Vieles,  aber  viel  lernen  wollen,  während  als  Nachschlagewerk 
von  nnerschöp flieh em  Inhalt  Salmon-Fiedler  gleich  unerreicht  vor- 
handen ist.  Wir  sagen:  die  2.  Auflage  des  Böklen'achen  Buches;  aber 
hat  wirklich  der  volle  Verkauf  der  ersten  Auflage  unser  Urtbeil  anm 
Voraus  Lügen  gestraft?  Die  Vorrede  sagt:  der  erste  Theil  dieses  Werkes 
erscheint  hier  nabezn  in  derselben  Weise,  wie  in  der  1.  Auflage.  Wir 
fügen  hinzu  1  die  102  ersten  Seiten  der  neuen  Anflage  stimmen  Zeile  fUr 
Zeile  einscbliesBlich  der  Druckfehler  mit  der  ersten  Auflage  Uberein, 
dann  beginnt  statt  der  noch  übrigen  anderthalb  Druckbogen  der  ersten 
AufInge  anderer  Text,  anderer  Druck,  anderes  Papier.  Scblusafol gerungen 
sind  leicht  xa  ziehen.  Cahtob 


Theorie  und  Anwendung:  der  Liniencoordinaten  in  der  analytischen  Gi 
metrie  der  Ebene.  Von  Dr.  Kahl  Schwebihg,  Oberlehrer 
Coesfeld,  Mit  in  den  Test  gedruckten  Figuren  und  2  Figuri 
tafeln.     Leipzig  18S4,  B.  G.  Tenbner. 


r 
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HistoriGcb  -  titeraiiaclie  Abtlieilnng. 


Uass  die  Ableilong  der  Liaieacnordbatea,  welche  seither  in  deaf 
Lehrbflchern  in  Gebraach  war  und  welche  darauf  hinauslluft,  iD  der  h 
gen  gemachten  Gleicbnug  der  Geraden  dir  Variabcln  als  Ctiel'ßctentetj. 
die  Ooefficienten  als  nene  Variabcln  aufzufassen,  lediglich  an  das  Schlnu- 
Termögen  der  Schüler  eich  richtet,  ohne  ihnen  eine  greifbare 
liebung  des  Verlangten  unmittelbar  zu  bieten,  ist  ein  Misaatand,  weichet) 
gHwise  schon  mancher  Mathematiker  empfunden  hat.  Uerr  Schweting 
hat  1S76  im  XXI.  Band«  dieser  Zeitschrift  S.  278  -  2S6  eine  Abh«ndluiig 
,,Ueber  eiu  besimdercs  Liniencoordiuaiensyatem"  veröffentlicht,  welche 
in  dieser  Beziehung  Abhilfe  schaffen  sollte.  ICinzelnen  Lettern  hat  achou 
jene  Abhandlung  Veranlassung  gegeben,  auf  dem  gewieaeaen  Wcgi- 
weiter  fortzugebeu ,  nnd  was  die  Abhandlung  tbeilweise  leistete,  das  wird 
voran  seicht  lieh  dem  vor  uue  liegenden  ßilchleiu  in  erweitertem  Massetabe 
gnlingen,  wie  es  Gelbst  als  Erweiterung  und  als  ausführlicbero  Butwicke- 
luiig  des  geistreichen  Gedankens  von  1S76  bezeichnet  werden  kann. 
Dieser  Grundgedanke  ht  folgender:  Ein  Paar  gerader  Parallelen,  Axen 
genannt,  bilden  mit  einem  auf  ihnen  senkrechten  Mitte  llotbe  von  der 
gegebenen  Lange  e  das  Cuordinatensystem.  Man  kann  es  etwa  betraeh- 
len  als  ein  Fnndamentaldreieck,  dessen  eine  Ecke  in  die  Unendlichkeit 
gerückt  ist  dadurch,  daus  zwei  Seileo  zur  dritten  senkrecht  stehen.  Auf 
diesen  parallelen  Seiten  achneidet  nnn  jede  beliebige  Gerade  zwei  Strecken 
i(,  B  ab,  die,  von  den  beiden  im  Endlichen  gelegenen  Ecken  des  Fun- 
damentaldreiecks  an  gerechnet,  nach  Länge  und  Richtung  gegeben 
Liniencoor dinaten  der  Geraden  sind.  Mittels  dieser  Linioncoordina- 
ten  entwickelt  sich  leicht  die  Gleicbnng  jiv-\- Bv-\-C^  fi  als  Gleichung 
des  Panktes.  Das  ist  genau  dieselbe  Gleichung,  zu  welcher  auch  die 
landlXnfige  Methode  führte,  sofern  sie  mit  zwei  Coordiuaten  sich  begnügte; 
aber  man  beachte  den  Unterschied  der  Bedeutung  der  Buchstaben.  Früher 
nahm  man  u  und  ''  als  die  reciprokeu  Werthe  von  gewissen  Abschnitten, 
hei  Herrn  Schwering  sind  es  solche  Abschnitte  selbst,  ein  begrifflicher 
Fortschritt  von  ,  wie  uns  scheint,  sehr  erheblicher  Tragweite, 
ring   handhabt  seine  Punktgleichung   weiter    und   bringt   sie   su   diesem 


Zwecke  durch  Division  mit  .l  +  ß 

c=U,  welche  die  Eigenschaft  besitzt, 
constante  Summe   1    beizulegen, 
wird.     Leser  der  Hesse'schen  Gei 
uug   der   Begriffe    hüten    müssen. 
Au+Bv+l^O,    wfibrend    .4,    U 


j  +  b"'^' 

Coefficienten  von  u  nnd  r  di« 
lebe  die  Normalform  geoaDiil 

werden  sich  hier  vor  Vermisch- 
B e 's  Normalform  ist  bekanntlich 
einander  unahhflngig  sind,   «ine 


bereits  bevorzugte-      Lue  neue  Normalform 

n  ihr  ohne  Weiteres  auch  Ngll  werden 

Normftlfrrrm  diese  Voranseetzang  ein  Unend< 

enigstens  eines  dieser  Coerfiiienien   erfor- 


e  Gleichnng  des  KreiBcs  r\A+B)*{{u-v)''  +  e^  =  {Au  + Bv  +  C^ 
I  folgenden  Abschnitt«  erörtert.     In  ihr  ist  ^u  +  ßv  +  C  =  n  der 
P-SreiBmiltelpnnkt,    r    Jet    Kieishallimeeser.      Dia    KreisgUicImtig  geht   in 
r,    Sorem    <Iiib  Mittelloth    de»  OoordiDiitens<rateiTia  Kreisdurch- 
messer  iot.     Die  KreiBgleichung  ist  sa   aufzafaHBen,  äuee  jede  Geiaile  mit 
den  Convdinaten  ii,  v,    welche  die  Kreisgleichung  eilüllen,  Tangente  lui 
den  Kreis  ist,  dsss  mitbin  der  Kreis  als  von  seinen  Tangenten  eingehüllt 
entsteht.       Das    ist    wieder   genau    in   Uehereinstimninng   mit    den    bisher 
üblichen  Linicncoordinnten.      Wir  beabsichtigen    nicht,    eine  ansrubrliuhe 
lohaltsanzeige  des  ganzen  BUclileinB  zu  gehenj  wir  erwähnen  daher  iiui' 
b<^ila^6g,  dass  schon  auf  S.  2  die  uuendlich   ferneGerade,  auf  S.  27 
die    nnendlich    fernen  Krciapunktc  zur  Rede  kommen.     Vielleicht 
hüte    der  Verfasser  an  §  17  xweckmüseig  den  Beweis  aogekuüpft,    dass 
^^   es  wirklich  nur  eine  unendlich  ferne  Gerade  giebt,    wozu  Hesse'»  am 
^^Löchlusse    der  IV.  Vorlesung   seiner  Analytischen  Geometrie    der   geraden 
^^B  Linie  n.  s.  w.  gegebene  Üarslellnng   fast  ohne  Veränderung  hSlte  dienen 
^■'kennen.      An    den  Kreie    schliessen    sieb    die  Kegelschnitte.     Wir   beben 
^Hdie  ÜeGnitionen    anf  S.  30    hervor:    Parabeln    xind    solche  Kegelschnitte, 
^^Kdie  ])sralle1e  Tangenten  nicht  besitzen,    E^llipsen  solche,    deren  parallele 
^H  Tangenten  nie  zusammenfallen,  Uj'peTbeln  solche,  deren  parallele  Tangen- 
ten zweimal  zusammeufHllen;  sowie  die  Definition  der  Bienupnnkte  S.  40 
als  der  reellen  Pnokto  auf  den  von  den  unendlich  fernen  Kreispunkleu 

tder  Ebene  an  die  Cnrve  gezogenen  Tangenten.  Bei  Gelegenheit  der 
Erörterung  der  Paralleltangenien  sind  aach  Translationsformeln  des  Co- 
ordinalensystems  (Parallelverschiebnug  der  Äxen)  S.  35  abgeleitet,  wäU- 
reod  die  Aufgabe  allgemeiner,  Translation  und  ßotatioD  vereinigender 
CoordinatenverSndernng  er»t  am  Ende  des  Buches,  S.  93  behandelt  ist. 
Ein  besonderer  Abschnitt  ist  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades 
gewidmet,  womit  der  eigentlich  elementare  Theil  des  Bucbes,  d.  h.  der 
Tbeil,  welcher  Kenntniss  der  Infinitesimalrechnung  nicht  vüranssetül,  ab 
nbliesst.  Von  S.  55  an  ist  dagegen  diese  Beschränkung  aufgehoben,  und 
wir  veröbeln  es  dem  Verfanser  nicht  im  Mindesten.  Meint  er  gleich  in 
der  Vorrede,  er  wende  sich  an  Anfänger,  so  dürfte  die  Schule,  welche 
ihre  Abiturienten  reif  zum  Stadium  des  Seh weriog'achen  Buches  ent- 
iKsst,  doch  nur  eine  sehr  vereinzelte  sein.  Wir  empfehlen  dasselbe  viel- 
mehr solchen  Lesern,  welche  mindestens  ein  Semester  an  einer  Univer- 
sität zugebracht  und  die  tOiiileitnugavorlesungen  in  die  Mathematik  dort  ' 
gehört  haben.  Ihnen  werden  alsdann  die  erwähnten  beiden  Abschnitte; 
„Tangente,  Berührungspunkt,  Normale,  DifTerentiAlansdruck  dea  Bogen- 
elements  und  des  Flächeninhalts"  nud  ,,  Einige  Beispiele  höherer  Cnrveu" 
Kwar  nicht  weniger,  aber  auch  nicht  mehr  Schwierigkeiten  bereiten,  als 
die  vorangegangenen  54  Seiten.  In  dem  letzten  Abachnilte  insbeaondere 
werden  solche  Leser  mit  den  Singularitätea  Uübei»  Q.<axt«u  t£va&  \ 


hin  etwas  mehr  als  nnr  obetflSchliche  Bekanatscbaft  aiiktiilpf«ii.     So  dia  { 
■ItgemeiDe  Änordonng  des  reichnn  Stoffes,  dei  in  den  engen  Raom  ron 
nur  Becha  Druckbogen  knnstreich  znsamcnengedrSugt,  auch  durch  verhSlt- 
nissmäsaige  Vollständigkeit  dem  Weikchen  zur  würmeten  Empfehlang  dient. 

Camtoh. 
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problema.    Fer.  Röllner     Wien.  Akad.-Ber,  LXSXU,  1" 
Vergl.  Hyperbel,     NormaleD  835. 

Erämmimg, 
T06.  Untersuchung  CD   über   die  BeBtimmung  7011  Oberflächen  ruit  vorgeichiiebenea 

die  Krfim in ungB Verhältnisse  betreffendco  Eigenschaften.     R   Lip;     ' 

Berl.  Akad-Ber.  1882,  10T7;   1883.  16». 
797.  Sur  nno  propriätä  de  I'indicatrite,  relative  äla  courbLire  moyenne  des  sor&OM 

Faye.    Compt.  rend,  XCIl,  lor" 


Kagnetiunni. 
I.  Ueber  eine  Anwendiuig  der  mecbaniBchen  W&rmetbeorie  auf  den  VoTgiwg 

Magnetieirung      Ant.  Waüemuth.     Wien.  Akad.-Ber.  LX.XX.VI,  &39. 
I.  Ueber  den  innern,   aus  der  mechuniacben  Wüvmetheorie  nih  ergebenden  Zu* 

sammeDhaDg  einer  Ansah!   von  elektromiignetisclien  ETbcbeiiiungen.     ' 

Wttgsmuth.     Wien.  Akad-Ber.  LXXXVU,  83. 
I.  Ueber   die   niagnetifliretide  Wirkung  elektrischer  Schningnngen.     A,   Obfti 

beck.     Berl    Akad.-Ber.  LXXXni.  976. 
.  On  tbe  conneiiuD  between  tbe  unite  o(  magnetüiii  and  electricity.    K.  Cli 

Bius,    PbiL  Mag.  LXV,  7a. 
;.  On  niaguetoulotive  force.     B.  H    M.  Boüanquet.     Phil.  Mag.  LXV.  205. 
'.  On  tbe  detennination  in  absolut«  unita  of  tbe  inteneities  of  powerfhl  magni 

fields.     A.  Gray.     Pbil.  Mag.  LXVt.  144, 
.  Bestimmungen  der  Diamagnetisirungszahl  des  metallischen  Wismutbs  in  abso- 
lutem MauEse.    Atb.  T.  Ettingshauaen.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXV,  3T. 

1._      JU  "" " 

Wien.  Äkad.-Ber.  LXXXV 


135. 


Wien.  Akad.  Ber,  LXJCXII, 


Kedunik. 
'.  Sur  l'introdaction  de  fonctions  continuee  n'ayant  pa«  de  d^nvi«,  daus  leg  4i6 

ments  de  la  mfcaniqae.    Appell  &  Janaud.    Compt.  rend.  XCUI,  lOOk 
L  Sur  les  trois  aieg  centrifnge.   E.  Bra^sinne.   Compt.  rend.  XCtll,  49.   [Vergl, 

Nr  aSl] 
I.  Theorie  der  Bescbleunigungecurven.    Fer.  Wittenbauer,    Wien.  AkuL-Ben 

LXXXn,  1169. 
).  Sur  nn  cas  particulier  de  la  thäorie  du  mouvement  d'un  aolide  iii?ariHbIe  di 

un  milieu  rgsistanL    Willotte.    Compt.  read    XCDI,  37ß. 
.  Sur   divers  probl^uei  du  mouvement  relatil'     Ph.  Gilbert.     Compt.  ren^ 

XCIV.  197- 
.  Ueber  die  attgemeine  Form  der  Integrale  deG  Dreikörperproblems.  And.  Lind- 

Btedt    Aetr,  Nachr.  CV,  97. 
:.  Das  Problem  der  drei  Körper  in  der  neuen  St^rungstheorio.    Aug.  Weiler. 

Astr.  Sacbr.  CÜ,  113;  CV,  209.     tVergl.   Bd.  XXVU,  Nr.  433.] 
L.  On  central  forcea  and  tbe  conservatioD  of  energy.   Walt.  R.  Browne.    F 

Mag-  LXV.  35,  228.  -  G.  W.  t.  Tun^elmann  ibid.  152,  39Ö. 
..  Tbe  basie  of  statics.    Hör.  Latnb.    Pbil.  Mag  LXV.  ie7. 
,,  On  tbe  meaniDg  of  „force".    Maiw.  H,  Close.    PhU.  Mag.  LXVl,  348. 

Walt.  R.  Browne  ibid.  368 
.  On  the  tealitj  of  force.    Walt  R.  Browne.    Phil.  Mae.  LXVl,  387. 
L  Un  the  law«  of  mntion.    P  G.  Tait.    Pbil.  Mag.  LXVl.  439 
I.  Eine  dynamische  Erklärung  der  Gravitation,    S.  Tolver  Preston,     W; 

Akad.-Ber.  LXXXVU.  79B. 
I.  Ueber   die   Möglichkeit,   vergangene  Wechsel  im  Universum   durch   di 

kung  der  jettt  thätigen  Natargesetze  —  auch  in  üebereinstimma 

der  Existeui  eines  Würmegleicligewicbte  In  vergrOssertem  MaasBl 

erkl&reü.    S.  Tolver  Preetoo.    VVien.  Akad.-Ber.  LXXXVD,  S06. 


üebereinstimmnag  aj 
Stabe  s 


Abhftndlungaregiater.  851 

ni.  Bytb^met  artioulä«,  asaariuit  le  monvement  rectiligoe  on  Is  courbuie  drcQloire. 

Oagarine.    Compt  rend,  XCUi,  711. 
SS2.  Sur  la  tbi^orie  dea  plaque»  vi braotes.    E.  Mathieu.    Compt  rend.  SCU,  123. 
888.  Die  Theorie  des  loDgitudinaleu  StOBses  cjÜndriBcber  Stäbe.   W.Voigt.    Berl. 
Äkad.-Ber.  1803,  683. 
'  Bi4.  Comnieiit  se  tracamüt,   daoii  un  solide  isotrope  {eu  gqoUibre),   la  prebsioD 
exeteie  aur  une  tres  petite  partie  de  aa  aurface.  J,  Bouaeineeq.  Compt. 
rend-  XCIJI,  703. 
Si6-  Kgalitä  des  abaiteameota  nioyens  que  prodiiiseiit,  chacunu.  am  pointe  oü  eit 
döpoa^e  l'autre,  dem  chtirgea  egaleB,  arbitruirement  diatribu^KS,  le  long 
de  denx  circonf^rencee  concentriquea ,   sur  ud  eoI  horizontal,  ou  aar  une 
plaque  circulaire  borizontale  ajant  mfime  centre  que  ce»  circonKrences 
et  aDuuvcB  ou  encastr^e  sur  tout  aou  contour.   J.  Boussiaesq.  Compt. 
__CUI,  733. 

(  B26,  R^eiBtancB  d'une  barre  priematiqQe  et  homogene,  de  longneur  suppos^e  infinie, 
au   choc   ttaueversal   et  au  choc  longitudinal.     J.  BouBginesq.     Compt. 
rend.  XCIV,  1U14. 
i  d^placemtuta   qu'entraineiit  de  petitea  dilatatione  ou  eoiidei>aalioiia  quel 
conquea  produitea,  dana  tout  milieu  homogene  et  iiotropu  iiidiiflm,  sont 
calculables  ^  la  mani^re  d'uue  attractioa  newtonienne.    J.  Bouaaineaq 
Compt,  read.  XCIV,  1648. 
r   l'acliou   de   d^rormation  du  cboc,   compar^e  4  celle  d'uu  eft'ort  contiau. 
Marchal,     Compt,  read.  XCIV,  773. 
["689.  Rapport  aur  un   memoire  de  Ur.  P^risse   intituM  „Dea  uausea  qui  tendent  ä 
gaucbir    lea   poDtrea   dea   ponta    eu   fer,    et  des  mojena   d<^   calualer  cea 
poutres  pour  rttrister  aai  eiForte  gaucbitaants".     Bresae,     Compt.  rend. 
XCn.  948.     [Vergl  Nr.  841.J 
[  830.  Sur  l'application  de  la  räaiatance  dca  matäriaux  aus  pi^cea  dea  machinea.    U. 
i  LöautS.     Compt.  rend.  XCIV,  843, 

I  881.  Sur   un   poiat  de  la  th^orie   matbämatiqne   dea  efl'eta  du  Jen  de  billard.     H. 
■  Resal.     CompL  rend.  XCiV.  1M8- 

Vergj.  Akustik.  Äatronomie  Balliatik   Capillarität  Eluaticität.  Elektrodyna- 
mik.   Hydrodynamik.    Ma^etismua,    Molecnlarpbysik.    Nautik.    Optik, 
Pendel,    Potential.    Variabonarechnung.    Wärmelehre. 
lfDl*enlarph7ilk. 

883.  Thiforie  de  la  diaaociatioa :  influeuce  de  la  preMBion.    G    Lemoiue,    Compt. 
'  rend.  XCUI,  266,  312. 

Vergl.  Elektodyuamik  6-;3. 


Nautik. 

l  83a.  Theorie  d'un  bateau  rapidt;     U.  Pictet.    Compt,  rend.  XCIII,  586. 
Vergl.  Oeschicltte  der  Mathematik  7,16,  741. 
Rormaltn. 

['8M.  Neue   Eigenachaften   der  NornaleaflElcheD   für  Flächen  xweiten  Grades  länga 
'  ebener  Schnitte.    Gust.  Ad,  v,  Peschka,    Wien  Akad,-Iier,  LXXXV,  3B1. 

fVergl.  Bd.  XXVII,  Nr,  445.J 
Zum  Normaienproblem  der  Kegelschnitte.    C.Pelz,   Wien  Akad.-Ber.  LXXXV. 
169. 
Vergl.  EegeUcfanitte  795. 


Obar&lclian. 

Sur    la  rep rezent ation   aph^rique   des   aurfiteea.     G.  Darboux.     Compt.  rend 

XCIV.  120,  168,  1290,  1343. 

1 887.  Cateranchungen  über  die  Bestimmung  von  Oberflächen  mit  vorgeacbri ebenem 

Auadruck  dea  Lineare  lern  eota.    It.  Lipschiti.    Berl.  Akad.-Ber.  1883,  641. 

i.  Sur   lea   aurfucee  pour  leaquellea  lei  coordonn^ea  d'un  point   quetconqe   a'ei- 

erittjent   par  dea  fonctiuca  abeÜenues  de  dem  paramttrea,     E,  Picard. 
ompt  rend.  XCÜ.  1496. 
I.  lieber  die  Vertchiebbarkeit  neodätiacber  Dreiecke  in  krummen  Flächen.    Jul 


HUtoriaeb-lltemnaehfl  Abtheilnng. 


I.  tJeber  die  Differential gleiehong  der  OberMohen,  welche  durch  ihre  J 

nningBÜDieD  in  nneDdlich  kleine  Quadrate  getheitt  werden  kCiuien. 

Weingarten.     Berl.  Akad.-Ber.  1SS3,  1I6S. 
.  DäCerminadon  jea  lignee  de  courbare  de  tontcB  les  Baif^ices  de  4.  classe,  c 

räiativeB  dee  cjclidee,  qui  ont  le  cercle  de  I'infini  pour  ligne  dooblr. 

Darboax.     Compt.  read.  XCU.  29. 
:.  Sur  lea   modea   de   transfonnation  qui  conservent  les  lignes  de  courbor«. 

Darboui.     Compt.  rend    XCU.  S8G. 
i.  TanKentenconstruction   fär   die   BerührungBlinie   zwischen  einer   windschiefeHl 

Flache   und   ibrer   LeiCfläche.      II.  Drasch      Wien.  Akad.-Ber.  LXXXD,! 

lUO.  V 

.  Sur   une  nouvelle  döfinition  de  la  auriace  de»  onde».     G.  Darboni.     Compt^S 

rend.  XCIl,  U6.  ■" 

I.  Die  StrictionsUnien  der  Hegelfläcben  zweiten  und  dritten  Grades   Aug.  Adle: 

WicD.  Akad.-Ber.  LXXSV,  369 
i.  Sur  nn  BystSiiie  cjdiqne  particulier.     Bibancour.     Conipt  rend.  XCII,  SSSJfl 
'.  Sur  la  Burfacti  de  Kummer  a  16  potnts  EiugulierB.     BriOBchi.    Compt,  i       * 

XCU,  944.     [Vergl,  Nr.  905  ] 
I.  Sur   la  surface  ä    16  pointe  singnliere.     G.  Darhoui.     Compt  rend,  XCI 

149S. 
>.  Die  El&chen  eechaten  Grades  mit  einer  dteirachen  cubtecbeu  Curre.  -Gm.  Werb-I 

Wien.  Äkad-Ber.  LXXXV.  ai3.  ■ 

Vergl.  Geometrie  (höhere),    Krümmung, 
ObarlUohea  i 
K  AieDbestimmoDg  der  Contouren  vc 

Wien,  Aiad-Ber,  LXXXVn,  L._. 
,  neber  eiae  EigetiBchaft  der  OberBäcbeo  zweiter  Ordoung.     C.  Le  PaiR«; 

Wien    Akad.-Ber.  LXXXVU,  6OT. 
Vergl.  Hyperbel,    Hyperboloid.    Normalen  834. 
Optik. 
I.  Sur  la  räulitj  d'une  ^quivalence  innämatdqae  en  optique  ondalatoire.  Ci 

boi»     Compt,  rend,  XCIII.  53. 
).  Sur  le  mouvement  relatil'  de  la  terre  et  de  l'äther.    A,  MichelsOD.    Compt 

rend.  XCIV,  520, 
>.  Zur  Theorie  der  Lichtstrahlen,     G.  Eirchbaff.     Berl    Akad.-Ber,   IBB2.  4 
>.  An  iIIu«tratioD  of  the  croaalng  of  rays.     Walt.  Baily.     Phil.  Hag.  LXVl, 
1.  Sur  la  viteese  de  la  Inmi^re.    Guy.    Compt.  rend.  XCU,  34,  laT.  —  A.  Cor 

ibid.  5S.     [Vergl.  Nr.  377.] 
'.  Remarques  sut  la  vitesse  de  la  lumi^re,  ä  l'occaaion  de  deux  memoire«  do  loi 

Rayleigh.     Gouy.     Compt.  rend.  XCIV,  1296. 
1.  Minimum  du  pouvoir  de  r^aolution  d'on  prisme.   Thollon.   Compt.rend   XCl 

128.    fVergl   Nr  383.] 
I.  Oo  carved  diffraction-gratings.    H.  T.  Glazebrook.    Pbil.  Hsg.  LXV,  4I4i| 

LXVI,  377. 

I.  On  the  spectra  formed  by  curved  diffraction-grating»     Walt.  Bailv. 

Hag.  LXV.  183. 
.  On   coneave  gratinge  for  optical   parpoaee,     U.  A.  Rowland.     Phil. 

LXVl,  197. 
:.  Sur  la  conditjon  d'achromatisme  dane  les  pb^nom^nes  d'interl'ärence.  A.  Co 

Compt,  rend.  XCHI.  809.    [Vergl.  Kr.  376.] 
>.  Sur   les  conditiona  d'achromutjsme  datia  lee  phenoni^nes  d'interrärence. 

Huriou.    Compt  rend  XCIV,  1346 
.  Sur  la  thäorie   de  la  polarieatioD  rotatoire.     Er.  Mallurd.     Conipt. 

XCH.  1166. 
.    Ün  polariziug  prisma      R   T.  Glaiebrook,     Phil   Mag    LXV,  368.  — 

P.  Thompson  ibid.  436. 
>.  UebeipotaristrobometrischeMethoden.  F.  Lippich.  Wien.  Akad.-Ber.LX 


,  Deber  die  Bougungsfigur  des  Heliometer-Objectirs.   H.  Bruni 

CIV,  1. 
I.  Sur  la   grandeur  et  les  variationa  dea  imaged  de  Porkioie. 

Compt  rend.  XCU,  73. 
Vergl.  Crfstallographie  566,  567.    B«&«otton. 


Aitr.  Nu 


|~Z 


AblundhiD  gan^Am. 


,  ?«nd8i. 

SOS.  Zur  Ennittelong  der  Reductioii  anf  den  uneadlich  kleinen  fichwincunKBboReii. 

Th.  V.  Oppoliier.    Wien  Akad,-Ber.  LXXXVI,  718. 
970.  Sui  la  loi  de  deTiation  da  pendule  de  Foucault.  J.  Bertraiid,   Compt  read, 

vXClV.  371.  —  Htttt  ibid.  6S8. 
B71,  Elementary  iavextigatioug  relatinff  to  forced  vibrationd;  witb  applications  to 
the  ödes  and   t-o   controUed  pendulums.    J.  D.  Everett,     Phil.  Mair. 
LXV,  73. 
S72.  Ueber  die  Compeneatiau  eines  Secundenp endeis  für  Temperatur  und  Luftdruck 
vennittelat  eines  QuecksilbarcT linden  und  eines  Krueger'achen  Hauometers. 
J.  A.  C.  Oudemans.    Aatr.  Nachr.  C,  17. 
I  FoMnÜal. 

^678,  Ueber  die  Kraftlinien  eines  um  eine  Axe  iyrametriachen  Feldes.    J.  Stefan. 
Wien.  Akad.-Ber.  LXXXF,  987- 

874.  Üeber  daa  logaritbiniache  Potential  einer  nicht  ieolirten  elliptiscben  Platte. 

J.  Haubuer.    Wien  Akad.-Ber.  LXXXVII,  412. 

875.  Sar  an  potentiel  ä  qnatre  variables,  qui  read  presque  intuitives  l'intägration 

de  V^quation  du  son  et  la  demoaetration  de  la  formule  de  Poisaon  con- 
cemant  le  potentiel  invene  ä  trois  variables.  J.  Boussinesn.  Compt. 
rend.  XCIV,  U65. 

876.  Sar  quelques  caa  uouveaux  de  figares  SquipotentielleB,  r^alieäes  älectrochimique- 

meot.    A.  Quibhard.    CompL  reod.  XCtll,  403,  682,  792, 

877.  Sur  nne  eertaine  classe  de  Sgurea  äquipotentielles  et  sar  les  imitations  b^drau- 

liques  de  M.  Decbarrae.    Ad.  Öu^bhard.    Campt,  rend.  XCIV,  851. 

878.  Ueber  Herrn  A.  Guäbhard's  Darstellung  der  Aequipotentialciirven.    E.  Mach. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVl,  8. 

879.  Ueber  die  Qii^bbard'scben  Ringe.  L.  DitBcheioer.  Wien. Akad.-Ber. LXXXVl, 
076. 

Vergl.  Elektrodynamik.    Pendel. 

41. 

QnadntnT. 

Suf  un  intägrateur,  instrument  servant  iV  l'int^gration  graphiqae.     Abdank- 
AbakanowicK.     Compt.  rend.  XCII,  40a,  616;  XCIV.  788. 
1.681,  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  in  der  Praiis  hauptsächlich  verwendeten  Polar- 
f  planimeter    Jnl.  Kajaba.    Wien.  Akad-Ber,  LXXXVl.  635. 

B.868.  Ein  Beitrag  Kur  Bestimmung  der  Constanten  des  Polarptanimeters,     Fr.  Lor- 
■  ■  "' - 1.  Äkad.-Ber.  LXXXVl,  657. 

anatuBlonan. 
1,  Du   the  involution  and  evo)uti.on  of  quaternions.     J.  J.  Sylvester.     PhiL 
Mag.  LXVI,  894. 


BMtUeaäoiL. 

>.  Sar  l'appUcation  d'an  thäoräme  de  Poncelet  au  calcul  approxitnatif  des 
de  courbes  planes.    H.  Ueaal.    Compt.  rend.  XCIV,  1375. 
Vergl.  Functionen  G89. 

BetraetioD, 
I.  Ueber  die  BesBel'sche  Theorie  der  Refraction.    H.Gyldän.   Astr.  Nachr.  C,  G8. 
l.  Ueber  die  Strahlenbrechung  im  Innern  eines  CometÄa.    M.  W.  Ueyer.    Astr. 

Nachr.  CD!.  363. 
'.  Die   astronomische  KeAraction  als  Function  der  meteorologischen  Elemente. 
Arth.  Kerber.    Astr,  Nachr.  CIV,  337, 
wWB.  Application  des  franges  de  Talbot  &  la  d^termination  des  iudioes  de  räfrac- 
Üon  des  liquides.     Hurion.     Corapt.  rend.  XCII,   "" 


i  appareif  Bjnth^tiquB,  reproduisant  loph^nomtne  de  la  double  r^frac- 
on  circulaiie.     Goay.     Compt  rend   XCII,  703. 

■'•^-"  *  •'fc  double  r^fraction  ciroulaire  naturelle 


Compt  r 

■    ■       ■   üble  __ 


ffistoriMh-KtoTMirch«  Abtfaetlnng. 


.  EipticatioD  d'on  coi>tra«te  en  double  r^fractioo  drcolaite.     Croalleboi 

Campt  TCDd.  XCUI,  1&9. 
.  aar  la  double  rffractioii  eltjptique  et  les  trois  Ejstemes  de  frange*.   Cronlli 

boii.    Compt.  reod    Xcn,  291,  Gt9. 


I.  Sur  de»  fonctions  qni  prorieuueot  de  i'^uatioo  de  Gdos«.   Balphi 

rend  XCll.  8M. 
I.  SolulioD  d'un  probleme   g^cer-il    sur  lea  säries.     D.  Aitdr^.     Compt.  rend.' 

XCII,  897.     [Vergl.  Bd  SXVm,  Nr.  TW,  741.] 
;    Ueber  Ableitung   neuer  uneadlicfaer  E«iheD   ans  euier  gegeI)eDen  durch  Cm- 

Stellung  der  VorEekheo  mtch  einem  bestimmten  Gesetze.    B.  Hildi 

Wien.  Akttd-Ber.  LXXXVI,  999. 
.  Ueber  Polenzreiheu,  deren  Glieder  mit  den  anleinander  folgenden  Qliedeis 

einer  arilbmeti sehen  Keihe  r<*°HAngeH  multipticirt  oder  durch  letttere  divi« 

dirt  werden.     &.  Mildner      Wien.  Akad.-Ber    LSXXVU,  S32. 
I.  Däveloppement«  en  s^rie  d'uoe  fonction  holomorphe  dans  one  oire  limit^  pa« 

lea  arC8  de  cercle.  Appell.  Compt,  reud.  iClV,  1339. 
I.  Sur  une  serie  d'Abel.  Halphen.  Compt.  reud.  XCUI,  1003. 
).  Sur  nne  raison  g^ifrale,  propre  ü  juatifier  synth^tiquemeot  Temploi  des  di<en 

di^veloppemenl«  de  fonctions  arbitraires  ugit^a  eo  Phvsiqae  maUiftnatiqna,. 

J.  Boussioesq      Com^it.  read.  XCU,  613. 
.  Sur  DU  mode  de  repr^eentation  des  fonctions.     Gfidfn.     Compt.  rend   XCll, 

213. 
I.  Eine  neue  Methode,  die  negativen  und  ungeraden  Potenzen  der  Entfernungen 

der  UimmelskÖrper  zu  entwickeln.     F   Harzer.     Astr    Nachr.  Cll.  1. 
I.  Od   the  nutnber   of  fractions  contained   in  nny   „Knrey  series"  of  whicb  tbc 
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I. 


Ueber  Reihen  harmonischer 

vom  zweiten  Grade. 

Von 

Dr.  Reinhold  Slawyk, 

Oberlehrer  in  Stniiborg  (Eliftsi). 


Hiitlxosr.  a?kifel  ITig.  1--3. 


1.  Es  sei  eine  Gerade  ®  und  ein  Strahlbüschel  K  zweiter  Ordnung 
(Tangenten  eines  Kegelschnittes  K)  gegeben.  Die  Punktreihe  &  beziehen 
wir  projectivisch  auf  den  Strahlbtlschel  K  etwa  in  folgender  Art.  Es  sei 
Sl  irgend  eine  Tangente  von  K;  wir  weisen  *drei  Punkten  von  &  projecti- 
visch drei  Punkte  von  31  zu,  wodurch  die  projectivische  Beziehung  der 
Punktreihen  &  und  31  vollständig  geordnet  ist.  Entspricht  also  einem 
Punkte  s  von  ®  ein  Punkt  d  von  31,  so  dlLrfen  wir  auch  die  (ausser  31 
noch)  aus  ^  s,n  K  führende  Tangente  als  s  projectivisch  entsprechend  ansehen, 
weil  bekanntlich  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnittes  von  den  übrigen  in 
zwei  projectivischen  Punktreihen  geschnitten  werden.  Schneidet  nun  endlich 
die  aus  ^  zu  ziehende  zweite  Tangente  eine  feste  Gerade  ^  im  Punkte  t^ 
so  entspricht  dem  Punkte  s  auch  eindeutig  der  Punkt  t.  Wir  erhalten 
somit  auf  ®  und  ^  eine  Beziehung,  wonach  jedem  Punkte  s  von  &  ein- 
deutig ein  Punkt  t  von  ^  entspricht,  eine  Beziehung,  welche  in  den 
nächsten  Zeilen  weiter  behandelt  werden  soll. 

Wir  untersuchen  zunächst  die  Frage,  wie  viele  Punktepaare  st  auf 
den  beiden  Geraden  @  und  ^  gegeben  sein  müssen,  damit  die  ganze,  oben 
erklärte  Beziehung  bestimmt  isei. 

Es  seien  zuerst  die  Punkte  s^s^s^  auf  ®  und  tit^t^  auf  ^  beliebig 
angenommen,  und  durch  tit^t^  beliebig  die  Geraden  X^X^Xj  resp.  gezogen, 
ohne  dass  dieselben  sich  in  Einem  Punkte  schneiden.  Ausserdem  nehmen 
wir  auf  ®  noch  den  Punkt  s^  und  auf  ^  noch  den  Punkt  t^  beliebig  an. 
Durch  t^  legen  wir  eine  Gerade.  31,  welche  I1I2I3  resp,  in  OiO^Os  schneiden 
mag.  Ferner  beziehen  wir  die  Punktreiben  ®  und  3(  so  aufeinander,  dass  den 
Punkten  s^s^s^  von  ®  resp.  die  Punkte  aja^  03  entsprechen.  Dann  entspricht 
in  den  so  constituirten  projectivischen  Punktreihen  &  und  31  dem  Punkte  8^ 
auch  ein  Punkt  04.  Welches  ist  nun  der  Ort  von  04,  wenn  wir  8  am  <i 
drehen,  und  a^a^a,  die  Geraden  X^X^X^  doxcblvQiQn't 

ZeiUcbr.  f.  M»tb.  u.  Pbjtik.  XXIX.  Jfthrg.  Suppl. 
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Wir  nebmen  ein  Kegel BchnittbQscbel  M  an,  dessen  DJagonaldretseit 
die  Oeraden  Xf'X^'S^  bilden,  eine  Annabme,  der  man  in  nnendlicber  Uk^i^^ 
fattigkeit  nachkommen  kann;  eB  aeien  ^^^h 

9,  -  Ä«.  j=  -  ff,!.),  !>,  -  {^,%)■  ■( 

Die  co^jugirtea  Punkte  der  Funkte  von  91,  in  ßezng  auf  M  constrturti 
liegen  auf  einem  Kegelschnitt  Ä,  welcher  g,g^g^  ciilhäll.  In  der  That  Ut 
B,  B.  ^,   der  conjngirte  Punkt  zu  a,  u.  s.  w.    A  enthält  auch  die  conjugirtai 

Punkte  Tg  und  A^  za  t^  und  a^  und  es  ist  ^^^^ 

^•^-  (  Ä\^  ,  ^M 

\Si9i9i^t)  A  (s,  s^SjS,}. 

Legen    wir    durch  fj    eine   zweite    Gerade  51,    welche   %^'Zf%^    in    den 

Punkten   t),ti(ti,    schneidet    und    construiren    auf  ihr    b^    so,    d&sa  (si^i^jS^) 

A  (^ibibjöi))!  constniiren    wir   ferner   den  Ort  B   der    conjagirt«n  Pankt« 

in  Bezog  auf  Jf,  so  ist  anter  aelbstveretäudliober  Bezeichnung 

d.  b.  T^A^B^  liegen  in  einer  geraden  Linie  Sr,. 

üeberbaupt  liegt  fUr  jede  durch  (^  gebende  Gerade  ,-fc'  der  enteprecbeude 
Punkt  Xj  auf  2j,  so  auch  der  Punkt  T\,  welcher  demjenigen  Punkte  l\ 
Ton  ^  in  Bezug  auf  das  Böschej  M  conjugirt  ist,  welcher  durch  die 
Bedingung  (s^s^s^s^)  A  C^'ji'.) 

gefunden  wird.  Umgekehrt  liegen  daher  die' in  Bexug  auf  SI  conjugirten 
Punkte  der  Punkte  von  2^  auf  einem  Kegelschnitt  /,r,,  weither  durch 
ffiffiffsh^'i  göht  und  durch  diese  fünf  Punkte  bestimmt  ist.  Die=er  Kegel- 
Btlmitt  ist  der  gesuchte  Ort  der  Punkte  a^b^  u,  s.  w. 

Nehmen  wir  nun  auf  ®  noch  eineu  Punkt  f,^  und  auf  §  noch  einen 
Punkt  t^  an,  legen  durch  /^  ein  Strahlbüschel  und  construiren  auf  jedem 
8ti*ahle  §l'  desselben  die  Punkte  a', a'j a'^ u'r, ,  wobei  die  lirei  ersteren  auf 
den  Geraden  'Z^  %^  Ij  resp.  gelegen  sind ,  und  der  vierte  a\  durch  die 
Bedingung  (a\a\a\a',)  7^  (.<j .",»,.", ) 

gefunden  wird,  so  ist  der  Ort  für  o',,  ein  Kegelschnitt  J.^,  welcher  /ijA^ü^t^ 
und  den  Punkt  t\   von  ^  enthalt,  welcher  der  Bedingung 

g.„agl.  (»,»,.%.■,,)  A  (',','/>) 

Die  beiden  Kegelschnitte  7-4  und  Xj  schneiden  sich  noch  in  einem 
reellen  Punkte  P.  Ziehen  wir  die  Geraden  tl' ^  l't^  und  ?l  =  P(.,,  so 
werden  sie  durch  1,11^2^  in  den  Punkten  o^ti'jn'j  und  Q|a„aj  ge.-chnitten. 
In   P  liegen  der  Punkt  a^  von  31  und  o'.,  von  91',  und  es  ist 

{s^s^s^s,^  A  (a'iQ'^a'go'f,")- 


Von  Dr.  Beinhold  Slawyk. 

VervollBtändigen  wir  die  beiden  Punktreihen  %  und  %'  noch  durch 
die  Punkte  a^  und  o'4  so,  dass 

80  ist  das  Produet  der  Keihen  %  und  91'  ein  Kegelschnitt  JRT,  dessen  Tan- 
genten a^a'^t^y  Oja'2^,  Oja'gfj,  040^41  ^6^\h  ^®^  Punkten  s^s^s^s^s^  pro- 
jectivisch  entsprechen  und  die  Punkte  t^.,.t^  enthalten.  Die  projectivische 
Zuordnung  des  ganzen  Strahlbüschels  K  zweiter  Ordnung  zu  den  Punkten 
von  &  ist  vollständig  bestimmt. 

Der  oben  gefundene  Punkt  P  kann  durch  directes  Linienziehen  be- 
schafft werden,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  X5  und 
L^  durch  Pg^g^g^  gehen  und  ^  resp.  in  t^t\  und  tji\  schneiden.  Es  be 
stimmen  nfimlich  die  reellen  Punktepaare  t^t\  und  t^t\  auf  ^  eine  Invo- 
lution, in  welcher  wir  die  Punkte  t^^  und  T53  finden  können,  welche  ^  und 
^  resp.  conjugirt  sind.     Es  ist  dann 

Es  möge  nun  dem  Punkte  s^  von  ®  eine  Tangente  91''  von  K  ent- 
sprechen, welche  ^  in  ^^  schneidet,  und  es  sei 

{hhh^d  A  {h^t^tW 
Diese  Tangente  9("  wird  von  den  übrigen  in  einer  Punktreihe  a"  ge- 
schnitten, welche  den  Punktreihen  s  auf  ®  und  a'  auf  V!  projectivisch  ist; 
a",  entspricht  a'»  und  ${.  Denken  wir  uns  nun,  die  Punktepaare  s^t^,  s^t^, 
hhi  ^1^4)  ^6^6  seien  gegeben,  und  stellen  wir  die  Anforderung,  den  Punkt  P' 
zu  finden,  der  dieselbe  Rolle  spielen  soll,  wie  vorhin  der  Punkt  P,  als  wir 
statt  SqIq  das  Paar  s^t^  als  gegeben  annahmen,  so  wird  nur  ein  einziger 
Punkt  P  existiren,  welcher  der  Forderung  genügt,  so  lange  wir  die  drei 
Geraden  %i%^%^  unverändert  lassen.  Dieser  Punkt  P'  kann  aber  der 
obigen  Bemerkung  zufolge  nur  der  Schnittpunkt  (Sl'2l")  —  o'g  sein.  Gerade 
so  wie  vorhin  bestimmen  die  Paare  t^t^^  und  t^t\  auf  ^  eine  Involution, 
in  welcher  wir  die  Punkte  t^gt^j  finden  können,  welche  ^  und  ^  resp.  con- 
jugirt sind.  Es  ist  dann  o'g  —  (^8^68;  9iH%)*  Auch  erhält  man  durch 
Projection  von  g^  und  g^  aus  nach  den  Punkten  a'  von  SS!  auf  %  und  $ 
die  Relationen  (,^,^^^^^>,  ^  (,^,^^^^^^^) 

Wir  sind  nun  in  der  Lage,  aus  den  ersten  fünf  Punktepaaren  st  das 
sechste  und  somit  alle  übrigen  herzuleiten.  Zunächst  bestinunen  wir  die 
Punkte  i\t\t\  unter  der  Bedingung 

SiS^S^S^S^Sq  A  ^1  ^2^8^  4*  6^  6* 

Femer  liefern  die  Paare  tji\  und  tf^t\  eine  Involution,  in  welcher 
fgTgi  ein  Paar  coi\jugirte  Punkte  sein  BoUen.    Di«  ^Eifi^^\Qi^ 
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U  ■  -' '- p 

Audi  dieee  Formel  Iftsst  sich  noch  in  anderer  Gestalt  scfareiben.    Es  ist 
(j(  .  SfS  .  s",«  •=  p  .  s^s. 
Es  sei  nun  m  die  Mitte  der  Streuke  s, /,  oder 

«,*  —  *,»»  +  wi  s 

y,»  — «",»!  + ms 

s,s  .y,s  —  (ms)*--  fms,)". 


Dann  iet 


Also  ist 


A 


»•V  ■  kh  ~  ♦"'«*  •  's'«  =  P  ■ 
oder  wenn  wir  setzen 

IV.  ms,\q  .  s^Sg  +  (g/5)  =  twsj- .  (,(5  -  TOSg*  .  /,fj. 

Femer    lassen    sich    noch   einige  Formeln  ableiten,  welche    von  unter- 
geordneter Bedeutung  sind.     Es  ist  oben  gezeigt  worden 
(mSj*  —  "tSt*)  ■  'i'f,  =P  ■  *i-S 
{(m^)*  —  ms,*!  .  /j/5  —  j> .  sjs's, 
wobei  fg,  5gs'g  enteprechende  Punkte  sind.     Daher  ist 
{ifns^y~imQ'\.t,t,^p.s\s, 


oder 


(ms^+tn^^).f,t,  =  p. 


Ferner  folgt  aus  Satz  IV: 


■  *'6%"l"  's':.  C***^!*" 


\k'Ä"*'p+'^^^'^        V* 


0(i0r  iu«h  Satz  V: 


Von  Dr.  Beinhold  Slawtk. 

Die  ganze  Beziehung  st  ist  also  nichts  anderes,  als  die  z.  B.  von 
Herrn  Emil  Weyr  (Theorie  der  mehrdeutigen  geometrischen  Elementar- 
gebilde etc.  1869)  behandelte  ein- zweideutige  Beziehung  zweier  Elementar- 
gebilde. 

2.  Es  ist  nun  an  der  Zeit,  die  Beziehung  durch  eine  Oleichong  zu 
fixiren.     Es  ist  identisch 

-  {hh^e2rs2)  iht\t^t\)  (t,t'AQ* 

Es  folgt  dies  Alles  aus  den  Betrachtungen,  die  zn  Satz  I  geführt 
haben.     Aufgelöst  lautet  die  letzte  Gleichung 

« 

^6^4  •  ^5^2  •  ^6^3  •  ^6^  ^8*^62  •  h.'^62  •  V  6  '  Hi^A  *  *6^A  •  ^62*  6 

Setzen  wir  nun  , 

und 

.  ,  ^  =  ^»  ^2  ~  A> 

so  wird  wegen 

^i*2^^4%*e  7^  ^*2^*  4^  6^  « 


sein,  und  es  lautet  die  obige  Gleichung 

oder  (h^e^i^i)  («6^6^8«i)  -  ihhh^) 

oder  bei  anderer  Bezeichnung 

III.  (titgi^tj  «=  (sjSjSjsJ  (s'is'jSjsJ 

wohei   8|S\    dem  Punkte   t^,   s^s'^   dem  Punkte  i^,  wnd  t^s,,  t^s^  si<^  ent- 
sprechen. 

Die  oben  abgeleitete  Formel  lässt  sich  auch  anders  auffassen.     Es  ist 
nämlich  ,  , 

•1^8      ^2^8  •  ^2^         T  *4     ^2^4  •  ^2^4 
t^t^     ^1^5  •  ö  X^8         ^8*4     ^1^4  •  ö  j5^ 

oder 

--  •  *    '   ,* -  «"  constant  für  jedes  Paar  st. 

Machen  wir  vom   Satz  UI   einen  specielleren  Gebrauch.     Es   seien  f^ 
und  s\  im  Unendlichen  gelegen;  dann  ist 


*  M  ö  b  i  u  8 ,  der  barycentrische  CaLctÜ ,  %  i%5.   kuc^  ^e^*^ 


Ueber  Beihen  h&Tmonischer  Uitt«lptinkte  ^ 


Paukte  a  entsprechende  Ptmkt  t  mit  dem  betreffenden  a  zasanaaeaflüit. 
Bei  dem  Schnittpunkte  (Sl®)  iet  dies  nicht  der  Fall,  ebensowenig  pr'ebt 
m  nach  andere  Punkte  s,  welche  mit  ihrem  entsprechenden  i  r.usammen- 
fallen. 

H.  Liegen  die  beiden  sich  Hn-ttceidentiff  enff^rechtnden  PufiUreihen 
s  und  t  avf  demselben  Träger,  so  gieU  es  auf  demselben  drei  msummtn- 
fdHende  Putiitepaarc  st.  Eines  derselben  ist  siels  recU.  die  bade»  anderen 
Paare  können  imaginär  sein. 

Wir  legen  femer  aof  denselben  Trüger  ®  iwei  verschiedeae  Pimkt- 
reihen,  s  tmd  S,  welche  derselben  (der  Einfachheit  halber  auch  auf  ® 
befindlichen)  Reihe  t  ein- zweideutig  entsprechen  sollen  und  stellen  die  Frage, 
ob  es  Ponkte  l  giebt,  deren  Punkte  s  und  S  in  den  beiden  ein-KWeideu- 
tigen  Beziebangen  zuBammenf allen. 

Greifen  wir  auf  die  vorhin  erwähnten  Kegelschnitte  K  und  C  zurück 
und  setzen  p  —  (®,  V). 

Die  Tangenten  von  /  an  £  schneiden  %  in  den  Punkten  i  und  §'. 
Wenn  g  nnd  @  Pol  und  Polare  von  K  sind,  und  wenn  tg  die  Gerade  » 
in  ;  schneidet,  so  sind  ää'  stets  conjngirte  Punkte  einer  Involution,  deren 
steta  reelle  Aeymptotenpunkte  pf  sind.  Dabei  sind  die  Punktreihen  t  nnd  £ 
perspectivisch  gelegen.  Die  Tangenten  vcn  v  nnd  ^  an  C  schneiden  sieh 
selbet  in  t  und  die  Gerade  @)  in  5  und  ^  resp.  Der  Punkt  t  befindet  sich 
beständig  (Sehröter,  Kgsch.  pag.  152)  auf  einer  Geraden  S,  Rind  nun 
ebenso  IS  Pol  und  Polare  von  C,  und  trifft  Gerade  Ij  die  Gerade  ®  in  r, 
dann  sind  ebenso  s^  conjugirte  Punkte  einer  Involution,  deren  stets  reelle 
Asymptote npunkte  px  sind;   die   Punktreihen   xj(    sind   dabei   projectivisch, 

Fohren  wir  dieselbe  Betrachtung  für  die  Beziehung  tS  durch,  so 
werden  unter  selbstverständlicher  Bezeichnung  die  Punktreihen  tX  projec- 
tivisch sein,  und  SS'  conjugirte  Punkte  einer  Involution,  deren  reelle  Äsym- 
ptotenpnnkte  pX  sind.  Es  ist  nämlich  jederzeit  möglieh,  ^wei  Kegel- 
schnitten K,  welche  beiden  Beziehungen  ts  und  tS  zugehören,  nicht  nur 
Eine  gemeinschaftliche  reelle  Taugente  zu  geben,  sondern  sogar  vier,  wie 
dies  aus  Satz  I  hervorgeht. 

Wir  nehmen  nun  irgend  ein  Kegel  seh  nitthüschel  93  an  und  suchen 
denjenigen  Kegelschnitt  G,  auf  dem  die  Punkte  .«,...  gelegen  ^ind,  welche 
den  Punkten  s...  von  @  in  Bezug  auf  S  conjugirt  sind.  Die  Verbindungs- 
linien der  reellen  Pnnktepaare  Sj,«",  auf  G  schneiden  sich  in  dem  reellen 
Punkte  r,  und  es  ist  die  Verbindungslinie  rs,s\  reell,  selbst  wenn  ,<.t'  und 
damit  s,^^  imaginär  sind.  Denn  jedem  Paare  ss"  entspricht  ein  stete  reeller 
Punkt  T,  und  somit  jedem  Paare  ,«,.<',  ein  Punkt  j*,  auf  G.  und  es  wird 
besäte    Ferbindungslinie    gefunden,   indem   wir   p^r^^  ziehen  (pj  zu  p  con- 
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jugirt),  die  Polare  r  von  r  für  G  construiren  und  endlich  vom  Schnitt- 
punkte (i^  PiOCi)  die  Polare  in  Bezug  auf  G  nehmen,  welche  die  verlangte 
Linie  ist.  Dieser  Strahlbüschel  r  isi  projectivisch  mit  den  Strahlbüscheln 
PiX^  und  Piti. 

Machen  wir  dieselben  Betrachtungen  für  die  zweite  Beziehung  tS,  so 
ergiebt  sich  schliesslich  ein  Strahlbtischel  jB,  welcher  projectivisch  mit  dem 
Büschel  p^f^  und  daher  auch  mit  dem  Büschel  r  ist,  und  dessen  Strahlen 
eventuell  G  in  Punktepaaren  S^S\  schneiden,  welche  für  S3  zu  SS^  con- 
jugirt  sind.  ^ 

Die  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  rB  erzeugen  einen  Kegel- 
schnitt, der  mit  G  im  Allgemeinen  vier  Punkte  gemein  hat.  Die  zu  diesen 
vier  Schnittpunkten  conjugirten  Punkte  sind  solche,  welche  in  beiden  ein- 
zweideutigen Beziehungen  demselben  Punkte  t  entsprechen. 

X.  Sind  auf  demselben  Träger  ®  zwei  ein- zweideutige  Punktreihen  ts 
und  ts  gelegen,  so  ereignet  es  sich  im  Allgemeinen  viermal,  dass  einem  Punkte  t 
derselbe  Punkt  s  in  beiden  ein- zweideutigen  Beziehungen  entspricht.  Die  vier 
Punkte  s  können  paarweise  imaginär  sein, 

4.  Von  der  vorstehenden,  als  Einleitung  behandelten,  ein- zweideutigen 
Beziehung  der  auf  demselben  Träger  %  liegenden  geraden  Punktreihen 
s  und  t  machen  wir  im  Nachfolgenden  eine  speciellere  Anwendung.  Wir 
hatten  im  Satz  IV 

q.s^s^  +  t^tj  ""  ms^^ .  t^t^  —  ms^^ .  t^t^ 
Wir  setzen  darin 

so  dass  also  wird 

2  .  s^s^  +  t^t^  ^  ms^^.  t^t^  ~  ms^^.  t^t^ 
2  .s^s^  +  t^ij  '^  fns^^.t^ij  —  ms^^.t^t^ 

Hierin  bedeuten  also  s^t^,  s^t^^  s^tj  entsprechende  Punkte.  Dem  Punkte 
^  resp.  t^  entsprechen  s^  resp.  s^sf^y  und  es  ist  m  die  Mitte  der  Strecke  s^sf^. 

Es  drängt  sich  uns  zunächst  die  Frage  auf,  in  welcher  Art  die  fünf 
Punktepaare  st,  welche  nach  dem  Vorhergehenden  eine  ein- zweideutige 
Beziehung  bestimmen,  zu  wählen  sind,  damit  die  speciellere  Art  der  Be- 
ziehung, in  der  eben  g  «=  2  ist,  sich  ergebe. 

Wir  nehmen  zwei  Punktepaare  s^t^  und  s^i^  auf  einer  Geraden  be- 
liebig an  und  construiren  die  vier  harmonischen  Punkte  x  und  y  so,- dass 

ih^ehy)  --  - 1- 

Die  2  .  3  Punkte  s^t^x  und  s^i^y  der  Geraden  bestimmen  auf  ihr  zwei 
eindeutige  projectivische  Pmiktreilieny  in  deaen 
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harinoniscber  Mittelpunkte  Tom  zweiten  Gr&da.    ^H 

^Ss's  Ä  ^!fU 

GeL     Die  beiden  Paiibtreiheii  werden  im  Allgemeinen  ein  P&ar  reelle  Doppd 

punkte    (sich    aelbBt 

entsprechende    Funkte)  s^  und  Sg    haben;    es    ist   dun 

alBc 

(jüH'^^)  =  (Uf^ih)                      ^H 

oder,  durcb 

diridirt 

ebenso 

(U^iSgR,)  +  (feS^s^fl,)  =  -  li 

t'c-S"«»*)  +  ('«%%"«)  =  -  1-  - 

Femer  coDstruiren  wir  die  vier  barmoniscben  Punkle  £17  so,   dase 

1   die  2  .  3  Punkte  s^t^i  und  /«*gi)  ebenfalls   zwei    «in 

Ks  werden  Jani 

deutige  projectiviachc 

»s'bS  A  'fl^fil 

ist.     Auch   diese  Pnnktreihen  werden   iwei   im  Allgemeinea   reelle   Doppel- 

pankte  tx  haben,  so 

dass  also 

und  da  nach  den  obigen  Gleichungen 

(^ih^^t)  =  ö'     (Schröter,  Kgsch.  pag.  7) 


oder 


iet.     DanD  ist  auch 


so  folgt 


(%'«';ss)  = 


^_  {'Ml)  .  (.•,,',.iO, 

(•■„',.;■'.)  O'.'.'/ssl 

•!-(%'!»«')(••.'«%'); 

ebeDäo 

1 -(%',.».•)  (.•.'.'„.). 

Äua  der  Gleichheit 

('.■'«'iO  -  (■•i'.-.l'i 

((,»,,.)  -   (..s(,|.l 

folgt  durch  DiviMOn 

{l^\zt)  =  (Ss'jtO 

oder 

(',■'.'0-1 '>■■•'■). 

d.  b.  t^t^,  s^Sf,  ti  sind  i 

sechs  foulte  ia  In^obxtion. 
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Ebenso  folgt  aas  der  Gleichheit 

dass  fgfg,  s^Sq^  xy  sechs  Punkte  in  Involution  sind. 
Aber  aus  der  Projectivit&t 

folgt  die  Gleichheit 

{s^xs^s^  «  {ys^s^s^) 
oder 

{s^xs^s^  =  {s^ys^s^), 

d.  h.  s^Sq^  xy^  s^s^   sind   auch   sechs  Punkte  in  Involution.     Da  nun  eine 
Involution  durch  zwei  Paar  conjugirte  Punkte  bestimmt  ist,  so  folgt,  dass 
^6^6)  ^5^6)  ^7^8)  ^^^  endlich,  dass  s^s^^  s^s^^  t^t^^  tx  Paare  conjugirter  Punkte 
derselben  Involution  sind.  — 
Die  Gleichung 

lässt  sich  noch  in  manchen  anderen  Formen  schreiben.     Es  ist  nämlich 

(t,S,S,B,)  +  1  -  -  (1  -  (t,S,B,S,)) 1  +  ^, 


Ebenso 


1  +  2(^6  «tOCM«  «70-0. 

(<6^6«7«6)(^6V70--2' 


1+2  (^6^««7«6)  (^6^6«70  "-  Ö- 

Wir  wollen  uns  zunftchst  auf  die  Vorführung  dieser  Form  beschränken, 
um  von  ihr  einen  wichtigen  Gebrauch  zu  machen. 

Es  sei  der  Punkt  a  so  bestimmt,  dass  die  Punktepaare 

1)  «6^7»  ^«^8>  h^ 

eine  Involution  bilden.     Vorhin  hatten  wir  gesehen,  dass 

conjugirte  Punkte  einer  Involution  sind,  daher  ist  dies  (Schröter,  Kgsoh. 
pag.  57)  auch  bei  den  Paaren 

der  Fall. 

^'  ""^  (^6^5^6*7)  +  {*,$.$,$,)  -  -  1 , 

daher  wegen  Involution  1)  ancb 
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1  zweiten  Grsde. 


I  oder 


daher 
a.b. 


(bs, SjSb)  +  («jVt«r)  ^ l. 

—  (oSjSijSj)  (aSjSflSg)  —  1  —  ('e^e^T**)' 
Folge  der  loTotatioii  3).     Aber 

-  (os,^fis)  (osjStO  (oSt'^Ss)  -  1  =  ('s««s,»s), 

- 1  =  ("«i'isO  +  ('(i'dSi'B). 

and  abeoBO  in  Folge  der  Involntioiien    l)  aad  3) 

-1  =  ('.«« -'7 ''s) +  («^^;««^«)- 
Vergleichen   wir  dies  mit  den  früheren  Resultaten 

—  1  =  ('sSsSfiS,)  +  ('fiSj%sJ, 

so  ergiebt  sieb,  aase  al^  und  s-jS^  zu  s^ti^  dieselbe  Steliung  einnefamen .  wii 
t^t^  nnd  s,s„  M  s^s.. 

Ebenso  ist 
wegen  Involntion  l). 

-(»»,,..,)  (!.«,,,..) -1- ('.»5»,'.) 

-(a,,,,,,)(a«,v.)-I- &.%»,■'.). 

(.,,,.,.,)  («..,,.»,)  («,,»,,,)  ~  1  -  &,.„,.,.,) 
-(<■»,%■•.) -I- {'.%«,>«), 

-i-(i,s5»,..,) +  (<.»,,,,.,); 

eoenso 

-1- (<■,.,»,»,)  +  ((,%», s,), 
d.  h.  a(j  and  s^s^  nehmen  m  s^s^  dieselbe  Stellung    ein,    wie  l^lr,   und  Sjä 


(^i^s^h^t)  +  ("^^^b)  ~  ' 


und  wegen 


d. 


Dalier  Ut  a 


1 


Durch  Multiplication  beider  Gleichungen  ergiebt  >sich 
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Vergleichen  wir  dies  mit  den  früheren  Oleiehungen 

so  zeigt  sich,   dass  a  einer  der   beiden  Punkte  t  oder  t  ist.     Wir   fixiren 
a^  t=:ijf  also 

und  Sf^s^y  s^s^y  t^t^  in  Involution.     Ebenso  ist 

Construiren  wir  femer  den  Punkt  b  so,  dass  s^s^^  s^s^,  t^b  sechs  Punkte 
in  Involution  sind,  dann  ist  dies  auch  bei  den  Punkten 

der  Fall.     Es  folgt  dann  gerade  so  wie  vorhin 

und  wir  müssen  6  =  r  =  ^g  fixiren,  also 

-  1  «  (^«ßSg««)  +  (hhhh)y 

-  1  -  (tf^s^s^s^)  +  (ks^s^s^), 

und  es  bilden  s^s^^  ^5 5g,  t^t^  eine  Involution. 

Dann  haben  wir  also  drei  Involutionen,  n&mlich 

*6*6»  *7*8»  ^6*6»  hh^ 
^6^7?  *6*8>  *6^»  *6^» 
^6*8»    *6*7»    ^6^8»    ^6*7» 

und   es   sind  in  den  Formeln,   welche  Doppelschnittverhältnisse   enthalten, 
und  zwar  in  jedem  derselben,  speciell  in 

die  Indices  beliebig  gegen  einander  vertauschbar.     Die  vier  Paar  Punkte 
5^  wollen  wir  eine  „Doppelvier'*  nennen.  — 

Die  letzte  der  obigen  drei  Gleichungen  kann  man  nun  auch  schreiben: 

0  «  1  +  2  (tffS^s^s^)  (tjs^s^t^). 

Wir  werden  dieselbe  noch  in  eine  andere  Form  bringen.     Es  ergiebt 
sich  zunächst 

oder  ^^ 
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iiben  b&rmoniscber  Mittelpaniite  vom  zweiten  Grade. 

1 

j,«,.J,^.V,-S.>,i-»,<,V.. 

hh 

■  hH  ■  (>A  -  'A)  -  2  •  «i'e  •  «.li  ■  (».%  -  «5»,). 

hh 

In  dieser  Gleicboog  sind  die  Indjces  gegenaeitig  vertaascbbar.  — 

Ana  der  Gleicbnug 

0_l  +  2((,,,s,,,){(,s,>,lj) 

folgt  ferner 

,  ..  „'.'•■•.'i-Vi 
».■',-  s.S.  ■  <.'. 

nnd  fibnücb 

s,.<e .  (ijSs  —  St(s  .  s,(g      2  .  «„Sj  +  (gtj 

"t'. -»ri.                            1.'. 

Daber 

■Vi_ 

■•.».-•.'.■•.',    •i's-'i^i'.'.       2. .,«,  +  1,1, 
■hh-hh-',!.    •.h-'.t,-',',      2-'.».  +  '.'. 

4 -(.,l,s,0  («,!,».(,), 

4 

i-ih<,'A){ui,'A) 

Atta  der  Involution 
ergebt  sich 


'Vi  ■  %%  —  hh  ■  hh    M-SV«  2 s^^r.  +  t-,tf, 


eine   der  Gleichungen    von  Desargues.     Ebenso   folgt   aus   der    Involution 


die  Gleichung 
Daher  ist  durch  üiv 


~  's';  ■  's^s  ■  '««7  ■"  -S'«  ■  'j''«  ■  's''7. 
-  .'6 '7  ■  Cs-^J  +  s,S8^  .  'sSj  -  "'A  -  Cv^s  +  ■'e---;)  ■  ';■'«■ 
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Sf^Sf  .  Sg5y         t^Sfj  .  fßS'j  55  fg 


*6*6  •  ^7^6         *5^6  •  ^7^6  ^6^7 


Daher  haben  wir  nnn  die  neue  Gleichung 


f 


d.  D. 

^h^e  +  hU  _  2V7  +  ^5^7  ^  ^hh  +  h^8 

Auch  in  dieser  Gleichung  sind  die  Indices  gegen  einander  vertauschbar. 
Wir  fassen  die  bisherigen  Resultate  zusammen: 

XL  Es  seien  zwei  Paar  Punkte  Sgtg  tmd  Sgtg    einer  Geraden  gegeben. 
Sucht  man  die  vierten  harmonischen  Punkte  xy  nach  den  Gleichungen 

und  setzt  man 

xsgtg  A  Sgytg, 

so  haben   die  so  constituirten  prcjecHvischen  Punktreihen  ein  Paar  Doppel- 
punkte 87  Bg. 

Sucht  man  ebenso  die  vier  harmonischen  Punkte  $17  nach  den  Gleichungen 

und  setzt  man 

85*6$  A  tgSßi?,     • 

so   haben   auch   diese   so   constituirten  projectivischen  Punktreihen   ein  Paar 

Doppelpunkte  t^tg.   Es  lassen  sich  dabei  die  Punkte  87  Sg  und  t^tg  50  gruppiren, 

dass 

8586»  ^6*0»  878g,  t^tg 

conjugirte  Punkte  einer  Involution  sind,  ebenso 

,  8587,    tgt,,    SgSg,    tgtg 

und 

hhy  %%y  8587,  tgt,. 

Es  hängen  irgend  zwei  Paar  Punkte  st  von  den  beiden  andern  in  der- 
selben Weise  ab,  tvie  es  oben  von  85 tg  und  s^tg  angegeben  worden. 
Solche  vier  Paar  Punkte  nennen  wir  eine 

„Doppelvier**. 
Es  bestehen  für  irgend  drei  Punktepaare  derselben  die  ReHationen 

1)  1  + 2(^555^6)  ('6M7Ü^0. 

3)  (hhh^i)  +  (^s^e^öM 1- 

4)  *Ä^«±?i*^«*ft*»±AaL^. 


16        Üeber  Reihen  harmoiuBcbei  Mittelpunkte  i 


i  zweiten  Grftda. 


I 


K'.  I. ',)-(<.  %».>.)"■ 

(<, ..s, >,)■-((,(.«,.,)  (I,(,f,/,). 
Die  Beweise  fflr  die  letzten  Formeln  sind  leicht  zu  faliren,   ' 
die  Sammlung  auch  noch  leicht  vermehren  könnt«,  z.  B.  darcb   d^aa^ 


6) 

^) 

und  f>i 
8) 
9) 


W  •'«»«■ '7'. 


bewiesene  Formel 

10) 
oder  durch 

11)  CfiSlS«»,)  {lßSt?-!St)  ('T-'j«B*fl^  -  1    O-  «-  ^■ 

Nun  können  wir  an  die  Beantwortung  der  uns  pag.  9  geiteltten   . 
gehen.     Wir  haben  die  Gtaichangea 

S5-«« +_2V6  _  "s^T  +2V5 

nan  z.  B.  auch   7  mit  6  -vertaaBcbeu  kann. 

li  ni  ein  beliebiger  Punkt  der  Geraden,  auf  der  die  Punkte  .' 

nd.     Dann    können    wir   die    Identität  1=1    auch    in    der 


in  denen 


gelegen    B 
schreiben: 


(.%.'tV.,. 


■^?-  +^\h 


V- (2.  ■'..'.+ ^0  +  ». 


Sehr  leicht  erhfilt  man  hieraus 


'r,'+.S.<,'+2-i 
,,'+.<s<,"+2-' 


,/.(,„,,+ 


's's— 
Form 

+  1 
+  1 


■•s's' 
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wobei  die  Indicee  beliebig  vertauschbar  sind. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Punktepaare  st  einer  Doppelvier  unend- 
lich oftmal  entsprechende  Punkte  der  specielleren  Art  ein -zweideutiger  Be- 
ziehung {q  =  2)  sind,  wobei  die  beiden  Punkte  m  und  ^2  aufeinanderfallen. 

Wir  haben  gezeigt,  dass  zwei  Paar  Punkte  st  einer  Doppelvier  die 
beiden  andern  auf  eindeutige  Art  erzeugen,  und  können  somit  sagen,  dass, 
wenn  zwei  Paar  Punkte  st  einer  Doppelvier  entsprechende  Punkte  irgend 
einer  ein -zweideutigen  Beziehung  der  specielleren  Natur  (7  ■«  2)  mit  auf- 
einander fallenden  Punkten  mt^  sind,  es  die  beiden  andern  auch  sein  müssen. 

Aufmerksam  sei  hier  darauf  gemacht,  dass,  wenn  zwei  Ponktepaare  der 
Doppel  vier  in  eins  zusammenfallen,  dann  die  beiden  andern  Paar  unbestimmt 
werden. 

Die  vier  gesonderten  Punktepaare  st  einer  Doppelvier  können  überhaupt 
nur  entsprechende  Punkte  einer  ein -zweideutigen  Beziehung  der  specielleren 
Art  (g  =  2)  sein. 

Eine  allgemeine  ein -zweideutige  Beziehung  ist  bestimmt  durch  fünf 
Paar  Punkte  st^  also  z.  B.  durch  eine  Doppel  vier  und  ein  Paar  beliebiger 
Punkte  54^4.  In  dieser  Beziehung  entspricht  dem  Punkte  s^  der  Punkt  t^. 
Die  Beziehung  ist  also  auch  bestimmt  durch  die  Doppel  vier  und  das  Punkte- 
paar s^t^,  und  es  sind  sj;^  darin  entsprechende  Punkte.  Diese  Beziehung 
ist  aber  von  der  specielleren  Natur,  weil  wir  ja  den  ganz  beliebig  ge- 
wühlten Punkt  m  der  beiden  letzten  Formeln  nach  t^  legen  können. 

Es  folgt  also  hieraus,  dass  eine  Beziehung  (g  =  2)  durch  zwei  Doppel- 
vieren bestimmt  ist,  welche  ein  Paar  Punkte  gemeinschaftlich  haben  oder, 
was  dasselbe  besagt,  durch  drei  beliebig  angenommene  Punktepaare  st 

XII.  Bilden  unter  den  fünf  Punktepaaren  st,  welche  ein  ein- zwei- 
deutiges Gebilde  auf  dem  geraden  Träger  ®  bestimmen,  vier  Paare  eine  Doppei- 
mer, so  ist  das  Gebilde  von  der  specielleren  Natur  (q^  2  mit  aufeinander 
liegenden  Punkten  mtg,  cf,  Satz  TV),  Dasselbe  ist  durch  zwei  Doppelvieren, 
tcelche  ein  Punktepaar  gemeinsam  Imben,  oder,  mit  anderen  Worten,  durch 
drei  beliebige  Punktepaare  st  bestimmt^  welche  nicht  Bestandtheüe  Einer  Doppel- 
vier sifid.  Greift  man  irgend  zwei  entsprechende  Punktepaare  st  heraus, 
so  bestimmen  dieselben  eine  Doppelvier^  deren  restirende  Puhktepaare  ebenfalls 
entsprechende  Punkte  der  Beziehung  liefern.  • 

Wir  nennen  das  Gebilde  eine  „  Reihe  harmonischer  Mittd  zweiter  Ordnung  ", 
einen  Punkt  t  ,^PoV*  und  jeden  der  beiden  ihm  entsprechenden  Punkte  ss' 
sein  „harmonisclies  Mittel  zweiter  Ordnung**,  umgekehrt  jeden  der  Punkte  ss' 
„Pol**  und  den  Punkt  t  ihr  „harmonisches  MUtel  erster  Ordwa-ag'*. 

ZeJtsobr.  f.  M»tb.  u.  Phygik.    XXIX.  Jahrg.    Suppl.  ''^ 


■ 

^H 

18        Heber 

Reihen 

harmoniacher  Mittelpunkte 

vom  zweiten 

»-^-tH 

welche   sich 

bei    Cr 

emona,    Introdazioue   pag. 

16    de 

r    deutschen    Deber-    | 

Betzimg  find 

n,  werd 

n  wir  erst  später  zeigen  können. 

Der    im 

geführte 

3&Lk    zeigt    uns,    wie    man    eine 

Reihe 

barmoniecher 

Mittelpuiikte 

zweiter 

Ordnung  conglruireu  kann. 

5.  Die 

vier  Paai 

e  einer  Doppelvier  wollen 

wir  spe 

ialisir 

en.    Es  sollen 

die   Piinkta 

harmonischen 

Mittelpunkts 

t weiter  UrdnuQg  Bein 

,  also  (j  -  (g,  Sj,  fE  i/j.     Wenden 

Yrir  die  Formel  2)    J 

Satz  XI  an, 

so  wird 

i-lHh^.h)ihhHh 

i 

d.h. 

ebonBo 

-2-(^s*,ts*j)  +  («i»B 

.h) 

1 

0 -{!+{». Vs't)! 

J 

-  1  -  (s^^fkOi 
- 1  -  (%*i^W. 

m 

Es  fallen  &1bo  (, 

lind  t^  lue&mroen,  nSmlioh 

in  den  vierten  harmonischni  ^ 

Punkt  KU  (j 

und  SjÄ, 

1 

^^^_     Femer 

ergiebt 

Pormel  1)  ßafa  XI 

».',)■ 

i 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 
daher 

(<,»,»<%) --li 

ebenso 

ifih^eh)  =  -  1- 

Die  beiden  Punkte  s,«^  fallen  also  mit  t^  znEammen. 

XIII,  Fallen  in  einer  ßoppehitr  zwei  Punl-te  tr,  tmd  t^  zusammen, 
tcährend  die  enl sprechende»  l'utd'te  s^  un4  s,;  die  harmonisehen  Mittel  zweHrr 
Ordnung  von  tj  sh}d,  so  fallen  auch  die  beidm  anderen  I'iiiil;tf})aare  sti'iammt'n, 
niimlich  8,  und  s,  nach  t^,  utid  t,tg  in  den  vierten  harmonischen  Punit  zu 
tj  und  658,;,  letztere  beide  zugeordnet. 

Dies  giebt  mit  anderen  Worten  den   bekannten  Satz: 

Das  harmonische  Mittel  erster  Ordnung  eines  Punktes  }i  ist  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  p  und  seinen  beiden  harmonischen  Mitteln  zweiter 
Ordnung,  letztere  beide  zugeordnet. 

DasB  dieser  Satz  für  p^  seine  Richtigkeit  hat,  sahen  wir  schon,  denn 
es  fielen  Ja  m  und  t^  auf  einander. 

Lüsst  man  die  Punkte  Sj  .''^  t^  1^  auch  noch  zusammenfallen ,  sc  fioilet 
man  sehr  leicht  den  bekannten  äa,lz; 
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XIV.  Die  Jiarmonischen  Mittel  zweiter  Ordnung  der  Pirnkte  einer  Geraden 
bilden  eine  Involution  zweiten  Grades,  in  der  die  zwei  harmonischen  Mittel- 
punkte Eines  Poles  conjugirt  sind.  Jeder  der  beiden  Äsymptotenpunkte  der 
Involution  hat  ein  Paar,  mit  dem  cmdem  Asymptotenpunkte  zusammen- 
fallender harmonischer  Mittelpunkte  zweiter  Ordnung.  Die  beiden  Asymptoten- 
punkte stellen  demnach  zusammen  zwei  Doppelvieren  dar. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Beantwortung  der  Frage,  wie  viele  Punkte- 
paare einer  Doppelvier  reell  sein  müssen.  Eine  Doppelvier  ist  durch  zwei 
Pnnktepaare  s^t^  und  s^t^  bestimmt,  und  diese  nehmen  wir  als  reell  an. 
Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  von  den  beiden  anderen  Paaren  die  Punkte 
f^/g  zugleich  mit  s^s^  reell  sind.  Es  sind  ja  t^t^  die  Schnittpunkte  gewisser 
Tangenten  eines  Kegelschnittes  mit  einer  Geraden,  und  diese  Tangenten 
sind  eben  mit  s^  und  s^  zugleich  reell,  s^  und  s^  können  auch  nur  gleich- 
zeitig imaginär  werden,  da  sie  als  Doppelpunkte  zweier  projectivischen 
Punktreihen  definirt  worden  sind,  ebenso  t^t^. 

Für  die  nachfolgende  Untersuchung  wird  es  aber  von  Vortheil  sein, 
wenn  wir  ^^^g  als  die  Asymptotenpunkte  einer  Involution  ansehen.  Es  sei 
zu  dem  Zwecke  t^  definirt  durch  die  Gleichung  l)  •••{hhh'^b)'^  "~  2-  ^^ 
hatten  früher  gesehen,  dass 

-  1  -  05^6*7)  + Os^ö^e^s)- 
oder  .  N   .  /  \ 

(^sVt^s)"*  —  1- 

würden  wir  ebenso  erhalten,  wenn  wir  gesetzt  hatten  2)  "•(s^t^Sf^x^^  —  2. 
Wir    sehen    also,    dass   ^^^g   die   Asymptotenpunkte    einer   Involution 
zweiten    Grades   sind,   von  welcher   t^^x^  und   t^x^   cosjugirte   Punkte   sind. 
Aus  der  Gleichheit 

ifhhh'^^  -  {hhhH)  •"  ""  2" 
folgt  übrigens  zugleich,  dass  x^x^  cosjugirt  sind  in  der  Involution 

^6*6»    *6*6»    *7*8>   ^ö'^^e* 

Die  vier  Buchstaben  s^s^t^t^  können  auf  24  verschiedene  Arten  hinter 
einander  geschrieben  werden,  von  denen  je  zwei  für  uns  gleichwerthig  sind, 
welche  dieselbe  Anordnung  der  Buchstaben,  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge 
bringen.  Wir  wenden  uns  zuerst  zu  den  vier  Anordnungen,  in  denen  $^8^ 
von  Einem  der  Punkte  i^t^  getrennt  werden «  ütoXx^V. 


üeber  Reiben  harmonisclier  Mittelpunkte  vom  zweiten    örade. 


i 


».  «,».%• 

Die  durch  die   Punkte  s^s^,   fj'«,  i,,t„  beatiniinte  Inrolation    ist  • 
elliptisch,  folglich  (Schröter,  Kgscli.  pag.  57)  i§t  die  InTolation  t^r^,  t^x^ 
hyperbolisch,  ihre  Asymptotenpunkte  SjS,  sind  also  reell. 

Unter  den  acht  Complexlonen ,  in  denen  s^.s^  nicht  von  Einem  Att 
Punkte  t^tf^  getrennt  werden,  heben  wir  zunächst  diejenigen  vier  beraiu,  ia 
denen  S^t^  nicht  von  Einem  der  Punkte  s,,/^  getrennt  werden: 


*f'«'«'r.- 

Wir  werden  sehe 

B,    dasB  voi 

n   diesen 

vier  Verbindungen  dasselbe  giH, 

»i.  yoi  den 

ersten,   e 

lur  ist  der 

Beweis  t 

)in  anderer. 

wollen 

ihn 

auch 

d« 

Küm  belber 

nur  für 

eine  Verbindnng  durchführen. 

Die  Glei 
2) 

ichaog 

K'. 

i*iV=- 

-  2 

. 

4 

ergiebt 

ih 

Sg  (g  Ig)  — 

i 

oder 
3) 

3. 

eh          -'ti 

3 

1^ 

ebenso 

3. 

■<a'.       -'B 

rj 

Ebenso 

folgt  au8 

2) 

'J'.          ^'L 

*s 

Nehmen  wir  /,.  B.  die  Complevinn  .«,, 
3)    5  '■  >  1^  il.  h.  r^  und  Tj  liegen  nicht  ;i' 

^<0   und 

d.  b.  T^  liegt  nwischen  ä^;,.,  und  r-,  nit-ht 
bolischen  Involution  -<.,.«,;,  /.,(,-.  i.,i,;  kann 
Mittelpunkte  m  der  eben  ftenaunten  Invi 
von   /j    gelegen    sein   (wir   denken  uns  s 


■'  >  0. 


frrgiebt  das  Kriterium 
Kriterium  4)  ergiebl 


Wegen  der  hyper- 
lemnach  i,.,  entweder  zwischen  dem 
liition  und  /^.  und  dann  t^  rechte 
^s^/gf,^  von    links    nach    rechte   ge- 
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richtet),  oder  es  befindet  sich  Tg  zwischen  m  und  Sg,  und  dann  Tg  links 
von  Sr^.  In  beiden  Fällen  trennen  sich  die  Punktepaare  t^r^  und  t^x^  nicht, 
bestimmen  also  eine  hyperbolische  Involution,  deren  Asjmptotenpunkte  s^s^ 
somit  reell  sind,  und  je  einer  zwischen  s^s^  und  t^t^  sich  befinden.  Die 
Punkte  t^  und  t^  liegen  daher  beide  zwischen  s^t^. 

Es  bleiben  uns  noch  vier  Complexionen,  in  denen  jedes  der  Paare  s^t^, 
5g  fg  durch  Einen  Punkt  des  andern  Paares  getrennt  wird.  Es  sind  dies 
die  Verbindungen 

^6  ^6  ^6  ^6 
^6  ^6  ^5  ^6* 

Wir  werden  sehen ,  dass  hier  die  Punkte  s^  $g  sowohl  reell  als 
imaginär  sein  können.  Bezeichnen  wir  wieder  mit  m  den  Mittelpunkt  der 
Involution  5^5^,  t^t^^  Tgtß,  so  ist 

mtg  S^  Tg      5g  Tg 

oder  nach  Kriterium  3) 


oder  nach  Kriterium  4) 

.       fWTg  '^  Vg^g  +  "^hh  '    h h  •  ^^6^6 
Zugleich  ist 

Behandeln    wir    zunächst   die   Complexionen  s^St^t^i^  und   i^tt^s^s^^    bei 
denen  m  zwischen   den   beiden   mittleren  Punkten  gelegen  sein  muss.     Für 

tu/  S  T 

die  Lage  S'^SrJ^ir^  ist  — ~  >  1.     Es  ergiebt  Kriterium  4)  — —  <  1,  d.  h.  Tg 

liegt  zwischen  55^5. 

Es  sind  demnach  die  vier  Lagen  möglich:  TgSgÄgTgm/gfg,  ^e ^5*** ^6 ^6 ^5 ^6» 
V.^r»^^6^5^(>^6  ^^^  ^6  ^5  ^^6  ^6  ^6  ^5*    ^^  ^®^  ^^^^  erstcu  Fällen  ist  die  Involution 

tr,r^f  /gTg  elliptisch,  -  ^  <  1  und  s^s^  imaginär,  im  vierten  Falle  aber  hjper- 


WTg 


WT5 


bolisch,   —   >  1  und  575g  reelL 


WTg 


Bei  der  Lage  ^g /55g  55  und  den  beiden  noch  restirenden  ist  der  Beweis 
ähnlich.     Wir  sprechen  gleich  das  Resultat  aus: 

XV.  Sind  ewci  Puhktepaare  85 1^  tmd  Sgtg  einer  Doppeimer  reelly  so  sind 
die  vkr  Punkte  der  beiden  andern  Paare  entweder  gemeinsdhafllich  reeU  oder 
gemeinschaftlich  imaginär.    Der  erste  Fall  tritt  stei^  ein,  mowj^  dAs  ^aw  %.^^ 


33         üeber  ß«ibeii  härmoniecher  Vittetpunkte  Tr>m  zweiten    Grade. 


von  JStnem  dtr  Punite  t^t^  gdrefutt  wird.  Wttm  diese  Trftmtmg  ittelt 
etattfindri,  fo  IriH  dfttnoth  der  rrgtc  Fatl  ä»,  sobald  das  Paar  ij^ 
mcht  von  Einem  der  Pvnktc  Bf\  pdrentU  wird.  Wetm  Jedoch  Sjtj 
Einfm  der  PufJilf  s^tg  grlrmtit  tcerden,  so  IcÖnnfn  btidr-  FäUc  e%nlr*ta^ 
nämliiA  Ar  erste,  Acenn  die  Quolienten 

cfUueder  beide  grösser  oder  beide  hl^iner  ais  Eins  sind;  fOftst  findtt  der 
FaU  stalt 

Es  bleibt  noch  m  beweisen,  dosB,  wenn  die  Punkte  äjS^  reell 
im&ginSr  sind,  dies  aucb  hei  den  Paukten  ',f^  der  Fall  ist  und  aingek«M 
Wir  suchen  za  dem  Zweck  eine  Involution  herzustellen,  deren  Äsjmptotw 
punkte  ',f^  sind.     £b  sei 

S)  (.wA)  ('.'.\'J  -  - 1, 

wo  T^  die  obige  Bedeutuig  bebaltea  eoll.    Aus  der  Gleichung  1}  fol^ 

■tri  j 

C«.'.<.'.)-2|3-(V.'.'.)I- 

Fröber  aber  Latten  wir  (Satz  XT) 

...  4  -  (».t,».',)  {».'.»>',), 

und  es  ist  . 

C'.».'i',)-I-(».'s«.',), 

Daber  (••>'.'.',)- l  ■  1 1  -  (-'.'.V,)!. 

(«.■-.'>'.)  -  1 1  -  (h'.'A)  I  ■  1 1  -  (.%'.»>',)  I 

-5-l(%'.».',)  +  h',.s',)l- 

Daher 

3  -  (».«.'.(.1  -  -  2  +  ((%(..■,(,)  +  (»,'.%(,)  1. 
Daraos  findet  man  einfach 

2  ('.V:Q  -  (%'=».',)  +  (.•.'..■>',). 
Setzen  wir  noch 

6)  (^«-'5''6'6){'6VeT6)=-l, 

SO  ergiebt,  sich  leicht,  dass 

"s-'e.  's'c-  »s^fii  '',',«6 
eine  Involution  bilden.     Daher  ist  dann 

-    1    -(*.«. '7  U 

würden  wir  ebenso  aus  der  Bedingung  6)  erhalten  haben. 

Es    sind    also    l.l,    die    Asvmptotenpunkte     einer    InvolutioD     zweiten 
Grades,  tob  der  s^o^  und  s^a^  conjugiite  V\i»kt«  sind. 
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Die  Oleichungen  5)  und  6)  ergeben  aber  leicht 

Die  Involution  t^t^y  f^tg,  deren  Asymptotenpunkte  s^s^  sind,  ist  aber 
elliptisch  oder  hyperbolisch,  je  nachdenj  {tf^t^r^t^)  positiv  oder  negativ  ist, 
ebenso  bei  (s^s^a^CQ).  Daher  sind  ^^^g  zugleich  mit  s^s^  reell  oder  imaginär 
und  umgekehrt. 

Die  Oleichungen  1)  bis  4)  verhelfen  uns  auch  zu  einer  zweiten 
Construction  einer  Doppelvier,  welche  bis  auf  einen  (übrigens  nm»  der 
Bequemlichkeit  wegen  verwendeten)  Hilfskreis  linear  ist. 

XVI.  Aufgabe.  Gegeben  seien  auf  der  Geraden  @  die  FiMiktepaare  s^tg 
und  Sßtß  einer  Dappdvier,  Gesucht  werden  die  beiden  anderen  Paare  B^tj 
und  Sgtg. 

Auflösung,  Beschreibe  über  s^Sg  als  Durchmesser  den  ^reis,  errichte 
in  seinem  Mittelpunkt  senkrecJU  auf  @  den  Durchmesser  gh,  verlängere  ihn 
über  g  um  sich  selbst  bis  k,  bestimme  die  Punkte 

^&^  (kse»  Sk)y     m  ==  (tßß»  S%)i 
%=  O^h'  Ssnaft),  %=-  (hsg,  Sgmg). 

Nenne  T^TgNgNg  die  Schnittpunkte  des  Kreises  mit  den  Geraden  gtß, 
gtß,  gn^,  gng  resp.,  lege  vom  Punkte  (N^T^,  NgTg)  an  den  Kreis  die  Tan- 
genten mit  den  Berührungspunkten  S^Sg  und  schneide  ®  in  s^  und  Sg  durch 
gS,  und  gSg. 

Bestimme  b  =  (S587,  SgSg)  und  schneide  den  Kreis  in  T,  und  Tg  durch 
bTg  resp,  bTg,  dann  ist 

t7=(®,  gT^)   und  tg=(@,gTg). 
Der  Beweis  für  diese  Construction  ist  der  folgende.     Nennen  wir  noch 
l^  den  Schnittpunkt  von  111555  mit  der  Tangente  in  5g,  dann  sind  folgende 
harmonische  Strahlen  vorhanden: 

Ss(9k^^) 1. 

oder  auch 

Se(phkk)^2. 

Daher 

««  (^Ä^jÄ;)  =  —  2. 

Projicirt  man  die  vier  Strahlen  auf  111555,  so  giebt  es  (i^s^h^b)  *^  ~  2# 
und  wenn  man  diese  Punkte,  unter  denen  also 

ist,  noch  von  g  auf  @  projicirt,  so  giebt  es 

ebenso 

^  .      -,  (VsV«)--«» 

wobei  z.  B. 
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ist.  Tg  und  Tg  sind  also  die  in  Gleicbnog  1 )  und  2)  auftretenden  Psnkttt. 
N&tUrlich  ist  dann  auch 

('."i'M  -  -  2, 

und  es  folgt  der  Rest  der  Constmction  ans  der  bekajtnten  Methode,  tMtk. 
der  man  eise  Involution  &uf  einem  Regelechnitt  constrtürt  (ScfarOtsi^ 
Kgsch.  pag.  51). 

-Im  AnBchluaa  an  Sats  X  dUrfen  wir  femer  den  Sats  aassprechmi : 

SVH.  Zwei   auf  einander   liegende  Beihfn  harmonischer    MiUd    em 
Ontnitnff  haben  eine  Doppelvier  gemeinsam. 

Die  weitere  Begründung  desaelben  ist  im  Satz  XII  enthalten. 

6.  Wie  in  jeder  ein-zweideutigen  Beziehung  giebt  es  auch  in  < 
Reibe  harmomscher  Mittel  zweiter  Ordnung  drei  Funkte  ('^0^0^,  deren  jedar 
ein  Paar  entsprechender  Punkte  ft  vorstellt.  Wir  betrachten  irgend 
derselben,  a,aj,  ale  zwei  Paar  Pnnkte  einer  Doppelvier;  sind  nun  «jf^  und 
Sgfg  die  beiden  anderen  Paare,  bo  finden  die  InToliitioneQ  siatt 
«iS,.  aj.Sg.  n,'j,  Ojfg, 

DieB  iei  ntir  möglich,  wenn  n,  mit  dem  einen  Paare,  etwa  s^t,,   aai- 

Oj  mit.  dem  andern  Paare  fj^  znEammetifiiUt. 

XVni.  In  einer  Reihe  harmonischer  Mittel  zweiter  Ordnung  ereignet  ts 
sich  im  Allgemeinen  dreimal,  dass  ei»  Punkt  a  sein  eigenes  fiartnonisehes 
Mittel  zweiter  Ordnung  ist.  Diese  drei  Punkte  a,  ron  denen  niindcstcns  Einer 
reell  sein  muss,  heissen  die  „Doppelpunkte"  der  Urihr.  Irgend  zwei  derselben 
stellen  eine  Doppelvier  vor,  von  welcher  in  jedem  Pimkle  a  zwei  Paar  Punkte  et 
vereinigt  sind. 

Die  Punkte  a  ergeben  also,  als  Punktepaare  einer  Doppelvier  anf- 
gefaast,  kein  viertes  und  filnftes  Paar  Punkte,  au:;  denen  wir  die  Reihe 
nach  den  Sätzen  XII  und  I  eonstniiren  konnten  und  doch  ist  die  Reihe, 
wie  wir  zeigen  werden,  durch  die  drei  Punkte  «  bestimmt.  Es  ist  dies 
analog  der  Involution  zweiten  Grades .  widebe  sicli  aus  den  Asytnptoten- 
punkten  allein  vermittelst  Doppelschnittverhältnissen  nicht  herstellen  läsät, 
sondern  erst  mit  Hilfe  des  Mittelpunktes  der  Involution.  Wir  werden  un.- 
daher  nach  einer  andern  Constmction  umsehen  müssen. 

Die  Formel  auf  pag.  17: 

•2s,s,  +  l,/,       ms,-,  ml,  -  ,„.,,^  wt-, 
giebt  ftlr  e.  =  /.  ^  a,.  ,';,  -=  /,;  =  o,,  ■■■;  =  /-  =  «^  M'lir  leicht 

1)    '         .)_„,„;+.«„..+,.„., 
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Ebenso  erhält  man  aus  der  Formel  VI  auf  pag.  7: 


sofort 

worin   a^  und   a!^  die   harmonischen   Mittel  zweiter   Ordnung  von   %   sind; 
ähnlich  später  cl^  nnd  a\. 

3  .  wai  .  a^a\  =  3  ma^^  -—  3  mSj^. 

Aus  der  Formel  auf  pag.  17  folgt  aber 

3  .  tnSj*  «  ma^^  +  ma^  .  ma^  +  ma^. 
Daher 

3  .  tna^  ,  a^d  i  =^  a^a^  »  c^d^. 
Ebenso 


und 

Femer  giebt  Satz  VTI: 
sofort 


(«s^s^^'i)*^  —  1;  ebenso 
{a^a^a^cl^^  -  1. 

s^s  .s^t"  mt^,ss\ 

,  .       mcL  .  sa\ 

{a^a^ts)  =  —^ ^. 

^  *  '    ^       ma^  .  *Og 


Aus  derselben  Formel  VII  folgt  aber  für  *  =-  f  =  Oj 

Daher 
und 
Somit  ist 

Wegen  der  Involution 

a^a\,  a^a\,  a^a\ 

und  wegen  der  Gleichungen  2)  ist  daher 

3)  (^^öjOj)  +  (^^Oa^)  "=  —  1 

{sta^a^  +  {sta^a^)  ==  -  1. 

XIX.  Sind  a^a^a^  die  Doppelpunkte  einer  Reihe  harmonischer  Mittel 
zweiter  Ordnung,  so  gehört  zu  jedem  derselben,  z.  B.  zu  o^  noch  ein  zweiter 
Punkt  a\ ,  welcher  mit  a^  die  beiden  harmonischen  Mittel  zweiter  Ordnung  von 
a^  vorstellt.  Die  Punkte  a^a\  und  a^a^  sind  harmonisch  gelegen.  Sind  über- 
haupt st  ein  Paar  entsprechende  Punkte  döt  UeVk^f  ^o  >ö^\AsXi  -^fiÄ^Stf 
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in  der  man  die  Indicee  beliebig  vertaudclien  dart     Die  Reibe  ist  dnreh  tts 
di-ei  Doppelpunkte   Uestininit. 

Dieser  Satr.  ist  allbekannt     Die  letzte  Gleichung  kann  man  unter 
Form  schreiben 

a^i       a^s       a^s 
oder  anch 


—  +  —  +  —■ 


1 

ioiu  . 

ituil 


In  dieser  letzten  Form  ist  sie  die  bekannte  Gleichung  von  PonC' 
aus  dem  Jahre    1828  (Memoire  Bur  les  centres  des  moyennes  barmoniijnee, 
CVelles  Jonrnal   Bd.  3).     Wir   haben   daher    auch   im  Satz  XFI    die   Namen 
gewühlt,  welche  in  der  deutschen   Cebersetzung  (pag.  16)  der   Inti'odniioiu 
von  H.  Cremena  eingeführt  worden  sind. 

Aus  dem  letzten  Satze  ergiebt  sich  nun  folgende  bekannte*  Co»- 
stmction  der  Pnnkte  sl: 

Es  seien  die  drei  Doppelpunkte  a,(ijO,  ein«r  Reihe  harmoniscfaei 
zweiter  Ordnung    anf   der  Geraden  ®  gegeben;    legt    tuan   durch    di«selhaij 
drei  beliebige  gerade  Linien,   so  ecbneidet   die  Polare    einee  Ponktea 
Geraden  ®  in  Bezug  atif  das  Dreieeit  die  Gerade  ®  in  dem  entsprechend« 
Punkte  (. 

Es  seien  nämlich  gyg^g^  die  Ecken  dieses  Dreiseits  und  z.  B.  g^g^a^  in 
gerader  Linie.  Die  Linien  s;/,,  sg^,  fg^  treffen  die  Gegenseiten  des  Dreieckä 
9i9i9i  't'  '^'■^i  Punkten.  Construirt  man  zu  diesen  und  den  Jedesmaligen 
Ecken  des  Dreiecks  die  vierten  harnionischen  Punkte,  so  liegen  diese  drei,  sich 
so  ergebenden  vierten  harmonischen  Punkte  auf  einer  Geraden  ©,  welche  ö 
in  (  schneidet  und  die  Polare  von  s  in  Bezug  auf  das  Dreieck  g,g^g^  ge- 
nannt wird.  Sämratliche  Geraden  ©  umhüllen  bekanntlich  einen  Kegel- 
schnitt K,  welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  berührt.  Die  BerUbrungsponkte 
auf  demselben  sind  die  Punkte  h,li^Ji^,  welche  zu  den  Punkten  (i,(ija,  nnd 
den  jedesmaligen  Ecken  g  harmonisch  zugeordnet  sind,  z.  B. 

i'^iKtfsSs)  =  —  1- 
Dabei  liegen  bekanntlich 

aiAgÄj.    0^/1,^5,    «s/li/'a 

je  in  einer  Geraden. 

Es  ist  ersichtlich,  zunächst,  dass  dem  Punkte  ■"'  -=  n,  der  Punkt  t^  a, 
entspricht,  ebenso  bei  den  beiden  andern  Doppelpunkten.  Die  Polare  g^h, 
von  fl[  für  Ä  schneidet  ferner  ®  in  dem  Punkte  n', ,  fllr  welche  die  Be- 
dingung besteht 

•  Duiige,  Die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  1871,  Nr.  291. 
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Die  Polare  %*  von  a\  in  Bezug  auf  das  Dreieck  g^g^g^  geht  aber 
durch  Oj,  weil  («lÄ^^g^g)  ■«  —  1  ist.  Diese  Polare  I'  ist  also  die  iweite 
Tangente,  die  man  von  a^  an  den  Kegelschnitt  K  legen  kann.  Wir  sehen 
demnach,  dass  dem  Punkte  s  r=^  a\  der  Punkt  ^  =  a^  entspricht,  was 
ähnlich  bei  den  beiden  andern  Doppelpunkten  zutrifft. 

Diese  Construction  der  Reihe  aus  den  drei  Doppelpunkten  ist  aber 
nur  so  lange  anwendbar,  als  die  drei  Doppelpunkte  OiO^a^  reell  sind. 
Wir  brauchen  daher  noch  eine  allgemeinere  Construction,  welche  gestattet, 
^f  zu  bestimmen,  wenn  a^  reell  gegeben  ist,  und  zugleich  eine  Involution  A^ 
deren  (reelle  oder  imaginäre)  Asjmptotenpunkte  a^ok^  sind. 

Zunächst  eine  Vorbemerkung.  In  einer  Doppelvier  seien  s^  =  f ^  =  a^ 
und  5^fg  gegeben.  Wie  liegen  dann  die  beiden  andern  Punktepaare?  Das 
eine  der  restirenden  Paare,  etwa  s^t^,  muss  mit  a^  zusammenfallen,  denn 
es  existirt  eine  Involution  s^s^,  t^t^y  t^t^,  s^s^,  welche  in  diesem  Falle 
parabolisch  wird.  Das  andere  Paar  s^t^  bestimmt  sich  dann  aus  den 
Gleichungen  im  Satz  XI: 

Aus  der  Relation 
folgt  aber 

für  jeden  Punkt  <s^  von  ®.     Nehmen  wir  insbesondere  an 

oder 

so  ergiebt  sich 

d.  h.  s^  und  ö^  sind  identisch. 

XX.  Finden  sich  in  einer  Doppelvier  ein  Doppelpunkt  a  und  ein  Paar 
Punkte  Sjtj,  so  fällt  von  den  beiden  andern  Paaren  das  eine  nach  a;  das 
andere  s^t^  t5^  bestimmt  durch  die  Bedingungen 

(sitiSja)«  — 2, 
(sit^atg)  -=  4, 

und  es  sind  s^s^  ein  Paar  conjugirte  Punkte  der  Involution,  deren  Äsym- 
ptotenpu/nkte  die  beiden  andern  Doppelpunkte  a  sind. 

Es  seien  nun  zunächst  a^a^a^  reell,  und  wir  behalten  die  Bezeich- 
nungen bei,  die  wir  bei  Ableitung  der  Construction  XIX  eingeführt.  Wir 
nennen  noch  X  die  Gerade  a^g^g^  und  <s  den  Punkt  von  %  —  ^i^^si 
welcher  in  der  Involution  A  (mit.  den  Asjmptotenpunkten  a^a^)  dem 
Punkte  s  conjugirt  ist:  {a^a^s6)  «^  —  1,     (S.  lithogr.  Tafel  Fig.  1.) 

Die  Construction  der  Geraden  @  ergiebt,  dass  der  Punkt  £  von  X, 
in  welchem   sich  I  und  @  schneiden,  in  BeTa%  «vÄ  g^g^  Xästk^wkä^  tat 
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geordnet   ist  xa   dem   Punkte   S^  =  (%,  g^f).     Eb   liegt  al£o   £   snf  d«B 
Strahle  j7,0,  d.  h.  die  Geraden  @  and  der  Strahl  g^a  schneiden  sich  auf  Z.. 

Feiner  conEtrniren  wir  die  zweite  Tangente  %\  welche  dch  a»aa«r  % 
&ug  'i,  noch  an  K  logen  ISeet,  und  welche  dem  vorhin  erwähnten  Punkte  J^ 
entspricht,  bestimmt  durch 

Nennen  wir  noch 

BD  ergiebt  sich,  dasB  die  vier  Strahlen 

es,  %r 

vier  harmonische  Strahlen  sind,  weil  h^h^  die  BerUbnmgspankte  d< 
erwShnten  Kegelschnittes  Ä"  bedeuten,  welcher  %,  %',  ff^k,  und  ,o,A, 
Das8  anaserdem 

vier  harmonische  Strahlen  sind,  folgt  aus  der  Lage  der  Punkte  pah,  dena 

Die  Gerade  ®  schneide  ^'  in  iS*  und  S  in  A.  Ans  R  ISsst  sich  ausser 
@  noch  eine  zweite  Tangente  <3,  an  den  Kegelschnitt  E  legen-,  ihr  Schnitt- 
ponkt  X  mit  %  muBS  ku  £  harmonisch  zugeordnet  sein  in  Bezug  auf  ffffg, 
weil  8  die  Polare  von  3,  fUr  K  ist.  Es  ist  also  auch  <?,  (OjOjoa:)  =  —  1, 
d.  h.  X  fallt  mit  Sj  zusammen 

©1  =  BS,. 

Die  Gerade  S,  schneide  fei-ner  %'  in  i^[.  Wir  wollen  nun  zeigen, 
dass  die  Geraden  SS,  und  X^,  sich  in  5,  treffen,  d.  h.  dass  ff^$SSJ  nnd 
fffdSZj  zwei  gerade  Linien  sind. 

Dem    Kegelschnitt    K    ist    das,    Vierseit    ^fSS,    umschrieben.      Die 
Diagonale  £  desselben  ist   also    die  Polare    des  Schnitt]i 
für  jeden   dem  Vierseit   einbeschriehenen  Kegelschnitt, 
5,  =  (.£.£,,  SS\). 

Damit  ist  denn  line  Construction  von  /  gewonnen, 
Fall  pusst,  dass  diu  Involution  A  elliptisch,  d.  h.  »^<i 
Wir    i^iehen    die  Gerade  ^  beliebig   durch  «,    und    iieliiii 


(SS,,  ££^) 
r  K.    daher 


bestimmen  S  t 
und  %'  so,  dass 

Ferner  /Jehen 
volution  A  Strahlet 
ZS  schneidet  dann  1 


Kbenso  willkürhch  neben 


ihr    irgond 
i  Gerade  %. 


von  ^i  nach  /.wei  conjiigirtt-n  Punkten  sa  iler  In- 
rclche  1  in  S,Z  und  1'  in  Si,  treHeu  Die  Linie 
m  verlangten  Punkte  /,  und  Z,S,   trifft  &  elienso   in 


dem  zu  a  gehörenden  Pol  1 
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Damit  die  Vorbemerkung  XX  noch  mehr  als  die  Grundlage  hervor- 
tritt, auf  welcher  die  gefundene  Constmction  beruht,  projiciren  wir  noch 
die  Schnittpunkte  von  @  mit   den   Strahlen   93X®SX'  von  g^  aus   auf  ®, 

Setzen  wir 

r  =  (®.  g,B), 
so  erhalten  wir 

—  1  =  (söa^r), 

—  1  =  {a^ört), 
oder,  mit  Weglassung  von  r, 

—  2  =  (stöai). 

Die  letzten  Gleichungen  bezeugen  uns  auch ,  dass  stets  derselbe  Punkt  t 
resultirt,  wie  wir  auch  die  Constructionselemente  ^jSSI  wählen  mögen. 
Aus  der  Gleichung  (ojOjStf)  «=  —  1  folgt  wieder 

daher 

—  1  =  (sta^ci^)  +  (sta^a^). 
Wir  haben  also  auch  wirklich  eine  Beihe  harmonischer  Mittel  zweiter 
Ordnung  vor  uns. 

XXI.  Eine  Beihe  harmonischer  Mittel  zweiter  Ordnung  auf  dem  Träger  & 
ist  durch  einen  reellen  Doppelpunkt  a^  und  durch  eine  Involution  A  bestimmt^ 
deren  (reelle  oder  inuiginäre)  Asymptotenpunl'te  die  beiden  anderen  Doppel- 
punkte sind.  Zu  irgend  einem  Punkte  s  von  ®  findet  man  seinen  Pol  t 
folgendermassen.  Man  legt  durch  a^  die  beiden  willkürlichen  Geraden  SS  und  % 
und  zieht  durch  aj  die  Linien  S  und  I'  als  vierte  liarmonische  Strahlen  unter 
den  Bedingungen  a^  («3:®ß)  =  -  1 , 

ai(SBß2a:')^-li 
wählt  man  ferner  auf  SS  einen  beliebigen  Punkt  g^  und  zieht  nach  zwei  con- 
jugirfen  Punkten  stf  der  Involution  A  die  Strahlen  g^s  imd  gjtf  so,  dass 

.      .      ^    , .  -2:  =  (2:,  gjtf),  S  =  (!',  g.s), 

50  ist  der  Punkt  K    ^  fii  J^  v    >  ei  /» 

_  _     ^  t  =  (®,  S2?) 

der  verlangte,  • 

Wie  man  auch  die  Elemente  SSIg^  annehmen  mag,  immer  resultiH  für 

deyiselben  Punkt  s  derselbe  Punkt  t.      Für   ihn    besteht   auch    die  Gleichung 

—  2  -=  (staai). 

7.  Wir  haben  gesehen,  dass  die  harmonischen  Mittelpunkte  zweiter 
Ordnung  5^  der  Punkte  t  eine  Involution  J  bilden,  es  soll  diese  Involution 
hergestellt  werden,  wenn  der  Doppelpunkt  a^  und  die  Involution  A  mit 
den  Doppelpunkten  agOg  auf  ®  gegeben  sind.  Wir  ziehen  wieder  die 
Geraden  SS  21 2'  und  haben  unter  Beibehaltung  dex  NOT\i<fc\\^'KiL^«L«v^\!CöK^%^^ 
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den  Paukt  t  als  den  Schnittpunkt  »iner  Geraden  ®  mit  ®  gefunden ,  welch«  1 
Gerade  Tangent«  einee  EegelschnitteB  K  war.  Die  Tangente  @  hing  ia  \ 
bestimmter  Weise  von  dem  Punkte  s  ab.  Durch  (  geben  aber  swei  Ta»-  I 
genten  ®  nnd  ©'  an  K,  und  es  bfinge  S'  in  derselben  Weise  vom  Pnnkt*  V  1 
der  Geraden  @  ab,  wie  @  von  s.  Ee  schneide  @  die  Geraden  %  und  X"  ' 
reap.  in  S  und  S,  ®'  enteprechead  in  £'  und  S'i  dann  ist 

s=.{®,  jjjS),  s'=(®,  fj,S'). 
wihHmd  cr  =  (®.<,,2;)  und  J^{®,g,S'y 

die  in  der  Involution  A  za  s  resp.  s*  conjagirten  Punkte  bedeuten,  se  und 
dann  cot^agirte  Funkte  der  Involution  J. 

Dia  Involution  J  hat  zwei  Asymptotenpnnkte.  Um  dieselben  lu  erhaltea, 
muss  man  in  den  Schnittpunkten  ii'  von  @  mit  .ff  die  Tangenten  an  K 
legen.     Punkt  j^  _  (-g^'^  gr^^ 

ist  der  Pol  von  ®  ftlr  Ä";  die  besagten  Tangenten  sind  alio  iD  und  i'A 
Sie  mögen  X'  in  i  und  i'  schneiden,  die  Schnittpunkte  von  &  mit  jf, t  unl 
^,  i'  sind  dann  die  gesuchten  Asymptoten  punkte  der  Involution  •/. 

Wo  liegt  nun  der  Schnittpunkt  {ii',  i'i)?  Er  liegt  ersten»  auf  im, 
Polare  Da\  von  u,  (Ur  £*.  Besagte  Polare  trifft  auch  g^,  da  o,  auf  te; 
Polaren  4  von  ^,  in  Bezug  auf  K  gelegen  ist.  Ausserdem  ist  aber  Pmu 
(li',  i'i)  auch  noch  zu  T)  in  Reiiig  auf  ii\  und  '  harmoniBch,  wenn  wir 
mit  l  den  Schnittpunkt  von  %'  mit  der  Geraden  ^,a',  i)  bezeichnen.  Denn 
setzen  wir  Sß  =  a,2),  so  ist 

1)  a,(®5ßI2') 1. 

Wir  hatten  aber  früher  die  Doppel  Verhältnisse 

2)  o,(SßaiI') 1 

und 

3)  a,(£ßS®2)  =  -l. 

Aus  l)  und  2)  folgt,  üass  folgende  von  a,  ausgehende  Strahlen  in  Involutiou 

'*""''■  %%:  sa.  !Bs. 

Daher   ist 

a,(2ra!^@2)  A  «,{2'3®S3ilä) 
und   siiecjell 

n,(ißI®a}  =  a,(®rSB^i). 
Folglich  ist  nach  l) 

4)  ■  a,(&%'^^) 1. 

Es  muss  daher  Punkt  iji\  i'i)  auf  33  gelegen  sein,  d.  h. 

9.  -  (ii',  i'i). 
Somit  sind  ii'  die  Asvmptotenp unkte  der  Involution  .',  d.  h.  die  Involution 
ist  diejenige,  welche  ,,dcr  Geraden  &  in  Bc;cug  auf  A'  zugehört"  (^Schröter. 
Kz^eh.  ;wg.  140). 
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Nennen  wir  nun  ,^     ^.. 

n  «  (SB,  S2'), 
dann  ist  noch  4)  * 

(Dnfw.S)«  —  1 
und  weffen  l) 

Projiciren  wir  die  genannten  Punkte  von  ^^  auf  ®,  so  erbalten  wir 

(a\aims)  =  ~  1, 
(a\ms<^)  «  —  1. 

Ist  nun  a^s  und  die  Involution  Ä  gegeben,  so  findet  man  nacb  einander 
die  Punkte  a\ma' s\    (S.  lithogr.  Tafel  Fig.  2.) 

XXII.  Die  harmonischen  Mittel  zweiter  Ordnung  ss'  der  Ptmkte  t  einer 
Geraden  ®  bilden  eine  Involution  J.  Ist  von  der  Beihe  ein  reeUer  Doppel- 
punkt  a^  u/nd  die  Involution  A  geg^en^  deren  Asymptotenpunkte  die  beiden 
andern  Doppelpunkte  a^a,  sind,  so  kann  man  die  Involution  J  folgender- 
massen  construiren. 

Ist  die  Involution  A  bjperboliscb ,  so  lege  man  durcb  a^a^a^  drei 
beliebige  Gerade,  die  ein  Dreieck  gig^g^  bilden  und  construire  auf  jeder 
Dreiecksseite  zu  den  beiden  Ecken  g  und  dem  jedesmaligen  Punkte  a  den 
vierten  harmonischen,  a  zugeordneten  Punkt  K  Dem  Kegelschnitte  K^ 
welcher  die  Dreiecksseiten  in  den  Punkten  h  berührt,  gehört  auf  der 
Geraden  ®  die  geforderte  Involution  J  zu. 

In  jedem  Falle  findet  man  zu  einem  gegebenen  PmHäe  s  den  conjugirten 
s'  folgendermassen.  Man  legt  durch  a^  die  unUkürlichen  Geraden  U',  zieht 
durch  a^  die  Linien  ^  und  SS  als  vierte  harmonische  Strahlen  unter  den  Be- 
dingungen ai(ir®^)-- 1, 

ai(®a:'^aj)-~i, 

wählt  auf  93  einen  beliebigen  Punkt  gj  und  zieht  von  g^  nach  den  Punkten 
s  und  &\,  welcher  letztere  zu  a^  in  der  Involution  A  conjugirt  ist,  Strahlen, 

wird,  und  construirt 

£'  =  (I,  D8),  </  =  (®,  g,2'); 

dann  ist  der  zu  J  in  der  Involution  A  conjugirte  Punkt  s'  der  gesuchte. 

Wie  man  aucti  die  Elemente  XI' g|  anmtvmen  mag,  immer  resuUirt  für 
denselben  Punkt  s  derselbe  Punkt  s\  Bestimmt  man  die  vierten  harmoniscJien 
Punkte  m  und  </  imter  den  Bedingungen: 

(a^a'iSm)  «=  —  1,  (mB,\s</)  =  —  1, 

so  ist  der  zu  </  in  der  Involution  A  conjugirte  Punkt  s'  der  gesuchte. 

Statt  der  beiden  letzten  Gleichungen  können  wir  unter  Weglassung  von 
m  auch  setzen  (a\a,8(/) 3. 
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Die  angegebene  Construction  des  Punktes  n'  hat  eine  groese  A»h]ÜM^ 
keil  mit  einer  von  Herrn  Schröter  gelieferten  (Zar  ConstmctJon  moh 
Sqaianh&rmoniscben  Systems,  Mathem.  Ännalen,  Dd.  X,  pag.  436).  Ciuet« 
Coustmction  IS^st  sich  leicbt  anf  die  dortige  reducireo. 

Aus  den  Gleicbungen   l)  und   2)  ist  ersicbtiicb,   daea  folgende ,  TfSL-^,. 
ansgehende  StrcLblenpaare  in  Involution  sind: 


Daher  ist 


Wegen  4)  ist  i 

5) 
Sehueiden  wir 
die  Schnittpunkte  i 


ide ,  m.^- 
nrniirirNi     ' 


wegen  5) 
wegen  2) 


beweisen    lassen 


!  Linie  £S'  durch    die  Geraden  2H'B¥   """ä   projidrsi 
n  g,  auf  @,  eo  erbalten  wir, 
P-(a,  £S'),  «=(®,  9,ü), 
Ka',ö«)  =  -  1, 

(«,«..')--'. 

XXJII.  BeEcfar[inken  wir  nns  anf  ®  als  Operationsfeld,  so 
der  Punkt  s'  des  vorigen  Satr^s  noch  auf  andere  Art  finden, 
fllmirt  den  Pnnkt  u  als  vierten  barmoniscben  Punkt  unter  der  Bedin 
(fl,(i',ön)  =  ^ '-  '•»""  fi"^''*  ""an  ''  ans  (fliinrj')  = 
ptotenpunkte  ü'  der  Involution  J  sind  die  Doppelelemente  eines  Sqoi- 
anh  arm  oni  sehen  Systems  der  drei  cyklisch  vertausch  baren  Elemente  aiO^Oy 
Von  den  Involutionen  AJ   ist  die  eine  elliptisch,    die  andere  hyperbolisch. 

Die  Schlusssüt/e  lese  man  im  citirten  Aufsätze 
sie  sieb   aus  den  Gleicbungen 

(«■.,,,)  +  (,■,'«,«.)_ -1, 

{,■,„,„,)+,,■■;„,„,,_- 1. 

Endlich  ist  es  sehr  einfach,  den  Pol  /  v.x 
harmonischen  Mittel  zweiter  Ordnung  .v  und  >' 
di(!  Strahlen  von  f/,  nach  ZS' .  £' S .  a,/  eir 
Siit/.  folgt: 

XXIV.    Ist    ein   Patir  harimuischer  Milld   si. 
so  fvcJir  man  (lir  l'unllc  ad.  iriMir  dfii  }'tiiili<% 
A  (luil   diu    A.^jimi'lolrnpvtil'lf»    a^a^i'    conjiif/iri    > 
und   Ks'  hrslinimni    'iw  iinic  Imohilion ,    hi  iirlihei 
l'uiikl,  (Irr  l'ol  von  ss'  (•', 

y,    Ms  erüijrigt  nun  noch,    für  irgend  einon   I 
monisf;b<-n  Mittel  .v.»'  ohne  IJenul/ung  iles   Kej;f] 
immer   unter    der    Voiausset/ung,   dass   «,   uml 
As_)'fn/»tofenpnnkten  n-^i-i)  bekannt  seien. 


bestimmen, 
gegeben   sind 
e    luvolution, 

Es    bilden 
woraus    der 

■•■il(i-  Oidtvoiij    ss'  rfiiih'ii. 
fi.-'  t'r«;j.  in  dir  Iniohilim 
lud,      llir   Piinllrpaar':    s's 
lei-  l.    (/'(■  zu  a,    conjuffirtf 

l'i.nkt  1  seine 
clinitius  K  zu 
:ie    Involution 

beiden   har- 
construiren. 
A    (mit   den 
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Die  drei  Punkte  \W  bilden  die  Ecken  des  Diagonaldreiseits  im  voU- 
stilndigen  Viereck  Oig^g^B.  Da  der  Kegelschnitt  K  die  Punkte  W\ 
enthält  und  in  ihnen  die  Seiten  des  Dreiseits  giQ^g^  berührt,  d.  h.  also  auch 
diejenigen  Punkte  enthält,  welche  je  einem  der  Punkte  a  in  Bezug  auf  je 
zwei  Punkte  ^  harmonisch  zugeordnet  sind,  so  liegt  nichts  näher,  als  dass 
wir  uns  die  Punkte  gig^g^J^  als  die  Orundpunkte  eines  Kegelschnittbüschels 
B  denken  und  nun  denjenigen  Kegelschnitt  aufsuchen,  welcher  die  Pole 
von  ®  in  Bezug  auf  die  Bestandtheile  des  Büschels  B  enthält  (Schröter, 
Kgsch.  pag.  300).  Auf  ihm  liegen  denn  auch  die  Punkte,  welche  den 
Punkten  von  @  für  B  conjugirt  sind.  Wir  beweisen,  dass  K  dieser  Kegel- 
schnitt ist. 

Es  seien  wieder  @  und  @'  die  den  Punkten  s  und  s'  resp.  ent- 
sprechenden Tangenten  von  f;  @  und  @'  schneiden  sich  in  dem  Punkte  t 
von  ®,  dem  Pole  von  s  und  i'.  Die  Berührungspunkte  von  @  und  ©' 
mit  K  seien  s^  und  .s'^.  Bekanntlich  erhält  man  z.  B*  s^^  indem  man  den 
Punkt 

mit  \  verbindet  und  @  durch  hid^  in  s^  schneidet,  oder  indem  man 

mit  h^  verbindet  und  @  durch  ^dg  in  ^q  schneidet  u.  s.  w.  Die  Strahlen 
\d^  und  \s  sind  aber  in  Folge  der  Gleichung 

0^{^%%Z) 1 

harmonisch  zu  den  Strahlen  \g^  und  \gi^  d.  h.  \Sq  ist  die  Polare  von  s 
für  den  in  das  Linienpaar  h^g^g^  und  h^I^gi  zerfallenden  Kegelschnitt  des 
Büschels  B,  Ebenso  ist  h^s^  die  Polare  von  s  für  den  Kegelschnitt 
h^g^B  -{•  h^g^g^  u.  s,  w.,  d.  h.  s^  ist  der  zu  s  conjugirte  Punkt  in  Bezug 
auf  das  Büschel  B^  sf^  der  conjugirte  zu  s\  Da  nun  s^  und  s'^  auf  JT 
gelegen  sind,  so  ist  unsere  Behauptung  erwiesen. 

Will  man  also  zu  einem  Punkte  $  als  harmonischem  Mittel  zweiter 
Ordnung  den  Pol  t  construiren,  so  suche  man  zu  $  den  in  Bezug  auf  das 
Büschel  B  coDJugirten  Pimkt  s^  und  lege  in  demselben  an  Z^  die  Tangente, 
welche  dann  ®  in  ^  schneiden  wird. 

Die  Gerade  s^s^^  muss  als  Polare  von  t  für  K  durch  D,  den  Pol  von 
®  für  K  laufen.     Bestimmen  wir  die  Punkte 

so  müssen  dieselben  (Schröteri  Kgsch.  pag.  153)  ebenfalls  für  B  conjugirt 

sein;  der  eine  t'  liegt  tp'  '*'  '  andere  ^'q  also  auf  K.     Da  t*  auf  s^I) 

gelegen  ist,  m^  '    ^in  P«ai  ^iai^xsi%\t\»  "^xo^bXä  ^^st 

zmuwtkti  f.  y-  ^ 
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Involntion  /  (mit  den  ÄErmptortcn  ii'),  aath  mosa  deabalb  der  n  f  ffer 
eoiyiigtrte  Pmikt  l^  tat  der  Goftden  t\D  gelegen  seia,  A,  h. 

Die  Tsogenten  in  ',  und  (',  sehneideB  öch  in  eiBem  Punkts  t  im 
QvnAm  @  (iL  lithogr.  Tmfel  Fig.  3  I,  und  «  ist  daher  m  der  Pol  m  t  vaAf 
als  hatmoiÜBcben  MitUhi  zweiter  Oidumg.     Setzern  wir  noch 

W^{i»,  Dt,). 
wobei  abo  hi/  auch  ein  Paar  conjagirte  Punkt«  der  Involntion  J  sind,  k)  iM 

(y«'('yO-=-l. 
Die  rtlr  K  lugehSrenden  Polaren  sisd  nun  aueb  vier  burmonUehe  Strahlet 

D(yst«i)  =  — 1, 
und  Eomit  endlich 

XXrV.    WM  man  e»  t  alt  Pol  dir  harmani»dum  Jfitirf  rteri(tr  Onhmtf 
BB*  MTiMmiren.    so    s>tdte    mau    il^en    Pof    u    ron    t    fSaU   XX/>,    htilimm 
die    JHinkie  l'  und  n',    Kflfhr    mit  t    rap.  u   ei»    Paar    harmoniscAfr    JfiHrf  ^ 
Eweitnr  Ordnung  au$madim  tSalt  XXU  oder  XXJIl)  und  stiebt  fndVeA  dk  I 
M^ptotenpunkle  da  Pualtaifslenta,  mtckcs  durdt  die  Paare  ta    vmd  t'n'  tp-  I 
stimmt  ist;  dies  tätd  dann  die  ffftrünsMm  Punktt.  ^ 

XXV.  Wenn  die  Involution  A  (mit  den  Asymptoten  a^a^;  hypert>olisdi, 
also  die  Involution  J  (mit  den  Asymptoten  ii'^  ellipiisch  ist,  so  gehören  rirti 
conjugirten  Punkten  t  und.  l'  low  J  je  ein  Paar  reelle  harmonische  Miitd 
eiceiler  Ordnung  e  zu,  und  es  sind  diese  £icei  Paar  Punkte  s  tier  fiarmoniseii'. 

Ueberhaupt  können  wir  nebenbei  den  Satz  aussprechen: 

Sind  aa  und  x^  irgetut  zicei  Paar  conjiigirter  Pinkte  einer  Invotution  K. 
und  construiri  man  die  Punkte  y  und  ?)  unter  den  Bedingungen 

(x^ay")  =  -I,  (x;q,,)  =  -1. 
so  sind  yjj  wieder  ein  Paar  eonjiigirier  Punkte  derselben  Involution.      Ist  dif 
Involution  Ä  elliptiseh,    so  e.ristirl   ein   re-lles  Pimkleiiaar  s'j'  derselben,    fiir 
udches 

(x'f..,)--!,  (x'5'«l)--l, 
und  es  ist  dann  auch 

(>I>'S')  -  -  1. 

Ist  die  Involution  A  h;iperh6liseh^  so  sind  s'^'  iniagin'ir. 

Ö.  Einu  Reihe  harmouiseher  Mittel  /weiter  Oriinung  ist  auch  bestimmt 
durch  einen  reellen  Doppelpunkt  a,  und  zwei  Paar  entsprecliender  Punkte  s,  (, 
und  s^l^.  Denn  die  letzteren  bestimmen  eine  Doppelvier,  die  mit  a,  za- 
Bainmen  funi'  Punktepaare  auj^maclit.  Man  kann  die  Con^truction  der  Reihe 
auf  die  vorhergehenden  leducireu. 

M 
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a^  und  s^t^  bestimmen  eine  Doppel  vier,  in  der  ausserdem  noch  Ein 
Punktepaar  s^t^  auftritt  (Satz  XX);  ebenso  sind  a^,  äj^,  s^t^  in  einer  Doppel- 
vier  enthalten.  Den  Punkt  s^  kann  man  z.  B.  nach  den  Gleichungen  con- 
stmiren: 

welche  unter  Beseitigung  von  r^  die  Gleichung 

(Satz  XX)  ergeben.     Bekanntlich   bilden  dann  s^^s^,  s^s^  eine  Involution  Ä, 
deren  Doppelpunkte  ajOj  sind. 

XXVI,  Ist  eine  EeUie  harmonischer  Mittel  zweiter  Ordntmg  durch  einen 
Doppelpunkt  a^  und  zwei  Punktepaare  s^t^  und  B^t^  gegeben,  so  bestimme 
die  Punkte  Sg  und  s^,  welche  in  der  Dqppdvier  a^  und  s^tj  resp,  a^  und  s^tj 
noch  vorkommen  nach  den  Gleichungen 

-  1  =  (a^tiSirj),  -  1  «  (a^tgs^rj 
-l  =  (8itir383),   -  1  =  (sjtsjr^sj. 

Die  Involution  A,  gebildet  aus  s^Sg  und  p^s^,  hat  zwei  (reelle  oder  imagi- 
näre) Asymptotenpunkte  a^ag,  welche  die  beiden  andern  Doppelpunkte  der 
Reihe  sind.  Hierdurch  ist  die  Construction  der  Beihe  auf  die  friiheren  Sätze 
zurückgeführt. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  dass  eine  Doppel  vier  55^5,  s^t^,  s,jtj,  Sgt^ 
stets  zwei  Punkte  agOg  liefert,  wenn  wir  noch  a^  als  gegeben  annehmen. 
Mit  der  Aenderung  von  a^  und  unter  Beibehaltung  der  Doppelvier  ändern 
sich  auch  a^a^.  Solche  drei  Punkte  a^a^a^  haben  aber  die  Eigenthümlich- 
keit,  dass,  wenn  man  z.  B.  vermittelst  der  Doppelvier  und  o^  operirt,  man 
dieselben  Punkte  a^a^  wiedererhält,  weil  die  Beihe  eben  durch  die  gegebenen 
Elemente  bestimmt  ist.  Es  sind  also  a^a^a^  conjugirte  Punkte  einer  In- 
volution dritten  Grades. 

Tritt  vielleicht  der  Fall  ein,  dass,  wenn  a^  die  Punktreihe  ®  durchläuft, 
die  Punkte  a^a^  zusammenfallen?  Es  müsste  dann,  wenn  wir  a^—aj^a 
annehmen,  die  aus  s^t^^  und  a^a^  gebildete  Doppelvier  ein  Paar  Punkte  at^^ 
aufweisen  und  es  wäre  nach  Satz  XX 

ebenso 

(.<»6^eaai)  =  -2, 

weil  die  Beihe  durch  die  Doppelvier  und   durch  04  bestimmt  ist.     Daraus 
folgt  dann  • 

und  endlich 
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Vei%lflich«a  irir  £es  nüt  Formel  7  Satz  XI,  »o  ergiebt  sKsh.  i 
sowohl  mit  s,  als  sacb  mit  f^  identiech  aein  kann.  Viermal  kOtmeD 
diß  Punkte  a^a^  zueammeni'aUen  nnd  mar  an  den  Stellen  s^s^t^^f  Vit 
Uicbtigbeit  der  eben  gekennzeichnelen  VerblltniaGe  erhellt  auch  <UnM. 
das»  (XXI)  die  beiden  Involutionen  A  (mit  den  Äsymptotenp unkten  o,«,)  n»i 
J  (mit  den  Asymptoten  ii'j  nicht  nur  zugleich  parabolisch  werden.  Mtodfn 
dann  auch  die  vier  Pnnkte  Ofa^ii'  in  a  auf  einander  fallen.  Tod  t«« 
Punkten  s  nnd  sf  eines  Paaren  barmoniecher  Mittel  zweiter  Ordaung  liegt 
dutm  Btetg  der  eine  in  a;  sonst  gehört  jedem  Punkte  ^  tod  ®  je  Ein  Punkt  I 
von  ®  KU,  s  und  t  beecbreiben  zwei  projectivische  Punktreihen;  nur  *e 
Punkt  a  hat  jeden  Ponkt  t  von  @  zum  Pol. 

Jedem  der  vier,  nun  bestimmten  Punkte  u  entsjiricht  aber,  wenn  »r' 
immer  dieselbe  Doppelvier  festhalten,  je  ein  einziger  Punkt  a,.  NennoL 
wir  diese  vier,  den  Punkten  8^Se,^',^i  rei^p.  zn^ehSrende  Punbte  o,  dud 
h^hfbjbjf,  eo  haben  vrir  etwa 

I  (h','-M)  -  -  2. 

1)  («.'.'A)  -  -  2. 

I  (■.'..•,l>l)  -  - 

oder  wegen 
die  Involution 

2)  s^/ß.  f^e'i'  ■'s''-,,  -"h 
und  noch  fünf  andere,  durch  Vertausehnnp  der  Indices  zu  erhaltende.    Biw- 
durch  aind  die  vier  Punkte  b  vollständig  bestimmt. 

Die  Punkte  b  sind  noch,  von  einer  andern  Seite  betrachtet,  interessant 

Analog  dem  Verfahren  von  vorhin  finden  wir  aus  den  Gleichungen 

((jS,a,o)  = -2, 

(t-s.a.a)  =  -2 
die  Oleichnng  v «  i.  i  / 

(f^h^r)  =  ( 1  +  2  if,^,t,ii^)}.{  1  +  2  ((,«,(,;«,)  1 . 

Denken    wir    uns    in    der  Doppelvier    die  Punkte  .'■j  und  t^.    ebenso  (j 

und  (g  gegen  einander  vertauscht,  so  giebt  Formel  7,  Satz  XI: 

C-M^fr)  =  \i  +  2t.S'sÄV„>|.|i  +  2  i^^^US,l^)\. 

Cs'.-'v'.'  =  |i  +  2  (.',/»ä;',.,1!  .  |i  +  2  (.'.,',.,a;01  • 

Es  folgt  daraus,  dass  ci,  d.  b.  b-  und  Ii^  mit  .S',  und  S^  identisch  sini 
Ancb  ergtebt  sich  dann  nach  Satz  XI  die   Involution 

3)  l(,U,  s^Sg,  b-X 

und  noch  fünf  andere,  durch   Vertausubung  der  Indices  iu  erhaltende. 

XXVII.  Vertauscht  man  in  einer  Dnppdvier  s^t-,  s^t,;,  s,t,,  e^t^  die 
Punkte  I  mit  ihren  zugehörenden  Punkten  s  ilertjcstalt ,  dass  z.  B.  a^  ein  t-Ptudi, 
tg  sein   enlsprechender    s-i'iintf  uird,   so    FiaiiH  tnan  aus   den  so  ffti>ädtlm 
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Punktepaaren  sechs  JDoppelvieren  construiren.  Die  b -Funkte  derselben  sind 
(abgesehen  von  den  Funkten  t^tgt^tg^  noch  vier  andere  Funkte  bgbgb^bg,  in- 
dem derselbe  Funkt  z,  B.  b^  in  den  drei  Foppeilvieren  wiederkehrt,  in  welchen 
das  Faar  s^t^  nicht  vorkommt 

XXVni.  Die  Tripel  der  Doppelpunkte  a^aga,  aUer  Eeihen  harmonischer 
Mittel  Zureiter  Ordnung,  welche  eine  Dqppdvier  (s^t^,  Sgtg,  ß^t,,  Sgtg)  gemein- 
sam haben,  hüden  eine  Involution  dritter  Ordnung,  Die  Constructian  derselben 
lässt  sich  nach  Satz  XXVI  ausführen.  In  der  Involution  stellen  SgSgS^Sg 
die  vier  Funkte  vor,  in  denen  zwei  cof^ugirte  Funkte  a  derselben  zusammen- 
fallen; die  vier  dritten  conjugirten  Funkte  sind  die  Funkte  b^bgb^bg  des 
vorigen  Satzes. 

Wir  verfolgen  diese  noch  viel  y ersprechenden  Betrachtungen  zunächst 
nicht  weiter,  wollen  vielmehr  noch  eine  Specialisirong  vornehmen,  nSmlich 
diejenige  des  Satzes  XIU: 

{tuss*)  «  -^  1. 

Es  sind  also  ss*  die  harmonischen  Mittel  zweiter  Ordnung  von  ty  und 
u  der  Pol  von  t.  Die  Involutionen  2)  ergeben,  dass  b^  und  5g  unbestimmt 
werden,  dass  dagegen  b^  und  b^  mit  ss^  zugleich  reell  oder  imaginär  sind. 
Aus  Involution  4): 

7  8  >      7    8 1      ß    6 

erhalten  wir  die  Involution 

uu,  tt,  b^b^, 
d,  h. 

(tub^h)  -=  -  1. 
XXIX.  Zerfällt  die  im  Satze  XXYIII  besprochene  Doppdvier  in  einen 
Funkt  i,  in  seine  beiden  harmonischen  Mittel  zweier  Ordnung  ss'  und  in  den 
Fol  u  von  t  (Satz  XIU),  so  werden  von  den  dort  behandelten  Funkten  b  zwei 
unbestimmt,  die  beiden  andern ^  s  und  s'  entsprechenden  Funkte  b  resp,  b'  sind 
mit  ss'  gleichzeitig  reell  oder  imaginär,  liegen  zu  tu  harmonisch  und  sind 
bestimmt  durch  die  Gleichungen 

(tusb)  -  -  2;  (tus'b') 2. 

Bildet  die  specialisirte  Doppelvier  einen  Bestandtheü  einer  Beihe  harmoni- 
scher Mittel  zweiter  Ordnung,  von  welcher  zwei  Doppelpunkte  mit  s  oder  s' 
zusammenfallen,  so  ist  b  resp,  b'  der  dritte  Doppelpunkt. 

Strasshurg  (EUass),  den  13.  Juli  1888. 


Ueber  die  eindeatige  Bezieliuiig  von  Raamen  mittelst  I 
projeotiver  Ebenenbüachel  und  ihre  Anwendung  auf  ] 

Constnictionsanfgaben. 

Ton 

Fbanz  Fbeiheskn  vok  Keieg 


Einleitung. 

Obwohl  bereits  die  Eillgemeiiie  ein-eindeatige  cabiBch«  Vftn 
Bjnthetisch  und  analytiBcb  antersacbt  worden  ist,  and  riele 
derselben  wenigeteDd  mit  ihren  Transformationstormeln  und  einigen  i 
liehen  Eigenschaften  gegeben  worden  sind*,  bo  haben  diese  doch  noch  \ 
nennensnerthe  constmctive  Anweodtuig  gefunden;  es  mOge  mir  dah«r  diM-J 
mal  erlaubt  sein  za  zeigen,  wie  gerade  die  Epedelbten  cubigchen  VerwauÄ- " 
Schäften  wegen  ihrer  ausserordentlichen  Einfacbbeit  und  Uebersichtlichkeit 
insbesondere  zu  Constmction  sauf  gaben  von  Raumctirven  dritter**  and  vierter 
Ordnung  zweiter  Art  und  Flächen  zweiler  und  dritter  Orduung  aus  gegebenen 
Stücken  sehr  geelguet  aind.  Diese  Coustruction  sauf  gaben  lösen  sich  immer 
in  der  Weise,  dass  sie  auf  bekannte  oder  wenigstens  bekanntere  algebraiwhe 
Probleme  zurückgeführt  werden.***  Augustf  hat  gezeigt,  wie  die  Fläche 
dritter  Ordnung  durch  duptoprojectivische  Beziehung  als  Bild  einer  Ebene 
aiifgefasst  werden  kann.  Es  kommt  dies  geometrisch  darauf  hinaus,  dass 
man  beliebig  gelegene  drei  Paar  Ebenenbüschel  nimmt  und  jedes  Paar 
projectiv  in  sich  bezieh t.ff 

Nenne    ich    die    Ebenenbüschel   nach    den   Axea    s^s'j ,   s^s'^.    f.js'^,    so 
Boll   «,  As*,,  s^As\,   Sj  A  s's    sein.      Durchläuft   der   Schnittpunkt    dreier 


*  Noether,    Mathem.   Annalen,    Bd.  3,    eindeutig-;    liaumtranaformationen. 
Cremona,  Theorie  der  Oberilächen. 

"  Vergl.  Sturm's  Unteniuchungen  über  Kau mcurven  dritter  Ordnung,    Grelle. 
Bd.  80. 

•*■  Wegen  der  Zahl  der  Lösungen  verweise  ioh  auf  Schubert's  nAbzühlende 
Geometrie". 

t  August,  Disquiaitionea  de  superficiebua  tertii  ordinis,  Berolini   18ü2. 
■ft  Sturm,  Flachen  drittür  Ordnung,  pag.  H.     Lpz.  lÖliT. 


Ueber  d.  eindeut.  Bezieh,  v.  Bftnmen  etc.  Von  Fkeihebbn  von  Krieg.       39 

Ebenen  von  s^s^s^  eine  Ebene,  so  beschreibt  der  Schnittpunkt  der  drei 
entsprechenden  Ebenen,  welche  durch  ^'^^'g^'g  gehen,  eine  Fläche  dritter 
Ordnung.  August  studirt  nun  die  Fläche  dritter  Ordnung  mit  Hilfe 
dieser  Abbildung ,  die  er  sich  mit  seiner  Duploprojectivität  herstellt. 

Doch  ist  die  räumliche  Verwandtschaft,  die  durch  diese  Abbildung 
gegeben  ist,  noch  kaum  eingehend  studirt  worden*,  und  es  ist  dies  viel- 
leicht darin  zu  suchen,  dass  auch  diese  Verwandtschaft  wegen  ihrer  Com- 
plicirtheit  noch  keine  besondere  Verwendung  finden  konnte.  Ich  werde 
daher  auch  nicht  lange  bei  dieser  allgemeinen  Verwandtschaft,  welche  die 
Willkürlichkeit  der  Axen  der  Ebenenbüschel  voraussetzt,  selbst  verweilen, 
da  insbesondere  durch  das  Auftreten  von  Baumcurven  dritter  Ordnung,  die 
eine  besonders  singulare  Bolle  spielen,  nur  fern  liegende  Probleme  ihre 
Lösung  finden  können. 

Vielmehr  will  ich  nur  vier  Specialfölle  einer  näheren  üntersuchimg 
unterziehen  und  diese  diesmal  nur  zu  Constructionsaufgaben  verwenden. 
Es  wird  sich  aber  im  Laufe  der  Untersuchung  recht  deutlich  zeigen,  wie 
diese  speciellen  Verwandtschaften  recht  fruchtbar  zu  Untersuchungen  von 
Curven-  und  Flöchensystemen  zu  verwenden  wären. 


Capital  L 
Die  Verwandtschaft, 

§1. 

Nach  anfänglichen  Auseinandersetzimgen  habe  ich  somit  drei  Paar 
Ebenenbüschel,  welche  nach  ihren  beliebig  gelegenen  Axen  s^sf^^  s^^^i  s^^^ 
heissen  mögen,  zu  nehmen  und  5^  A  «'j,  5^  A  «'g,  ^3  A  5^3  zu  setzen. 

Die  Ebenenbüschel  ^i^^  ^3(^1  ^2^9)  ^^^^^  i<^^  iiiii'  ^^  Räume  2^(2^')  und 
die  Punkte  dieses  Raumes  von  ihnen  projicirt.  Entsprechende  Punkte 
werden  dann  von  entsprechenden  Ebenen  projicirt. 

Wenn  nun  ein  Punkt  des  Raumes  Z  eine  Gerade  durchläuft,  so  werden 
5^52^3,  indem  sie  den  laufenden  Punkt  zugleich  projiciren,  zu  einander 
projectiv.  Somit  projiciren  die  entsprechenden  Ebenen  der  drei  Ebenen- 
büschel ^i^2^s>  ^^  letztere  zu  einander  projectiv  sind,  die  Punkte  einer 
Raumcurve'  dritter  Ordnung.  Dabei  treten  s/^s/^sf^  als  Sehnen  der  Raum? 
curve  auf. 

Ich  kann  somit  sagen: 

Einer  Geraden  des  Raumes  Z(Z')  entspricht  inZ'(Z)  eine  Raum- 
curve dritter  Ordnung,  die  die  Axen  fi^^d^^Vtl^i)  ^^  Sehnen  hat. 


*  Siehe  N  0  e  t  h  e  r ,  Mathem.'  Annalen ,  Bd.  •^^tc&»^<^^  . 
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Wenn  min  der  Scbnittpnnkt  von  dr«  beweglichen 
^i^ihi^i^i^s)  "*  ^f^')  «ifi*  Flache  m""  Ordnung  dnrcblSnft,  ao  dni^- 
ISnft  der  Schnittpunkt  der  drei  entsprechenden  Ebenen  durch  /,  s*, s*, (s, «,1^ 
in  £'(Z)  eine  Flache  voa  einer  sogleich  eq  bestimmenden  Ordnung.  Eins 
beliebige  Gerade  in  Z'(Z)  schneidet  sie  in  so  viel  Punkten,  alB  ilU  Rama- 
enrve  dritter  Ordnung  in  T(l.'),  die  der  beliebigen  Geraden  entspricht,  & 
FlOchfl  n"'  Ordnung  schneidet.  Das  Bild  der  Flfiche  n'"  Ordnnng  ist 
mit  von  der  Ordnung  Sn.  Ferner  sehen  wir,  wenn  wir  eine  Gerade  a  bt- 
trachten,  welche  der  Schnitt  einer  Ebene  a  von  ^,  mit  einer  Ebene  £  »^ 
dasH  dieser  Geraden  im  andern  Baume  der  Schnitt  einer  Ebene  doteh  /| 
mit  einem  Hyperboloide  entspricht.  Lassen  wir  nun  «  alle  Lagen  &nnehnica, 
80  beschreibt  a  ■  ein  StrahlenbüBcbel,  somit  die  ganze  Ebene,  und  diesor 
Geraden  entsprechen  dann  die  Schnitte  homologer  Elemente  eines  Eben<B-i 
büschels  Si  und  eines  HyperboloidbUschels,  die  zu  einander  projectiv  üal, 
wie  leicht  zn  ersehen  ist* 
Wir  können  somit  eagen: 

Den  Punkten  einer  EU  che  n*"  Ordnung  entsprechen  itf 
andern  Raame  im  Allgemeinen  die  Punkte  einer  FlSche  3i^ 
Ordnung. 

Wenn  wir  das  Bild  einer  beliebig  gegebenen  Curve  »*"■  Ordnnng  mil 
einer  Ebene  zum  Durchschnitt  bringen,  so  entsprechen  diesen  Schnittpunkten 
diejenigen  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  der  gegebenen  Curve  n"'  Ord- 
nung. Und  da  die  Algebra  lehrt,  dass  letztere  3n  Schnittpunkte  besitzen, 
Bo  wollen  wir  sagen: 

Jeder  Curve  n*"  Ordnung  entspricht  im  andern  Räume  eine 
von  der  Ordnnng  3m. 

Dies  naturlich  auch  nur  im  Allgemeineu,  und  es  wird  eine  Haupt- 
aufgabe sein,  die  Ausnahmen  zu  untersuchen. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Regelschaar,  von  welcher  Sjä^Sj  Leitlinien  sind, 
so  sehen  wir,  dass  den  einzelnen  Geraden  dieser  üegelsebaar  die  Punkte 
einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  entsprechen,  die  wir  die  Hauptcurve  de« 
Raumes  ^'(H'j^  nennen,  und  die  ^is\!^^  tu  Sehnen  hat.  Desgleichen  ent- 
sprechen den  einzelnen  Geraden  der  Regelschaar,  von  welcher  s\^g^^  Leit- 
linien sind,  die  Punkte  einer  Raumeurve  dritter  Ordnung  (^Hj),  (llauptcurve 
des  Raumes  Z),  die  die  Aien  5[Sj*j  zu  Sehnen   bat. 

Femer  ist  eben  so  leicht  ersichtlich,  dass  den  Punkten  von  SjSjSj(s',s',s',) 
im  andern  Räume  Gerade  entsprechen.  Z  B.  entsprechen  den  Punkten  von 
s,  die  Transversalen  von  «V'^s'^^^'a)  «■  b.  w. 


•  August,  Disquisitio 
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Wir  können  daher  sagen: 

Jeder  der  Eäume  Z  und  U  besitzt  je  drei  Gerade  und  eine 
Eaumcurve  dritter  Ordnung  (Hauptcurve  des  Baumes),  deren  Punkten 
im  andern  Räume  Gerade  entsprechen. 

Durch  3^828^(5/^^2^ 3)  ^st  eine  Regelschaar  bestimmt,  zu  der  auch 
^1  ^2  ^3(^1  ^'2  ^'s)  gehören.  Jeder  Geraden  dieser  Regelschaar  entspricht  im 
andern  Räume  die  Hauptcurve  desselben  punktweise. 

Wir  sagen  daher: 

In  jedem  der  RSume  Z  und  Z'  befindet  sich  eine  Regelschaar, 
deren  Geraden  den  Punkten  der  Hauptcurve  des  andern  Raumes 
entsprechen. 

Wir  wollen  nun  nach  dem  Bilde  einer  Curve  n*®'  Ordnung  fragen, 
die  mit  den  Geraden  Si(s!i)  und  der  in  diesem  Räume  gelegenen  Haupt- 
curve jp  Punkte  gemein  hat.  Wir  haben  gesehen,  dass  jedem  dieser  Schnitt- 
punkte im  andern  Räume  eine  Gerade  entspricht  —  das  heisst  aber:  „das 
Bild  ist  zerfallen  in  p  Gerade  und  eine  Curve  (3«— jp)*®'  Ordnung.*' 
Wir  wollen  zur  leichteren  Ausdrucksweise  als  eigentliches  Bild  einer 
Curve  dasjenige  bezeichnen,  das  dem  Originale  punktweise  entspricht. 
Wenn  einem  Punkte  einer  Curve  dem  entgegengesetzt  z.  B.  eine  Gerade 
entspricht,  so  will  ich  die  Gerade  ein  uneigentliches  Bild  vom  Punkte  nennen. 

Mit  dieser  Bezeichnung  ergiebt  sich  der  Satz: 

Einer  Curve  n*®'  Ordnung,  welche  die  Geraden  5,(5',)  und  die 
zu  diesem  Räume  gehörige  Hauptcurve  dritter  Ordnung  im  Ganzen 
pmal  schneidet,  entspricht  im  andern  Räume  als  eigentliches 
Bild  eine   Curve   von  der  Ordnung  3w— jp. 

Betrachten  wir  schliesslich  noch  die  drei  Hyperboloide,  die  als  Erzeugniss 
der  drei  Paar  projectivischen  Ebenenbttschel  ^js'i,  ^2^2»  ^s^s  ^^^^  ergeben, 
so  durchdringen  sich  diese  in  acht  Punkten.  Durch  jeden  derselben  gehen 
drei  Ebenen  von  8^828^  und  drei  Ebenen  durch  ^1^2^$)  ^i^  je^^^i^  entsprechen. 

Daher  gilt  der  Satz: 

Unsere  Verwandtschaft  besitzt  im  Allgemeinen  acht  sich 
selbst  entsprechende  Punkte. 

Im  „Allgemeinen**,  weil  in  speciellen  Fällen  es  sich  gestalten  kann, 
dass  eine  Gerade,  ein  Kegelschnitt  oder  auch  eine  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung sich  punktweise  selbst  entspricht.  Wir  brauchen  z.  B.  nur  drei  Punkte 
einer  Geraden  als  sich  selbst  entsprechende  Punkte  zu  fixiren,  damit  sich 
schon  alle  Punkte  der  Geraden  entsprechen. 

Ich  bemerke  endlich  noch,  dass  die  Verwandtschaft  festgelegt  ist,  wenn 
die  drei  Axen  jedes  Raumes  und  drei  Punkte  mit  ihren  entsprechenden 
gegeben  sind.  Denn  damit  ist  die  ProjectivitSt  der  drei  Paar  Ebenen- 
büschel fixirt. 
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AU^etnviiiOH  Aber  die  BpeoiBlfUls. 

Wir  gehen  nun  so  SpeciaiföUen  über  und  werden  näfareod  ihrer  TTalaf 
Buchung  zeigen,  wie  dieselben  ein  einheitlicLe£  Princip  zur  RednctioB  maar 
grossea  Z&lil  von  CouEtroctionen  der  Raumcorve  dritter  Ordaang  aus  ge> 
gebeneu  Stacken  auf  einfachere  algebraische  Probleme  bilden.*  Aefaolicliei  gÜ' 
bei  fonstruetionen  der  FUehe  dritter  Ordnung,  wenn  auch  nicht  in  derselb« 
Aasdehuung,  Aach  die  geradlinige  Fläche  zweiler  Ordnung  ISKEt  steb 
gewissen  Bedingungen,  denen  man  meines  Wissens  noch  nicht  gerecht  w«rdta 
konnte,  construirea.  Schliesslich  möchte  ich  die  gegebenen  Constractioaaii 
von  r&Üonaleu  Raumcurven  vierter  Ordnung  und  Kegelschoitten  ün  RubU' 
erwShneu. 

Vor  Allem  wollen  wir  zeigen,  dass  unsere  Verwandtschaft  die  CoUinektHa 
als  SpeciaJfail  in  sich  enthalt  Wir  brauchen  in  der  Tbat  nur  den  Tri«»- 
verealen  von  »i'^^*»  die  TransverBaLen  von  s\^jf\  projectiv  zuzuweisen,  dk- 
mit  dieser  Fall  sich  ergebe.  Dasäelbe  erreichen  wir,  wenn  wir  ^Sj.^  nai 
auch  s\^gs\  in  Ebenen  legen,  die  sich  entsprechen  sollen. 


Gapitel  tl. 
Erster  Specialfall. 


Zu  einem  /u  Constructionen  recht  hraucbbaren  Specialfall  gelangen 
wir,  wenn  wir  die  drei  Axen  des  einen  Raumes  X  :  s^s^.'.j  in  eine  Ebene 
legen,  die  drei  Axen  des  andern  HaumeB  Z' :  s\!^gs\  jedoch  windschief  lassen. 
Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  iii  dem  Itaiime  X,  wo  alle  Äsen  sich  schneiden, 
eine  Raumcurve  dritter  Ordnimg.  deren  Puukten  die  Transversalen  von 
»"[S'^s*,  entsprechen,  die  also  Hauptcurve  (Hj)  ist,  auftritt  Diese  Raumcurve 
geht,  da  ^ie  durch  die  projectiven  J^benenbUsehcl  .«i^'o-'*,,  erzeugt  wird,  durch 
die  drei  Schnittpunkte  der  Axen  (s.  Hthogr.  Tafel  Fig.  4).  Dabei  soll  der  Schnitt- 
punkt von  .--,.■...  7/3,  der  von  s,s^  IL  und  schliesslich  der  von  s..^^  //,  heissen 
Im  liuunie  S'  giebt  es  statt  der  Hauptcurve  einen  ausgezeichneten  Punkt  //', 
den  wir  Hauptpunkt  des  Raumes  Z'  nennen  «ollen,  während  Il,JLH^  die 
Haupt  jmnkte  von  X  heissen  sollen.  Il'  entspricht  allon  Punkten  der  Ebene  ,«,,<j,'j. 

Jeder  Geraden  des  Raumes  I  entspriclit  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung,  die  ater  stets  durch  II'  gehen  und  die  drei 
Geraden  i-'i^VA  zu  Sehnen  haben  wird. 

*  Man  vergleiche  Sturm'aCntersuchuDgt'n  über  Raumcurven  dritter  Ordnung. 
CreJle,  Dd.  79  u.  SO,  feiner  Schrätei's  F^cheiL  zweiter  Urdnimg,  Leipzig  1S80. 
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Und  umgekehrt: 

Jeder  Eanmcurve  dritter  Ordnung,  die  durch  H^  geht  und 
s\s\s\  zu  Sehuen  hat,  entspricht  in  Z  eine  Gerade.*  Denn  das 
Erzeugbiss  dreier  projectiver  Ebenenbüschel,  die  eine  Ebene  entsprechend 
gemein  haben,  ist  eine  Gerade.  Es  lassen  sich  mit  diesen  Bemerkungen 
mit  Hilfe  dieses  Specialfalles  der  Verwandtschaft  im  Räume  Z'  bereits 
Constructionen  von  Raumcurven  dritter  Ordnung  ausführen,  die  aber  immer, 
da  wir  sie  als  Bilder  der  Geraden  des  Raumes  T  ansehen  wollen,  drei 
Sehnen  ^^^2^3  ^^^  einen  Punkt  J7'  mit  einander  gemein  haben.  Das  heisst, 
wir  können,  indem  wir  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  als  das  Bild  von 
einer  Geraden  auffassen,  in  den  einzelnen  verschiedenen  Specialfällen  der 
Verwandtschaft  nur  immer  RiRimcurven  dritter  Ordnung ^  die  einem  ent- 
sprechenden vierstufigen  System  angehören,  construu^en.  Es  ist  damit  sicht- 
bar, wie  jeder  Specialfall  unserer  Verwandtschaft  zum  Studium  der  auf- 
tretenden Systeme  von  Raumcnrven  und  Flächen  dritter  Ordnung  einladet; 
wir  wollen  aber  diesmal  uns  mit  diesem  Hinweis  begnügen,  um  dem  Titel 
der  Arbeit  gerecht  zu  werden. 

§4. 

Constructionen  von  lUtiunourven  dritter  Ordnung  mittels 

des  ersten  Speeialfalles. 

Um  den  gegebenen  Specialfall  zu  Constructionen  von  Raumcurven 
dritter  Ordnung,  von  denen  stets  die  Sehnen  ^isf^^^'  und  der  Punkt  H^ 
gegeben  sein  sollen,  in  Anwendung  zu  bringen,  wollen  wir  für  alle  diese 
Constructionen  uns  einen  Raum  T'  construiren,  der  ^^^2^8  ^^  Axen  und 
//'  als  Hauptpunkt  hat.  Die  Construction  des  Raumes  Z  bleibt  in  unserm 
Belieben,  nur  müssen  sich  die  Axen  dieses  Raumes  in  drei  beliebigen 
Punkten  Hy^H^H^  schneiden.  Den  Ebenen  s^H^^  s^H^,  ^s-Ss»  ^^®  ^^®^  ^^ 
einer  Ebene  vereinigt  liegen,  haben  die  Ebenen  ä'^jET',  ^2-^9  ^s-ö^  ^'^  ö^t' 
sprechen.  Nun  kann  man  noch  immer  irgend  zwei  beliebigen  Punkten 
von  r  zwei  beliebige  Punkte  von  H  als  entsprechende  zuweisen,  damit 
die  Projectivität  der  drei  Paar  Ebenenbüschel  vollkommen  bestimmt  ist. 
Wir  wollen  zur  Einfachheit  jede  Raumcurve  dritter  Ordnung,  die  sf^s^^s^^ 
zu  Sehnen  hat  und  durch  H'  geht,  mit  dem  Symbol  C'^{^^^2^^^H')  be- 
zeichnen. Wird  eine  solche  Curve  durch  weitere  Bedingungen  bestimmt, 
so  wollen  wir  diese  noch  in  die  Klammer  setzen.  Wir  bezeichnen  einen 
Punkt,  durch  welchen  die  Curve  noch  gehen  soll,  mit  P',  oder  wenn  es 
noch  mehrere  sein  sollen,  mit  P'^P'^...,  Sehnen,  die  die  Curve  noch  besitzen 

*-Die  ümkehrungen  dieser  Sätze,  die  sich  stets  leicht  ergeben,  sind  für  uns 
darum  wichtig,  weil  sie  den  Beweis  enthalten,  dass  die  folgenden  Constructioneii 
alle  LösuDgen  erschöpfen. 
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Boll,  mit  ^s*.  Wenn  die  Baumcurve  dritter  Ord&ang  gegebene  Secant«Q'f'  b«- 
sitzen  soll,  bo  werden  wir  diese  mit  l'^l'^l'^ ...  bezeichnen.  Eine  einfache  B0- 
rtlbnmgsebene  soll  mit  ji',  eine  Oscnlations ebene  mit  n'  bezeichnet  werden. 
Wenn  die  Oeculätion  im  Punkte  P'  erfolgen  soll,  so  soll  dies  dorch  x"?' 
auegedmckt  werden.  Wenn  die  Berührung  von  n*  in  einer  Geraden  l'  oder 
in  einem  beBtimmten  Punkte  I''  stattfinden  soll,  so  will  ich  dies  mit  nT,  nfP' 
KnedrOcken.  Eine  Tangente  soll  mit  b',  der  Bertlhrungspunkt  mit  ^  ge- 
geben sein.  Die  Bilder  dieser  bestimmenden  Stücke  wollen  wir  mit  den 
gleichen  Buchstaben,  aber  ohne  Aecent  bezeichnen.  Die  Constructionen 
wollen  wir  nur  skizziren,  da  dieselben  sieb  aus  der  Verwandtschaft  un- 
mittelbar ergeben.  Dabei  werden  wir  auch  meist  TOvaussetsen,  dass  die 
gegebenen  Stücke   bereits  in  den  andern  if&um  transformirt  worden  sind. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C'f(j'\^f^gn'l'jl'fP') 
reducirt  sich  auf  die  der  gern eiuschaft  liehe u  Strahlen  der  beiden  Kegel  dritter 
Ordnung,  die  im  Punkte  P  ihren  Scheitel  wnd  J^l^  zu  Leitlinien  haben. 
Dabei  sind  drei  Strahlen  auszu scbli essen ,  die  von  P  zu  den  Hauptpunkten 
des  Raumes  Z  gehen,  denn  diese  Strahlen  liefern  Bilder,  die  keine  eigenb- 
lichen Ranmcui-yen  dritter  Ordnung  sind. 

Die  Construction  der  Raumcnrve  dritter  Ordnung  C'j(s',s',s'jB'a'j',/'J 
besteht,  nachdem  wir  ^l\l\  nach  X  transformirt  haben,  in  dem  Aufsuchen  d«r 
Sehnen  von  s,  welche  mit  f,  und  ^  j«  einen  von  77^  ?/, /f,  verschiedenen  Punkt 
gemein  haben.     Die  Bilder  dieser  Geraden  geben  die  Lösungen  der  Aafgahe. 

Die  Consti-uctioii  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C\{»\s' ,^ ^iV P' V zf) 
wird  auf  die  der  Geraden  zurückgeführt,  die  durch  J*  gehen,  die  Flüche  dritter 
Ordnung  n  berühren  und  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  l  einfach  schneiden. 

Da  die  Flächen  dritter  Ordnung,  die  den  Ebenen  des  Raumes  Z'  ent- 
sprechen, in  //,  lI^Hg  Doppelpunkte  haben,  wie  wir  noch  sehen  werden, 
HO  haben  wir  die  Geraden,  die  von  P  an  die  Hauptpunkte  JlyH^U^  geben, 
doppelt  gezählt  zum  Abzug  zu  bringen     Wir  haben  somit  nur  zwölf  Lösungen. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C\(ß ^s\^ ^iP V tJ ^) 
wird  zurückgeführt  auf  die  Aufgabe,  Sehnen  von  s  zu  suchen,  die  /  schneiden 
und  JT  berühren.     Die  Bilder  dieser  Geraden  lösen  die   Aufgabe. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  Cjl^>', -'j''3iA'7*';r',n'j) 
reducirt  sich  auf  die  Aufgabe,  Gerade  zu  finden,  die  durch  P  gehen  und 
^,Tj  berühren.  Allein  die  Geraden,  die  von  P  zu  lI^il^H^  gehen,  sind 
Doppelgerade  für  jeden  der  beiden  Tangen tenkegel  von  P  zu  31,  und  ic, 
und  keine  eigentlichen  Tangenten  der  Flächen,  daher  haben  diese  keine 
Lösuugen  zu  ihren  Bildern.  Da  in  diesen  drei  Geraden  zwölf  Schnittlinien 
der  beiden  Tangentialkegai  vereinigt  liegen,  so  ist  die  Zahl  der  Lösungen  24. 

f  Secaote  nennen  wir  eine  Gerade,  die  eine  Raumcurve  nur  einmal  schneidet. 


,1 


Die  Constmction  der  Baumearve  dritter  Ordunng  C'^{s\s\s\B' t'W^ii!)) 
roducirt  sich  auf  die  Anffindnng  der  Sehnen  von  .«,  die  die  FlBchen  dritter 
Ordnung  n,  te^  berühren.     Die  Bilder  dieser  Geraden  lösen  die  Autgabe. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C'j{!-\s\s'gll'  1'  ff*} 
reducirt  sich  auf  die  Construction  der  Uaupttangenten  von  n,  die  durch  P 
geilen.  Es  giebt  deren  bekanntlich  sechs  und  diese  lOsen  mit  ihren  Bildern 
die  Aufgabe. 

Die  Constmction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C'j((t',»',s'j,/r'l''jt'f') 
wird  auf  die  Auftinduiig  der  Geraden  durch  P  reducirt,  weiche  «  in  einem 
Punkte  von  l  berühren;  te  geht  durch  l. 
_  Die   Construction   der  Raumcurve   dritter  Ordnung  C'sfs'is'js'jfl't'S') 

wndiicirt  sich  auf  die  des  Bildes  der  Tangente  von  b  in  B. 

Die    Constmction   der   Raumcurve    dritter   Ordnung  C'g  (^'jt^'^'-'^II'b' l') 

reducirt  sich  auf  das  Aufsuchen  jener  Tangenten  von  h,  die  von  der  Rauip- 

curve    dritter  Ordnung  l  geschnitten   werden.     Die  Aufgabe  wird   um    drei 

Einheiten   redacirt,    da  die  Tangenten  von  b,   die  H^H^H^  zu  BerUbrungs- 

■|)unkten  haben,  keine  LSsungen  geben. 

■  Die   Construction   der   Raumcurve    dritter   Ordnung   C,  (s',i'j»'j™^P'l') 

reducirt  eich  auf  das  Auffinden  der  drei  Geraden,  die  n  im  Punkte  P  be- 
rühren und  l  schneiden.     Somit  haben  wir  drei  Lösungen. 

Die  Constmction  der  Raumcurve  driUer  Ordnung  C''„(i-',''',*'gZ/'jr"l''j 
reducirt  sich  auf  das  Auffinden  der  Haupttangenten  der  Fläche  n  im  Funkte  P. 
I  Zu   anderen   interessanten  Constructionen    der  Itaumcurve  dritter  Ord- 

nung wird  man  geführt,  weun  man  sich  fragt,  was  in  diesem  Specialfall 
der  Verwandtschaft  den  einzelnen  Punkten  der  Axen  ^'i"'^»'^  entspricht. 
Wir  sehen  sofort,  dass  hier  statt  der  früheren  Geraden  von  Eegelflilchen 
zweiten  Grades  die  Geraden  von  Kegeln  auftreten,  die  ihre  Scheitel  in  H^II^H^ 
vJukben. 
(  Wir  knnnen.iomit  sagen: 

Dan  Punkten  der  Axen  '', ^'i^'g  des  Raumes  Z'  entsprechen 
die  Strahlen  der  Kegel  mit  den  Scheiteln  HyU^n^  in  I,  die  die 
Hauptcurve  zur  Leitlinie   haben. 

Damit  sind  wir  nun  in  die  Lage  gesetzt,  eine  Raumcurve  dritter  Ord- 
IfBnng   als    das  Bild    einer  Geraden   des  Raumes  Z   zu  construlren,   die  eine 
Bgder   mehrere   der    Axen   -'VVs   ■™   Tangenten   hat.     Z.  B.  jede   Tangente 
des    Kegels,    welcher    die   Hauptcurve    projicirt    und   //,    zum   Seheitel   hat, 
wird   zum  Bilde   eine  Raumcurve    dritter  Ordnung  haben,    die  f-'i  zur  Tan- 
gente, >',a',  7.a  Sehnen  bat,  und  die  schliesslicb  noch  durch  W  gehen  wird. 
Damit  l5sen  sich  unter  andern  die  Aufgaben: 

Es   ist  eine  Raumcurve   dritter  Ordnung   zu   construiren, 
I  JerMllwaitwei  Pnnkte.  zwei  Sehnen,  eine  TBiig«a\«  'uA  «ua  v 
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Gerade  gegeben  ist.     Ee  zerfallt   hier,  wi«  leicht  zu  ersefapn,   di*  Arf^ 
g&be  vierten  GradoB  in  swei  des  sneiten. 

Oder  ancb: 

Eb  ginO  TOD  einer  BaumcurTe  dritter  Ordnung  eine  Sehne 
Tangenten  aod  z^vei  Punkte  gegeben.  Eb  iet  die  Eaomcorve  drittor 
Ordnung  zu  congtruiren.  Die  Aufgabe  vierten  Gradea  zerf^lt  io 
vom  zweiten  und  besteht  in  der  Confitruction  der  beiden  Paare 
Tangentialebenen,  die  von  einem  Punkte  an  Kwei  der  otteti  erwShntM 
Kegel  zweiten  (iradea  gebeu. 

Durch  weitere  Combination  von  Bedingnngen  ergebem  sieb  weitere  Auf-- 
gaben,  die  dem  Leser  überlassen  bleiben 


Weitere  den  ereten  Specialfall  betreffende  BStse.    Verwendimg 

derselben  en  Conetmctionen  von  rntionalen  Raumourven  vierter 

Ordnung. 

Nachdem  wir  gezeigt  haben,  dasa  man  mit  dieeem  Specialfall ,  otiM 
ihn  genauer  erörtert  tm  haben,  hd  manche  Construction  von  Rattnicnrvai 
dritter  Ordnung  ausfuhren  kaim,  wollen  wir  mm  weiteren  Stadium  * 
selben  übergeben. 

liolracliten  wir  die  Paukte  einer  fieradra  des  Raumes  I'.  die  durch  fi' 
geht,  so  Beben  wir,  dass  den  drei  Ebenen  der  EbenenbQscbel  -■•',  s'g/,,  die 
durch  H'  gehen,  drei  zusammenfallende  Ebenen  der  EbeuenbüBcbel  -=,-'5*) 
entsprechen. 

Wir  seh  Hessen  daraus: 

Einer  Geraden  des  Raumes  Z',  die  durch  //'  geht,  entspricht 
eine  Gerade  des  Raumes  S,  die  eine  Sehne  der  Hauptcurve  |,H,) 
des    Raumes   Z   ist. 

Da  dem  Punkte  II'  die  ganze  Ebene  'i'j's  entspricht,  so  wird  einer 
Ebene  /,''  durch  H'  als  eigentliches  Bild  nur  eine  Flüche  zweiter  Ordnung 
J-J  entsprechen  kiiunen. 


E 

ergiebt  sich  somit 

der  Satz: 
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Daher  ergiebt  sich: 

Der  Transversalen  t't  und  jedem  ihrer  Punkte  entspricht  die 
Axe  Si  und  umgekehrt. 

Einem  Hauptpunkte  Hk  entsprechen  in  U  die  Punkte  der  Ebene,  die 
H^  mit  s^k  verbindet.     Daraus  folgt: 

Einer  Ebene  des  Raumes  T,  die  durch  einen  der  Hauptpunkte 
Hk  geht,  entspricht  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  sfisfi  ent- 
hält. 

Letzteres  ergiebt  sich  sofort  bei  Betrachtung  der  Kegel,  die  den  Punkten 
der  Axen  sf^s'^s'^  entsprechen.* 

Da  ein  Kegelschnitt  des  Raumes  Z,  der  durch  einen  der  Hauptpunkte 
Hk  geht,  als  eigentliches  Bild  nur  mehr  eine  rationale  Baumcurve  vierter 
Ordnung  haben  kann,  da  t\t\f  als  uneigentliche  Bilder  des  Hauptpunktes 
Hk  angesehen  werden  können^  so  haben  wir  es  in  der  Hand,  rationale  Raum- 
curven  vierter  Ordnung  zu  construiren,  die  bestimmten  Bedingungen  unter- 
liegen. So  wird  z.  B.  ein  Kegelschnitt  durch  H^  eine  C\  liefern,  die  s!^ 
zur  Sehne  oder  Tangente,  sf^s!^  aber  zu  Doppelsehnen  hat.  Dies  folgt 
aus  den  Schnittpunkten  des  Kegelschnitts  mit  den  Kegeln,  deren  Strahlen 
den  Punkten  der  Axen  ^'js'j  5^3  entsprechen.  Femer  wird  die  Raumcurve 
vierter  Ordnung  noch  durch  H*  gehen  müssen.  Wollen  wir  also  eine 
rationale  Raumcurve  vierter  Ordnung  construiren,  die  die  Gerade  sf^  zur 
Sehne  oder  Tangente,  5^2 ^3  zu  Doppelsehnon  hat  und  die  durch  den  Punkt 
H^  geht,  so  brauchen  wir  nur  sf^^^^^  zu  Axen  und  H*  zum  Hauptpunkt 
eines  Raumes  Z'  zu  machen.  Die  Axen  des  Raumes  Z  unterliegen  der 
einzigen  Bedingung,  in  einer  Ebene  liegen  zu  müssen.  Wir  haben  nur  noch 
die  weiteren  Bestimmungsstücke,  die  die  Raumcurve  vierter  Ordnung  fixiren 
und  der  verschiedensten  Art  sein  können,  hinzuzufügen;  z.  B.  könnte  ver- 
langt sein  eine  rationale  Raumcurve  vierter  Ordnung  zu  construiren,  wenn 
von  ihr  ausser  den  bekannten  Bestimmungsstücken  ^isf^^^  und  H*  noch 
zwei  Punkte  und  zwei  Secanten  gegeben  sind.  Oder:  wenn  von  ihr  eine 
Tangente  5'^,  zwei  Doppelsehnen  sf^sf^,  zwei  Punkte  jff'P'  und  drei  Secanten 
VJ^Vq  gegeben  sind.  Im  letzten  Falle  reducirt  sich,  wie  leicht  zu  sehen, 
die  Aufgabe  auf  die  Construction  eines  Kegelschnitts,  der  in  einer  Tan- 
gentialebene des  Kegels  H^  (Hj)**  liegt,  welche  durch  P  geht.  Die  fünf 
bestimmenden  Punkte  des  Kegelschnitts  sind  H^  P  und  je  ein  Schnittpunkt 
der  Raumcurven  ^WV  Weitere  Construetionen  ergeben  sich  durch  Com- 
binationen  von  noch  möglichen  Bedingungen,  die  wir  dem  Leser  überlassen. 


*  Dies  ergiebt  sich  auch  daraus,  weil  die  zerfallene  Fläche  dritter  Ordnung 
die  drei  Axen  ffiS^^sf^  enthalten  muss. 

**  Hi  (H,)  soll  der  Kegel  sein,  dessen  Spitze  Hi  ist  und  dec  di<^  %Ycv^g^iiJ&sL% 
Hauptcurve  (H,)  projicirt. 


48     Üeber  d.  eindeut.  Bezieh,  v.  RäuiueD  mittelst  projecL  Eben  «sbUscliel  etc. 

Constructionen  von  ratioaalen  Raumcarven  vierter  Ordnung,  die  sie 
durch  den  Hauptpunkt  //*  gehen,    ergeben  eich,  wenn  man    das  Bild  rä 

Kegelschnitts  betrachtet,  der  zwei  der  Äsen  .S|SgS,  in  irgend  welchen  n 
Fonkten  ichneideL  Zu  Früherem  zurückkehrend,  fragen  wir  nach  dl 
Bilde  einer  beliebig  gelegenen  Ebene  i."  des  Baumes  £'.  Die  Ebene  . 
schneidet  s'js'js'j,  t\t'gt'^  in  sechs  Punkten,  denen  Gerade  ant^precfaen,  » 
welchen  je   drei   durch  jeden   der  Punkte  H^H^II.^  geben. 

Somit  ergiebt  eich: 

Einer  Ebene  des  Kaum^e  Z'  entspricht  eine  FlXcfae  dritt 
Ordnung  mit  drei   Doppeiponkten  in  H^H^H^. 

Nach  Früherem  wiGBcn  wir  anch,  daes  sie  doreb  die  Hanptcurve  gti^ 
denn    die  Transversalen  von  s'is'^Vj   schneiden   E'   in  den    Punkten   ei 
Kegelschnittes,  dessen  Bild  die  Hauptcurve  (H^J  ist. 

Einer  Ebene  des  Raumee  I  entspricht  eine  Plficbe  driti 
OrdnuDg.  die  9',^,s'g  enthalt  und  iP  zum  Doppelpunkte  hat- 

Denn  eine  Ebene  £  des  Haiimes  Z  schneidet  s^s^Sj^  in  drei  Ponktoi^ 
denen  die  Transversalen  t\t\t\  entsprechen,  die  dem  Bilde  E'  von  £ 

gehören.     Somit  gehört  der  Schnittpunkt  W  der  drei  Geraden   f\l'tl\ 

Doppelpunkt  der  FlILche  an.  E  wird  femer  von  den  drei  Kegeln  B^  {H^ 
W,  (H3),  7/3  ("Ha)  in  Kegelschnitten  geschnitten,  denen  als  eigentliche  Bild« 
die  Äxen  s'is'js'i  entsjireehen. 

Einer  Fläche  dritter  Ordnung,  die  s^js',  enthalt,  nnd  it 
zum  Doppelpunkte  hat,  entspricht  in  Z  eine  Ebene. 

Denn  einer  Fläche  dritter  Ordnung  in  X'  entspricht  im  Allgemeinen 
in  X  eine  Flüche  neunter  Ordnung.  In  unserem  Falle  zerfallt  die  Flöcb« 
neunter  Ordnung  in  die  drei  Kegel  Kj  (H^),  J'^i^s),  -"3(^3")  und  die 
Doppelebene  ]i^Il.^}I^  und  in  das  eigentliche  Hild  der  Flüche  dritter  Ord- 
nung, welches  als  Kest  nur  mehr  eine  Ebene  sein  knnn. 

§  6. 
Constructionen  von  riächen  dritter  Ordnung. 
Wir  sind  imn  in  der  Lage,  Constructionen  von  Flticheii  dritter  OrdonofT. 
die  drei  gegebene  (lerade  s\x\s'^  und  einen  Doppelpunkt  7/'  besitzen,  mittejtt 
weiteren  Bedingungeo  zu  fisiren  und  auf  einfachere  algebraische  Probleme 
zurückzuführen.  Wir  brauchen  uns  uur  einen  Kaum  Z'  zu  construiren,  der 
die  gegebenen  Geraden  5',  s'^s',  zu  Axen  und  11'  Kum  Hauptpunkte  hat. 
Die  drei  Äxen  des  Uaumes  Z  S[?ä.'3  unterliegen  nur  der  Bedingung,  sieh 
in  drei  Punkteu  zu  schneiden,  Schliesslich  muss  noch  die  I'rojectivität  der 
Ebenenbüschel  s,s',  auf  beliebige  Weise  vollkommen  festgelegt  werden. 


Von  Pbanz  Preiherrn  von  Krieg.,  49 

Die  weiteren  Bestimmungsstücke  der  zu  constrairenden  Flltohe,  die  im 
Ranme  Z'  gelegen  gedacht  wird,  transformiren  wir  nach  Z,  wo  wir  dann 
Ebenen  zu  construiren  haben,  deren  Bilder  die  Lösungen  liefern.  Wir 
wollen  einige  Beispiele  geben: 

Dabei  sollen  s'^sf^sf^  Gerade  der  Flache,  H'  einen  Doppelpunkt,  h!  eine 

Haupttangente,  h! B'  eine  Haupttangente  mit  dem  Berührungspunkt ,  If^}/^"' 
Tangenten,  P\P\,,.  Punkte,  tJ^iJ^.,,  Berührungsebenen,  liB^  eine  Be- 
rührungsebene, V B^  eine  Tangente  mit  ihren  Berührungspunkten  bedeuten. 
Wir  werden  die  zu  constroirende  Pläche  mit  F\  bezeichnen  und  die  Be- 
stimmungsstücke derselben  hinzusetzen. 

Die  Construction  der  Pläche  F\(J^^^s/^H^ P^Jil)  reducirt  sich  auf  die 
der  Bilder  der  drei  Schmiegungsebeneu,  die  sich  von  P  an  die  Ranmcurve 
dritter   Ordnung  h  legen  lassen.     Wenn  stati  der  Bedingungen  P'V    die 

Bedingungen  lil B^  gegeben  sind,  so  gehen  die  drei  Lösungen  in  eine  über. 

Die  Constiniction  der  Pläche  F'^{sfisf^^^H'b\h\P\)  reducirt  sich  auf 
die  der  Bilder  der  gemeinsamen  Tangentialebenen  der  beiden  Kegel  vierter 
Klasse,  die  P^  zur  Spitze  und  hi\  zu  Leitlinien  haben. 

Wird  in  dieser  Aufgabe  eine  Tangente  z.  B.  ^'2  durch  einen  Punkt 
P'2  ersetzt,  so  reducirt  sich  die  Zahl  der  Lösungen  auf  vier. 

Die  Construction  der  Pläche  F'^(^^sf2sf^H^b\b\b\)  reducirt  sich  auf 
die  der  Bilder  der  gemeinschaftlichen  Tangentenebenen  der  drei  Raumcurven 
dritter  Ordnung  b^b^b^. 

Die  Construction  der  Pläche  F\{^ ^^ ^s\H^ 'jJ P^ V^  reducirt  sich  auf 
die  der  Bilder  der  gemeinschaftlichen  Berührungsebenen  des  Tangenten- 
kegels von  P  an  TT  und  des  Kegels,  der  P  zur  Spitze  und  b  zur  Leitlinie  hat 

Tritt  statt  der  Bedingungen  liP^V  die  Bedingung  liB^  so  haben  wir 
nur  die  Tangentialebene  in  ^  an  tt  zu  construiren  und  deren  Bild  zu  suchen. 

Die  Construction  der  Pläche  F\(J ^i ^^ ^B! li ^li ^P^^  reducirt  sich  auf 
die  der  Bilder  der  gemeinsamen  Berührungsebenen  der  Tangentenkegel 
von  P  an  n^it^.  Wenn  nun  P  durch  eine  dritte  Berührungsebene  ji/g  er- 
setzt wird,  so  besteht  die  Reduction  der  Aufgabe  in  der  Construction  der 
gemeinsamen  Berührungsebenen  von  n^n^it^, 

Capitel  IIL 
Zweiter  Specialfall. 

§  7. 
Wir   gehen  nun  zu   einer    weiteren   Specialisirung  dieses  Specialfalles 
der  Verwandtschaft  über  (s.  lithogr.  Tafel  Pig.  5).    Wir  legen  den  Hauptpunkt 
des  Raumes  Z'  d.  i.  -BT'  auf  eine  beliebige  Tiwasvfet^^Xft  ^  ^  ^wi  ä  v^  «^.^  v 

ZeiUchr.  f.  Mstb.  u.  Physik.  XXIX.  Jahrg.  Suppl.  ^ 
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Dadorch   aber   werden    alle   Pualcte    der  Trans veraalen 
punkten,  denn  jedem  Paaktc  von  s'^  entspricht  jetzt  die  Ebene  'iS.>,.    V^ 
niflge  die  HauptUnie  des   RanmeE  £'  heissen. 

Es  folgt  nun; 

Die  Uauptcurre  (H,)  des  Raumes  Z  geht  iu  ein«  0«rmd*, 
s^  aber. 

Denn  die  Paukte,  die  den  Transversalen  von  s'is'^s'j  entsprecfaolf, 
erhalten  nir  als  Erzeugnis»  von  drei  projectiven  EbenenbUschel  ^jS^s,,  du 
diu   Ebene  ihrer  Äxen  entsprechend  gemein  haben. 

Umgekehrt  gilt  der  Sata: 

Geht  die  Haujitcurve  (H,)  in  eine  Gerade  s.  Über,  »o  wird 
der  Hauptpunkt  Ji'  durch  eine  Hnuptlinie  s'«  ersetzt. 

Da  jedem  Punkte  der  Ebane  s^s^s^  die  ganze  Haaptjinie  ^^  ent^rioh^ 
80  folgt: 

Einer  Qeraden  des  Raumes  I  entspricht  als  eigentUcfa«* 
Bild  ein  Kegelschnitt,  der  jede  der  Äxen  s'^s'^^g  und  die  Haupt- 
linie  s*,  je  einmal  schneidet. 

Denn  unsere  frUheren  Regel,  deren  Btrahlen  den  Punkten  der  Axea 
dOB  Haumes  Z'  enteprecben,  sind  bier  in  StrahlenbUschel  mit  den  Soheitakl 
Äjifj//.,  übergegangen,  die  die  singulare  Gerade  s,  des  Raumes  Z  projicirea. 
Da  nun  jede  Gerade  nur  einen  Strahl  eines  jeden  dieser  Büschel  H^s^,  H^s^, 
Hgf>^  schneidet,  so  enthält  das  Bild  der  Geraden  auch  nur  einen  Punkt 
jeder  der  Aien  s'js'js'j. 

Auf  gleiche  Weise  ergieht  sich: 

Einer  Curve  »'"  Ordnung  des  Raumes  Z  entspricht  als  eigent- 
liches Bild  eine  Curve  von  der  Ordnung  3«  —  n,  die  jede  der 
Axen  ^i^^s\  und  die  Hauptlinie  s^^  «fach  schneidet. 

Jedem  Kegelschnitt,  der  s^s'^s'^  und  s\  je  einmal  schneidet, 
entspricht  in  Z  eine  Gerade. 

Denn  das  Bild  des  Kegelschnittes  wird  durch  drei  projective  Ebenen- 
büschel SiS^Sj,  welche  die  Ebeue  (."[S^J^,)  entsprechend  ^'Cmein  haben,  er/.eugt. 

Der  Axe  $,  und  deren  Punkten  entspricht  der  Schnittpunkt 
von  y^  mit  s',. 

Dem  Hauptpunkte  If,  entspiechen  alle  Punkte  der  Ebene  ,■.•',/,. 

Jeder  Ebene  Jj  des  Kauiiies  Z  durch  .«^  otitt-pricht  in  Z'  eine 
Ebene  E',  die  s\  enthalt. 

Denn  den  Punkten  von  s,  ent3|iricbt  eine  Flüche  zweiten  Grades, 
die  als  ein  un  eigentlich  es  Bild  der  Ebene  £  anzusehen  ist.  Ferner  schneidet 
E  die  Ebene  («iSjSa)  in  einer  Geraden,  deren  Pimktcn  s'^  entspricht.  Somit 
tauBä  die  Ebene  E'  s.  enthaiten. 


Von  Fbanz  Fbbihebbn  yon  Kbieo.  51 

Es  ergiebt  sich  nun  weiter: 

Die  Ebenen  des  Ebenenbüschels  s^  stehen  mit  den  ent- 
sprechenden Ebenen  des  Ebenenbüschels  sf^  in  projectiver  Be- 
ziehung.* 

Denn  schneiden  wir  irgend  vier  Ebenen  des  Ebenenbüschels  s^  mit 
einer  beliebigen  Geraden  g  des  Baumes  £,  so  erhalten  wir  vier  Schnitt- 
punkte ABCD^  denen  vier  Punkte  ÄB^C^ JOf  jöiner  Ebene  des  Baumes  l! 
entsprechen.  Diese  Ebene  enthält  das  Bild  von  g^  welches  ein  Kegelschnitt 
ist  Letzterer  enth&lt  ausser  ÄB^ÜLf  noch  die  Schnittpunkte  der  Axen 
s/^s/^s!^  und  der  Hauptlinie  s!^  mit  der  Ebene.  Nach  Construction  der 
Verwandtschaft  besteht  nun  die  Belation 

Si{ABCD)  A  s!i{A!B'C'iy), 
t- 1,2,3. 
Da  aber  ^^  das  Bild  von  g  schneidet,  so  folgt: 

8^{ABCB)  A  ^ ^{J! B' C Bf). 

Es  ergiebt  sich  weiter: 

Den  Geraden  des  linearen  Complexes  mit  der  Axe  8^  ent- 
sprechen die  Geraden  des  linearen  Complexes  mit  der  Axe  ä^. 

Denn  jeder  Geraden  g,  die  s^  schneidet,  entspricht  ein  in  zwei  Gerade 
zerfallender  Kegelschnitt  und  die  Hauptlinie  s/^. 

Dem  Schnittpunkte  von  g  mit  8^  entspricht  als  aneigentliches  Bild 
eine  Transversale  zu  s/^sf^^y  Das  eigentliche  Bild  von  ^,  d.  i.  die  Gerade  y, 
wird  daher  letztere  Transversale  und  ^^  schneiden.  Anderseits  entspricht 
jeder  Geraden  y,  die  s!^  schneidet,  eine  Gerade  g,  die  8^  schneidet,  als 
das  Erzeugniss  dreier  projectiver  Ebenenbüschel  5^62^81  ^®  ^®  Ebene  (js^s^s^) 
entsprechend  gemein  haben. 

Es  folgt  weiter  aus  fthnlichen  Gründen: 

Den  Geraden  des  Baumes  Z  der  linearen  Strahlensyeteme 
mit  den  Axen  SiS^  entsprechen  die  Strahlen  der  Bündel  mit  den 
Scheiteln  (/isf^. 

Einer  Geraden  gf  des  Baumes  U  entspricht  eine  Curve 
dritter  Ordnung,  die  8^  zur  Sehne  hat  und  durch  die  drei 
Punkte  H^H^H^  geht 

Denn  jede  Gerade  gf  schneidet  zwei  Transversalen  von  sf^sf^^^  und 
die  Ebenen,  die  H^H^H^  entsprechen,  je  einmal. 

Jeder  Baumcurve  dritter  Ordnung,  die  durch  H^H^H^  geht 
und  s^  zur  Sehne  hat^  entspricht  in  T'  eine  Gerade. 

Denn  einer  Baumcurve  dritter  Ordnung  entspricht,  wenn  sie  durch 
ifjJBjjöj    geht,    das    Erzeugniss   dreier   projectiver   Ebenenbüschel    sf^s^^^s 

*  84  und  «^4  spielen  daher  die  Bollen  von  Axen. 
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Da  aber  die  Kaumcnrve  dritter  Ordnung  zweimal  »^  scfaneidel,   and 
dtuser  Sefasittpanktn  eine  TransTersale   von  j'']$'is'g  entspricfat.   so   üt  ilig' 
eigentliches  Bild  eine  Gerade, 

Jedem  Kegeiechnitt  Jf^  des  Raumes  £',  der  zwei  der  A: 
s',>«',s'j  schneidet,  entspricht  eine  Rauincurve  Tierter  Ord 
mit  einem  Doppelpunkt  in  jetiem  Hanpt.pnnkt,  der  sndera  Indet.. 
ata  die  beiden  Axen  hai.  Die^e  Rnumcurve  vierter  Ordnaag  hat 
«4  7ur  Sehne  nnd  enthUlt  auch  die  beiden  andern  Hauptpunkt«.* 

Um  dies  einzuBeben,  braucht  man  nur  die  Schnittpunkte  der  drei  Eben«^, 
die  den  Hauptpunkten  II^II^II^  entsprechen,  ferner  die  der  Rege  Ischaar,  vm. 
der  s'js'js'j  Leitlinien  sind,  mit  dem  Kegelschuitt  K'^  j.a  betrachten. 

Wir  sind  damit  in  den  Stand  gesetzt,  alle  Conatructionen  von  Raumcurr«' 
vierter  Ürdnnng,  von  denen  eine  Sehne  «4,  ein  Dopj)elpnnkt  z.  B.  Hj  ud3 
zwei  andere  Punkte  //jZ/a  gegeben  sind,  durch  Corabioation  der  doA 
fcblenden  Bedinj^ungen  auf  andere  meist  einfache  aigebraiBche  Probleme 
KU rUck zufuhren.  Wir  brauchen  nur  die  gegebene  Veiwandtschaft  der  Art 
zu  construircn,  dass  die  gegebenen  Punkte  //,/fjKj  die  Hauptpunkte  und 
die  gegeb'.'ne  Sehne  s^  die  singulare  Linie  des  Raumes  Z  werden.  AIlw 
andere  bleibt  der  Willkür  überlasaen.  Wir  werden  dann  nach  ConatractiM 
der  Verwandtschaft  dip  wi-iternn  H  e  stimm  im  gsstUoke  d-^r  Raumcurve  vii-rl« 
Ordnnng  nach  dem  Räume  Z'  transformiren.  In  diesem  Räume  haben  wir 
dann  aus  gegebenen  Beetimmungsstückeu  einen  Kegelschnitt  oder  deren 
mehrere  zu  construiren,  deren  Bilder  uns  alle  Lösungen  der  Aufgabe 
liefern  werden. 

Z.  B.  wenn  eine  Baumcurve  vierter  Ordnung  zu  construiren  wäre, 
die  in  //,  einen  Doppelpunkt  hat  imd  von  der  noch  eine  Sehne  s,  und 
fUnf  Punkte  li^^]\l\l'^  gegeben  sind,  so  haben  wir  nach  angegebener 
Construction  der  Verwandtschaft  1\I\1\  nach  Z'  zn  transformiren  und 
daselbst  den  Kegelschnitt  zu  construiren,  der  durch  P\I''^1^.^  geht  und  dif 
beiden  Axen  .«'^s'^  schneidet.  Das  Bild  dieses  Kegelschnitts  löst  die  Auf- 
gabe. Schliesslich  füge  ich  nocli  hinzu,  dass  wenn  der  Kegelschnitt  dit 
Ebene  berührt,  die  II^  entspricht,  dass  dann  dt-r  Doppclpunkt  in  einen 
Rfickkehrpunkt  übirgcht.  Wir  liaben  somit  i'in  Mittel  zur  Construction 
von  Raumcurven  vierter  Ordnung,  wenn  unter  anderen  Bedingungen  von 
diesen  der  Rückkehrpunkt  //[,  zwei  Punkte  H^H^  und  eine  Sehne  gegeben 
sind,  gefiinden. 

Betrachten  wir  das  Bild  einer  beliebigen  Ebene  E  des  Raumes  Z,  SO 
ist    dies    nach  Früherem  eine  Flüche  dritter  Ordnung,   die  ^iS\s\  enthalt. 

*  Die  Umkehr  dieses  Satzes  t.Tj^iebt  sich  aus  der  Ait  der  Flüche,  die  einer 
Eheue  im  Räume  I'  eutapricht. 
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Wir  behaupten  nun: 

Einer  Ebene  des  Baumes  Z  entspricht  eine  geradlinige  Flftche 
dritter  Ordnung,  die  ausser  ^^^2^3  ^4  ^^^  Doppellinie  enth&lt. 

um  dies  zu  beweisen,  suchen  wir  die  Bilder  der  Geraden  der  Ebene  E, 
die  s^  schneiden.  Dies  sind  aber  nach  Früherem  Gerade,  die  sf^  und  die 
Gerade  t^  schneiden,  die  dem  Schnittpunkte  von  s^  mit  E  entspricht.  Sie 
bilden  die  Begelfläche  dritter  Ordnung.  Einer  beliebigen  Geraden  g  der 
Ebene  E  entspricht  ein  Kegelschnitt,  der  nach  Früherem  s\  schneidet. 

Dieser  Kegelschnitt  bildet  mit  den  Geraden  sf^t'  die  Leitlinien  der 
Kegelfläche  dritter  Ordnung,  die  E  entspricht,  d.  h.  dem  Strahlenbüschel 
der  Ebene  JR^  mit  dem  Scheitel  (s^E)  entsprechen  die  Geraden,  die  den 
Kegelschnitt  und  die  Geraden  ^^t^  schneiden. 

Einer  geradlinigen  Fläche  dritter  Ordnung,  die  ausser  ^^^2^3 
noch  sf^  als  Doppellinie  enthält,  entspricht  in  T  eine  Ebene  als 
eigentliches  Bild. 

Denn  jede  Fläche,  die  durch  eine  der  Geraden  sf^sf^sf^^  z.  B.  Sis\  geht, 
hat  zum  uneigentlichen  Bilde  die  Ebene  (HiS^),  Geht  femer  eine  Fläche 
zweimal  durch  sf^y  so  wird  eben  so  oft  die  Ebene  (^i^2^8)  ^^^  uneigent- 
liches Bild  der  Fläche  auftreten. 

Einer  beliebigen  Ebene  E'  des  Baumes  Z'  entspricht  eine 
Fläche  zweiten  Grades  als  eigentliches  Bild,  die  s^  und  die 
Hauptpunkte  H^H^H^  enthält. 

Denn  jede  solche  Ebene  E^  schneidet  s!^  in  einem  Punkte,  dem  schon 
die  Ebene  (^i^2'*^8)  entspricht,  und  s\s^2^9  ^^  ^^^^  Punkten,  denen  Gerade 
durch  H^H^Hq  entsprechen,  die  s^  in  drei  Punkten  schneiden. 

Einer  Fläche  zweiten  Grades,  die  H^H^H^  und  s^  enthält, 
entspricht  in  Jl  als  eigentliches  Bild  eine  Ebene. 

Denn  fl,  hat  die  Ebene  (j^i^^  und  s^  die  Fläche  zweiten  Grades,  von 
welcher  ^is\s^^  Erzeugende  sind,  zu  Bildern. 

§8. 

Construotionen  von  geradlinigen  Flächen  zweiten  Qrades 
und  lUtumourven  dritter  Ordnung. 

Wir  haben  nun  hinreichende  Mittel  zu  Constructionsaufgaben  gewonnen, 
und  wir  wollen,  am  letzten  Satz  anknüpfend,  Constmctionen  von  geradlinigen 
Flächen  zweiten  Grades  vorerst  geben.  Da  die  zu  construirende  Fläche 
zweiten  Grades  als  das  Bild  einer  Ebene  des  Baumes  £'  aufgefasst  werden 
muss,  so  müssen  von  derselben  stets  eine  Gerade  s^  und  drei  Punkte  J9^£^  ^3 
gegeben   sein.     Weitere   Bestimmungsstücke   können   daim  '^n 

combinirt  werden.     Die  Gerade  54  werden  wir  dann 
H^H^H^  als  Hauptpunkte  des  Baumes  £  m 


Die  Axen  aaä  die  Hanptlinie  des  Eaumefi  Z*  tmd  die  wetten 
Piximi^  der  Verwandtach aft  bleibt  in  nnserem  Belieben.  Wir  weiden 
nun  die  weiteren  BestimmangsBt ticke  der  PlUche  zweiten  Grades  sach  C 
transformiren  nsd  diejenigen  Ebenen  hier  constmiren,  deren  Bilder  inu 
die  verlangten  FlScben  liefern. 

Aebnlichee  werden  wir  anszuiUhren  haben,  wenn  es  noh  an  du 
Construction  von  Raumcurren  dritter  Ordnuhg  bandelt,  die  f^  zur  SeJiM 
Laben  und  durch  H,II^H^  geben.  Die  Bezeichnung  soll  der  frtlbem 
analog  sein. 

Wir  akizziren  einige  Beispiele: 

Die  Conatrnetion  der  Fläche  F,  (^,  flj  ff^  s^  P,  P,  Pj)  redncirt  sieh  airf 
die  des  Bildes  der  Ebene  P'iP',P',.  _ 

Die  Constrnction  der  Fläche  J•\(II^^^H^s^b^bB)  redudrt  ueh  atf 
die  der  Bilder  der  beiden  Ebenen,  die  durch  die  Tangente  von  V  in  Sf 
gehen  und  den  Kegelschnitt  &',  berübren. 

Ganz  Shnlicb  löst  sich  die  Constmctton  der  FUche  F^tEjS^ff^s^^h^P^t 
Wa  haben  hier  vier  Lösungen. 

Die  Constrnction  der  Flache  J*,  (£iir,?j8f  &,iigbj)  Fedncirt  äek  üf 
die  der  Bilder  der  acht  Bertlhrungsebenen  der  drei  KegeUobnittd  A\(^ftV' 

Die  Coiutmction  der  Ranmcurre  dritter  Ordnung  Cf(^s^B!^H^H^Pl^t^ 
reducirt  sich  auf  fiie  der  Bilder  dar  vier  gemr-insamen  Geraden  der  beiden 

K.g.1  (p'i'i)  (piy. 

Die  Constrnction  der  Raumcnrre  dritter  Ordnnng  Cg{s^H^If^SJsl^l^^ 
redacirt  sich  auf  die  Auffindung  der  Sehnen  von  s",  die  l'^  und  l', 
schneiden. 

Die  Constniction  der  Ranmcurve  dritter  Ordnung  C^{s^H^HgHgPljt) 
ist  zurückgeführt  auf  die  der  Geraden  des  Tangentenkegel s  (P'V),  die  von 
l'  geschnitten  werden.  Die  Aufgabe  hat  acht  Lösungen,  denn  die  Scbnitt- 
punhte  von  l'  mit  der  Doppelebene,  die  von  P'  eut  Doppellinie  geht, 
liefern  keine  Lösungen. 

Die    Construction   der  Raumcurve    dritter  Ordnung  C^{s^H^H^H^sin): 

Die  Ebene  des  Kegelschnitts  s*  schneidet  ^  in  einer  Corve  vierter 
Cl&sse.  Der  Kegelschnitt  V  achneidet  letztere  Ebene  in  zwei  Punkten,  von 
welchen  je  vier  Tangenten  an  die  Curve  gehen,  deren  Bilder  unsere  Auf- 
gabe ICsen. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C^is^H^H^H^P^l^nf) 
reducirt  sich  auf  die  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  P  an  beide 
Flächen  Vjji'g.     Die    Aufgabe   hat,    wie   sofort   folgt,    sechszebn   Lösungen. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C^  (.^'j-ff; //,  J?j,!n,ffj) 
redacirt  sich  auf  die  der  Bilder  der  sechszebn  gemeinsamen  Tangenten,  die 
eicb  in  der  Ebene  von  s*  an  die  äcbnit.Uu'c^eu  v<iTi  t^^tJ^  ziehen  lassen. 
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Die  Construction  der  Bamncurve  dritter  Ordnung  C^{s^H^H^H^F%^) 
reducirt  sich  auf  die  Construction  der  Haupttangenten ,  die  von  P'  an  tc'  gehen. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  Cj  {s^H^H^H^sn^ 
reducirt  sich  auf  die  Construction  der  Bilder  der  drei  Wendetangenten  der 
Schnittcurve  der  Ebene  des  Kegelschnittes  ^  mit  der  Fläche  tJ. 

Auf  ganz  gleiche  Art  lösen  sich  die  Constructionen  der  Baumcurven 
dritter  Ordnung: 

u.  s.  w. 

§9. 

Constructionen  von  Fläohen  dritten  Qrades. 

Wir  können  nun  schliesslich  auch  den  Raum  Z'  zu  Constructionen  von 
Flächen  dritten  Grades,  von  welchen  aber  immer  die  Doppelgerade  sf^  und 
drei  diese  schneidende  Gerade  sf^^^s'^  gegeben  sein  müssen,  und  zu  Con- 
structionen von  Kegelschnitten,  von  denen  aber  immer  vier  Secanten 
^'1^2  ^'3^4  gegeben  sein  mttssen,  von  welchen  ^5'^  die  drei  übrigen  schneidet, 
verwenden.  Wir  haben  unsere  Verwandtschaft  nur  der  Art  zu  construiren, 
dass  ^'^^2^3  ^®  Axen  des  Baumes  T\  und  sf^  die  Hauptlinie  desselben 
Baumes  werden.  Die  Axen  des  Baumes  Z  unterliegen  der  Bedingung, 
sich  in  drei  Punkten  schneiden  zu  müssen.  Wir  haben  dann  die  weiteren 
Bestimmungsstücke  des  in  Z'  zu  construirenden  Gebildes  nach  Z  zu  trans- 
formiren  und  hier  Ebenen  oder  Gerade  zu  construiren,  deren  Bilder  die 
verlangten  Lösungen  liefern.  Wir  wollen  einige  Beispiele  mit  früher  ana- 
logen Bezeichnungen  geben. 

Die  Construction  der  Flache  dritten  Grades  i^'s  (^4  •  A^s^s-P'i-P'a^O 
besteht  nach  Construction  der  Verwandtschaft  in  der  Transformation  der 
Bestimmungsstücke  F\F\l/  in  den  Baum  Z.  Hier  haben  wir  Ebenen  zu 
construiren,  die  h  berühren  und  durch  PiPg  S^^^Q  müssen.  Da  der  Kegel, 
dessen  Spitze  einer  der  Punkte  F^P^  und  dessen  Leitlinie  die  Curve  dritter 
Ordnung  h  ist,  von  der  vierten  Classe,  so  erhalten  wir  vier  Ebenen,  deren 
Bilder  unsere  Aufgabe  lösen.  ^ 

Ganz  ähnlich  construiren  sich  die  Flächen  dritten  Grades  F\  (^^ 
.^isf^^^P'h\h\)  und  F'j^(sr^.^^^^^^h\l/^l/^y 

Die  Construction  der  Fläche  dritten  Grades  F'^  (s\ .  y^s'gs'jÄ'P')  ist 
zurückführbar  auf  die  Construction  der  drei  Schmiegungsebenen  vom  Punkte  P 
an  die  Baumcurve  dritter  Ordnung  h.  Die  Bilder  dieser  Ebenen  werden 
dann  gewiss  durch  P'  gehen  und  h!  dreipunktig  berühren. 

Die  Construction  der  Fläche  dritten  Grades  -^'s  (^4*  ^1^«  ^3 -^1-^2^1) 
reducirt  sich  auf  die  Construction  der  beiden  Berührungsebenea,  die  sieh 
von  P1P2  ftn  die  Fläche  zweiter  Ordnung  n<^  legen  1%&%«gu 
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Setrt  man  statt  P'^  eine  zweite  fiertthrungGebene  k'^,  so  bat  mu  itt 
P,  die  Tier  gemeinsamen  BerUhrungsebenen  &d  ViV,  and  deren  Oüdor^ 
die  die  Aufgabe  lösen,  zu  uneben. 

Die  Conatruction  der  FlSche  dritten  Grades  F\  (»*,  ,  »'|*'a*'»^i='i«'i) 
redacirt  sieb  auf  die  Con^truction  der  Bilder  der  acbt  gameiiu&niftn  Btti.' 
rtUiningsebonen  d^r  drei  FlSchen  zweiten  Grades  )i,nj]^. 

§  10, 
CoDstraotionen  Ton  r&tionalen  Baumourven  vierter  Ordniui^ 

Bevor  wir  zu  CoDstrnctionen  von  Kegelschnitten  im  Baume  Y.'  flbv»^ 
gehen,  wollen  wir  noch  einige  Conctmctionea  von  rationalen  RaameurrilL 
vierter  Ordnung  geben,  um  diese  mit  den  folgendrai  KagelBchnittsconstraft- 
tionen  in  Verbindung  setzen  zu  kSnneo. 

Wir  behaupten  vorerst: 

Einem  Kegelschnitt  des  Kaumes  Z  entspricht  eine  r&tionalf 
Eaumcurve  vierter  Ordnung  in  Z',  die  die  Axen  *'i«'j»'j  and  du 
Hanptlinie  s^  zu  Sehnen  hat 

Dieser  Satz   folgt  daran«,   dass  den  Schnittpunkten  des   Kegelschnil 
mit  den    Ebenen  («,<,.',)  (ff,*^  i^t^^i)  (^s't)  Pnnit«  auf  i\  »',*'s«', 
Bildes  entsprechen. 

.«',  tritt  üweimal  aU  uneigentüches  Bild  vom  Kegelschnitt  auf,  weshalb 
das  eigentliche  Bild  eine  rationale  Baumcurve  vierter  Ordnung  ist. 

Femer  gilt  der  Satz: 

Eine  rationale  Raumcurve  vierter  Ordnung,  die  «',s'gs'j*',  zu 
Sehnen    bat,    besitzt   zum    eigentlichen  Bilde    einen  Kegelschnitt 

Denn  eine  solche  Baumcurve  hat  mit  Regelfläcben  dritter  Ordnung. 
die  s'^  zur  Doppelliuie  und  die  Aien  s',,*js'j  enthält,  nur  zwei  bewegliche 
Schnittpunkte, 

Wir  wollen  diese  beiden  letzten  Sätze  zu  Constnictionen  benutzen.  In 
allen  diesen  wird  es  uns  nur  möglich  sein,  rationale  Raumcnrven  vierter 
Ordnung  zu  construiren,  die  s'js\s'^fi\  zu  Sehnen  haben. 

Aber  es  ergiebt  sich  sofort,  dass  wir  es  in  der  Hand  haben,  diese 
Sehnen  zum  Tbeil  in  Tangenten  übergehen  zu  lassen.  Denn  betrachten 
wir  die  schon  erwähnten  Ebenen  if,>'s''s)  {H,-U)  {Ilsf^i)  (J^sU)'  ««  ist  klar, 
dasB  einem  Kegelschnitt  des  Raames  I,  der  mit  einer  oder  mehreren  dieser 
Ebenen  eine  Berührung  hat,  eine  rationale  Kaumcnrve  vierter  Ordnung 
entspricht,  die  mit  den  homologen  Geraden  s',  ■'■■', ^Vs  ^'"^  Berührung  hat 

Aber  wir  können  nicht  blos  verlangen,  dass  die  Sehnen  in  Tangenten 
der  Raumcurve  übergehen,  wir  können  es  vielmehr  auch  einrichten,  dass 
die  Raumcurve  vierter  Ordnung  einen  Doppelpunkt  erhält  und  dass  dieser 
auf  einer   der  Aien   ■''|'V''s   ^"  liegen  kommt     Denn  allen  Punkten  jeder 
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Verbindungslinie  einer  der  Hauptpunkte  H^H^H^  mit  irgend  einem  Punkte 
von  s^  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  der  Axen  ^i^^^^.  Legen  wir 
nun  den  Kegelschnitt  der  Art.  dass  er  eine  solche  Gerade  zweimal  schneidet, 
so  muss  das  Bild  desselben  zw.ei  Punkte  in  einem  Punkte  der  Axen  haben. 
Dies  ist  aber  ein  Doppelpunkt. 

um  zu  Constinictionen  überzugehen,  werden  wir  immer  die  gegebenen 
Geraden  ^'i^'g^'j.s'^,  die  immer  die  Stelle  von  Sehnen  der  zu  construirenden 
Raumcurve  vierter  Ordnung  spielen ,  als  Axen  und  Hauptlinie  des  Raumes  X' 
anzunehmen  haben.  Die  weitere  Fixirung  der  Verwandtschaft  ist  willkürlich, 
wie  wir  schon  gesehen  haben,  nur  müssen  ^^.'^^  53  sich  in  drei  Punkten  schneiden. 

Wir  wollen  die  Bezeichnungen  festhalten,  die  bei  Raumcurven  dritter 
Ordnung  gewählt  wurden,  nur  soll  femer  bedeuten: 

L^  s\  einen  Doppelpunkt  auf  /,•, 

s'*,  $^\  Tangenten, 

s^^  eine  Tangente  mit  dreipunktiger  Berührung. 

Die  Construction  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  C^  (/^  s\  s'g  5'^  s*P^  P^  P'3), 
Wir  transformiren  s*P\P^P^  nach  dem  Räume  X  und  construiren  hier  in 
der  Ebene  P^P^P^  durch  diese  Punkte  und  immer  zwei  von  den  Schnitt- 
punkten der  Raumcurve  dritter  Ordnung  s  einen  Kegelschnitt.  Die  Bilder 
der  drei  möglichen  Kegelschnitte  liefern  die  Lösungen  der  Aufgabe.  Es 
ist  leicht  ersichtlich,  dass  fast  auf  gleiche  Weise  sich  die  Construction  der 
Raumcurve  vierter  Ordnung  C\(s'^J^s'^s'j\l\P\P^P^)  ergiebt.  Wir 
erhalten  neun  Lösungen  durch  Lösung  zweier  Aufgaben  dritten  Grades. 

Die  Construction  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  CJ[s\  s^^  s!^  ^^^VP^  P\  P\) 
reducirt  sich  auf  die  von  Kegelschnitten  im  Räume  Z,  die  durch  P^P^P^ 
gehen,  die  Ebene  (^1*^2^8)  berühren  und  einen  der  Schnittpunkte  ihrer  Ebene 
mit  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  l  enthalten.  Die  sechs  Lösungen  sind 
auf  eine  Aufgabe  vom  dritten  und  drei  vom  zweiten  Grade  reducirt. 

Die  Construction  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  C\{i^^s\s\s^^^PP^ 
verlangt  vorerst  die  der  drei  Schmiegungsebenen,  die  sich  von  P  an  die 
Raumcurve  dritter  Ordnung  s  legen  lassen.  Wir  haben  dann  Kegelschnitte 
zu  construiren y  die  in  je  einem  Schmiegungspunkte  die  Raumcurve  s  os- 
culiren,  durch  P  gehen  und  die  Ebene  {s^s^s^  berühren.  Wir  erhalten 
sechs  Lösungen. 

Die  Construction  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  CfJ^^i  ^^  sf%  ^^^  P\  P\  P'3) 
verlangt  die  von  Kegelschnitten,  die  durch  P-^P^P^  gehen  und  die  Ebenen 
(fljS^)  {s^B^s^  berühren. 

Die  Construction  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  C'4(a'j/^  '*  ***  ^a) 

kommt  zurück  auf  die  der  Kegelschnitte  der  Ebene  (JZ.~^ 
P^P^  gehen  und  die  drei  Ebenen  {S^s^  C^^O  ^ 
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Weitere   Combinationen   der   BostinunungsstUcke    xasaer   »'i''i*'i^i  «- 

geben  sich   leicht,  weeh&tb  wir   es  mit  dieseu  Beispielen  beweadea  bttsD. 

§  11         - 
EegalBohnittoonBtru  otionen. 

Wir  gehen  nun  zu  einigen  Beispielen  von  Constmctionen  von  Ke^- 
schnitten  im  Räume  Z'  über.  Wir  wollen  Gerade,  welche  mit  dem  m  fo»- 
Btruirenden  Kegelschnitt  je  einen  Punkt  gemein  haben,  mit  "'i'^^^a'^t^'i^'i  — 
beseicbnen.  Die  anderen  Bezeichnimgen  sollen  denen  bei  Corres  dritler 
Ordnnng  analog  sein. 

Die  Construclion  des  KegelBchnitte  E'^(^^^^^s'g^^P\P\')  redneirt  äA 
anf  die  des   Bildee  der  Geraden  -P,P,- 

Die  Conatruction  des  Kegelschnitts  -^'j(*'i*'j*'j*Vi''8^')  r&duc>rt  sich 
aaf  die  der  Geraden,  die  durch  P  gehen  und  l^l^  schneiden.  Dabei  liefen 
die  Geraden  Pif,,  P/'ji  P^s  keine  Lösungen. 

Die  CosfitructioB  der  Kegelschnitte 

kommen  darauf  hinaus,   die  gemeinsamen  Strahlen  von  vier  Complexen  la 

bestimmen.     Strahlen  durch  die  Hauptpunkte  geben  keine  Lösungen. 

Die  Constraction  des  KegelBchnitts  K\(i\>-\s'^i'^p'^l')  verlangt  di« 
Construction  der  gemeinsamen  Geraden  der  beiden  Kegel  (Pn)  und  (Pl\ 
von  welchen  der  erste  zweiten  und  der  zweite  dritten  Gi'ades  ist.  Wir 
haben  somit  sechs  Lösungen. 

Die  Constnietion  des  Kegelschnitts  E\(^<'^^^s'^s'^P'J^^7^^')  führt  auf 
die  Construction  der  gemeinsamen  Strahlen  der  beiden  Tangen tenkegel 
von  P  an  die  Flachen  zweiten  Grades  7t,7ij,  deren  Bilder  die  Aufgabe  lösen. 

Wir  wollen  uns  nun  die  Aufgabe  stellen,  Kegelschnitte  zu  conBlruiren, 
die  vier  gegebene  Sehnen  .■•■',  '■'^•'■'j'^  einer  rationalen  Kaumcurve  vierter 
Ordnung  schneiden.*  .■>\  ist  eine  Transversale  von  -', -'W  ^^  ^'^  Kegel- 
schnitte völlig  zu  bestimmen,  wollen  wir  weitere  Bedingungen  combiniren. 
Wir  haben  gesehen,  dass  einer  rationalen  Haumcurve  vierter  Ordnimg,  die 
in  unserer  Verwandtschaft  ^V'V'''3'''4  zu  "Sehnen  hat.  in  Z  ein  Kegelacbnitt 
entspricht.  Wir  werden  daher  die  gegebenen  Sehnen  der  gegebenen  ra- 
tionalen Raumcurve  vierter  Ordnung  ku  Äsen  und  Hauptlinie  des  Kanmes  Z! 

*  Siehe  Lüroth's  Abhandlung;  Eine  Aufgabe  über  Kegelachnitte  im  Räume, 
ÜMtb.  Annalen,  Bd.  3. 
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der  schon  oft  benutzten  Verwandtschaft  machen.  Die  anderen  Bestimmungen 
derselben  bleiben  uns  frei.  Wir  werden  dann  im  Baume  X  Gerade  zu  con- 
struiren  haben,  deren  Bilder  uns  die  gewünschten  Kegelschnitte  liefern. 
Wir  wollen  einige  Beispiele  geben.  Dabei  führen  wir  folgende  Bezeichnung  ein : 

P\P\.,,     Der  Kegelschnitt  Z'g  geht  durch  die  gegebenen  Punkte 

P'jP'g...,  die  nicht  auf  der  Baumcurve  liegen. 
C\  C\ ;  er  enthalt  die  festen  auf  der  Eaumcurve  liegenden  Punkte  Cf^  Cf^, 

^\^\i  *'i^2*V4i    ®^    schneidet    die  festen   Geraden  l\l\^  ^i^%^\^\ 

einmal. 
V^\  er  soll  die  feste  Gerade  V  berühren. 
VV\  er  soll  die  feste  Gerade  V  zweimal  schneiden. 
C\\  er  soll  die  gegebene  Baumcurve  vierter  Ordnung  einmal  schneiden. 
C'Vi  ®r  soll  si®  berühren. 
C\C\'^  er  soll  sie  zweimal  schneiden. 
liyTi^S  er  soll  die  gegebenen  Ebenen  'li-^ti^  berühren. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  -S! ,^{^ ^^\»\^ ^^'^ C^ ^  reducirt  sich 
auf  die  der  Tangenten  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  ly  die  das  Bild 
von  C\  (wir  wollen  dies  mit  K^  bezeichnen)  schneiden. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  ^ ^^{jl x^ ^^\^ ^^ V l\0^ ^  reducirt 
sich  auf  die  der  Sehnen  von  2,  die  1^  und  \  schneiden. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  ■^\(^^ \^ %^ ^^ ^C\P ^  löst  sich  duich 
das  Bild  der  Geraden  CjP. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  ^ %(y x^ ^*\^ 4}^ ^ C^ 4)  führt  auf 
die  der  gemeinsamen  Strahlen  der  beiden  Kegel  (P2)  imd  (PK^. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  K\(j^i^\^^s\V 0^^  führt  auf  die 
Aufgabe y  die  Tangenten  von  K^  zu  ermitteln,  die  l  schneiden.  Die  Aufgabe 
sechsten  Grades  zerfSllt  in  drei   des  zweiten  und  eine  des  dritten  Grades. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  K\{^i^^s\s\7t!C'*^  verlangt  die 
der  Tangenten  von  1^,  die  auch  tc  berühren. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  ^\{^'i^'i^9^\l\l\C\C'^  reducirt 
sich  auf  die  der  in  der  Ebene  von  K^  liegenden  Geraden,  welche  l^  und  ^2 
schneiden. 

Die  Aufgabe  neunten  Grades  reducirt  sich  auf  zwei  des  dritten. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  K\{!f ^J ^J ^s\'jJ ^iJ ^C\C^ ^  führt 
auf  die  der  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  Kegelschnitte,  die  die 
Ebene  von  K^  aus  den  Fl&chen  tc^  ^^^  ^  herausschneidet. 
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§  12. 

Wir  gehen  nnn  zu  einem  weiteren  Specialfull*  der  VenrandtsclisfS 
Über  (b.  lithogr.  Tafel  Fig.  6). 

Die  Äien  jedes  Rsumea  nehmen  wir  windacbief  zu  einandt^r.  Die 
Binguläre  Hanptcttrre  (H'^)  dritter  Ordnacg  des  Baumes  X'  laseen  wir  in 
drei  (Jerade  zerfallen.  Dies  erreichen  wir,  wenn  wir  drei  Pankte  irgesd 
'  Geraden  s'^  des  Raumee  Z'  drei  beliebigen  Transversalen  der  Axoi 
des  BaumCB  Z  zuweisen.  Damit  ist  die  Verwandtschaft  festgelegt  und  h 
folgt  aus  früheren  Betxacbtungeo ,  dase  allen  Transversalen  der  Aien  dei 
Baumes  Z  eine  Kaumcarve  dritter  Ordnung  entsprechen  inuss,  von  der 
aber  hier  drei  Punkte  in  einer  Geraden  V^  liegen.  Das  heisst  aber:  Die 
Haupteurve  (H',)  dritter  Ordnung  des  ßanmes  Z'  ist  in  eine  Gerade  »*,  nnd 
die  beiden  Transversalen  zu  ''|»''ji's^4,  die  wir  mit  t\l'a  hezeicbaen  woll«ii. 
Mrfallen.  Denn  die  Transversalen  l',''j  gehen  durch  zwei  Punkte  Ton  /„ 
denen  auch  zwei  Transversaleii  von  »1*2*3,  wir  nennen  eie  l^t^,  entsprecJiai 
müssen.  Daraus  folgt  aber,  dass  die  Hauptcurre  (H,^  dritter  Ordnong  dec 
Raumes   Z  aus    (,  ij  und  einer  diese  schneidende  Gerade  s,  besteben  musi- 

Eb  ergiebt  sich  somit: 

Zerfüllt  die  Hauptcurve  dritter  Ordnung  in  einem  Räume  io 
Gerade,  so  mnss  dies  auch  die  des  andern   Raumes  thnn. 

Dabei  spielen  die  Theile  der  zerfallenen  Raumcorve  ungleiche  Rollen. 
Wir  bezeichnen  obige  Theile  .'^  und  >\  mit  Äsen  der  betreffenden  Bäome. 
Ihren  Punkten  entsprechen  die  Transversalen  von  «'j^'j^'j,  beziehungsweise 
die  von  s^s^s^. 

Die  anderen  Theile  <it^t\t\  der  ;:erfallenen  Raumcurven  sollen  schlecht- 
weg die  Transversalen  der  Räume  genannt  werden.  Dabei  entspricht  jedem 
Punkte  von  I,  die  ganze  Transversale  t\  und  umgekehrt. 

Jeder  Punkt  einer  der  Ascn,  ?..  B.  .>,,  wird  durch  Ebenen  von  Sj  und  ,'3 
und  irgend  einer  Ebene  von  'j  im  Räume  Z  fisiit.  Daher  entspricht  einem 
solchen   Punkte  in  Z'  eine  Gerade,  die  "'.,'■'.,'''.  schneidet. 


ie  Axe,    auf  welcher  der    Ponkt    liegt 
Math.  Ä-ünaVen,  Bd.  a,  -^a^,  ?."i. 


laraus  ergiebt  sich: 

edem  Punkte  eil 

le    eine    Gerade, 

■e    Indices    habei 

imgekehrt. 
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Aas  der  Umkehrung  des  Satzes  folgt  dann,  wenn  man  noch  beachtet, 
dass  jedem  Punkte  einer  Transversalen  von  drei  Axen  ein  Punkt  einer 
Axe  im  andern  Räume  entspricht: 

Jeder  Geraden  des  Baumes  X(X')  entspricht  in  X' (Z)  eine 
Raumcurve  dritter  Ordnung,  die  ^'i*'2*'8^4(^i*2^3'4)  ^^  Sehnen  hat. 

Jeder  Ebene  des  Baumes  X(X')  entspricht  eine  Ffäche  dritter 
Ordnung,  die  die  Axen  *'i«^2*V4  (*i''«*s'%)  ^^^  andern  Raumes  ent- 
hält. 

Ebenso  gelten  die  ümkehrongen  dieser  beiden  Sätzd,  wie  leicht  zu  sehen. 

Legen  wir  durch  die  Axe  s^(s^^  eine  Ebene  E{E^)^  so  kann  dieser 
nur  wieder  eine  Ebene  als  eigentliches  Bild  entsprechen.  Denn  der  Ge- 
raden .%(*'4)  der  Ebene  entsprechen  die  Transversalen  von  -^'i^'g^'s  O^i^a-^s)» 
die  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  bilden.  Das  Bild  der  Ebene  E  {E')  ist 
somit  in  eine  Fl2lche  zweiter  Ordnung  and  in  eine  Ebene  zerfallen,  von  der 
wir  behaupten  y  dass  sie  durch  s^^(s^  geht. 

E(E^)  schneidet  die  Axen  -^i^a'^sCA^Vs)  ^  ^^®^  Punkten,  denen  nach 
Früherem  Gerade  entsprechen,  die  s^^{s^  schneiden.  *'4('4)  enthalt  somit 
von  dem  Bilde  von  E{E^)^  welches  eine  Ebene  ist,  drei  Punkte,  muss 
daher  in  demselben  liegen. 

Betrachten  wir  nun  vier  Ebenen  durch  .^4:  E^E^E^E^  und  schneiden 
diese  mit  einer  Geraden  g  des  Raumes  X,  so  erhalten  wir  vier  Schnitt- 
punkte {E^g)  {E^g)  {E^g)  (E^g),  Diesen  vier  Schnittpunkten  entsprechen  vier 
Punkte  {E\^){E\^){E\^){E\^)  auf  den  entsprechenden  Ebenen  durch 
s\\  E\E\E\E\,  Sie  liegen  zudem  auf  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  ^, 
welche  das  Bild  von  g  ist.  und  die  ^'i^'j^V^'i  ^^  Sehnen  hat  Da  nun 
nach  der  Definition  der  Verwandtschaft: 

.,  [{E,g)  (E,g)  (E,g)  (E^g)]  A  *',  [{E',^)  {E'J)  {E'J)  {E'J)], 

wobei  i=»l,2,3,   so   folgt  aus  der  Projectivitöt  der   vier  Ebenenbüschel 
mit    den   Axen    ^i-'^^^iS^^    die    die   Punkte    der   Geraden    g   projiciren,    die. 
Projectivität  der  vier  </  projicirenden  Ebenenbüschel  mit  den  Axen  ^V^^Wi' 
welche  Sehnen  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  ^  sind. 

Es  ergiebt  sich  somit: 

Den  Ebenen  des  Ebenenbüschels  des  Raumes  Z  mit  der 
Axe  .«^4  entsprechen  die  Ebenen  des  Ebenenbüschels  mit  der 
Axe  s\  projectiv. 

Jede  Curve  eines  Raumes,  welche  eine  oder  mehrere  Axen  oder 
Transversalen  desselben  schneidet,  hat  in  den  Schnittpunkten  Gerade  zu 
uneigentlichen  Bildern,  weshalb  die  Ordnung  des  eigentlichen  Bildes  sich 
um  die  Zahl   dieser  Schnittpunkte  erniedrigt.     Wenn  nnü  ^\sü^  Ck^x^^  ^^^ 
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RaumeH  Z  beide  Trans vergalen  l,t^  dieses  Baumes  Bchneidet,  so  eot^n^ch« 
den  Schnittpunkten  die  TrauBveisalen  l'it\  und  es  ergiebt  sich 

Den  Geraden  des  linearen  Strablens^stems  mit  den  Fands- 
mentalgeraden  t,l^  entsprechen  die  Geraden  des  linearen  Strahlen- 
syetame  mit  den  Fundamentatgeraden  l\f\  als  eigentliche  BildflK, 

Beachtet  man  die  Transversalen  von  je  drei  der  Axen  '",')*j%,  •' 
wiesen  wir,  dass  jedem  Punkte  einer  solchen  Transversalen  ein  Ponlt 
einer  der  Äxen  ^'i''''i^a'''i  ^^^  andern  Baumes  entspricht,  und  es  ergiebt  stdl: 

Jeder  Curve  t'„  in  T  entspricht  im  andern  Banme  eine  Cur««< 
C's„,  die  2nmal  jede  der  Aien  *'i*'i*V'«  schneidet. 

Jeder  FlBche  K  in  Z  entspricht  im  Banme  I'  eine  FISehe  F*«., 
die  nmal  durch  jede  der  Äien  ^i^'j^g'^t  ^eht.  —  und  analog  in. 
andern  Räume. 

Betrachtet  man  die  Strahlen  eines  StrahlenbÜscheU,  welches  einen  PnnM 
von    ','  zum  Scheitel    hat   und  die  Punkte  von  t»  projicirt,    so  ergiebt  skhr, 

Einer  Ebene  durch  eine  der  Transversalen  dee  Ranmes  f«  «j 
»pricht   eine   geradlinige  Plllche  dritter  Ordnung,    welche  (' 
Doppelgeraden  und  (',  zur  Leitlinie  hat. 

§  13. 
AUeomeinea  Über  Conetniotioneaufgabon. 

Wir  gehen  nnn  Über  zn  Conslnictionsaufgaben  von  Raamcorven  dritter 
und  vierter  Ordnung  nnd  Plüchen  dritter  Ordnong,  welche  wir  als  die 
Bilder  von  Geraden,  Kegelschnitten  und  Ebenen  des  Baumes  £  anfTassen 
wollen.  Es  ist  klar,  dass  unser  dritter  Speciall'all  auch  Gelegenheit  giebt, 
rationale  Haumcurven  vierter  Ordnung  als  die  Bilder  von  Kegelschnitten  in 
constrniren,  die  zwei  der  Äsen  ^t^sH'^i  oder  die  zwei  Transversalen  ','j 
von  Z,  oder  eine  Ase  und  eine  Transversale  des  Itaumes  schneiden. 
Schneidet  der  Kegelschnitt  zwei  der  Axen,  z.  B.  "i-"^,  so  wird  das  Bild 
desselben  aus  den  beiden  Geraden,  welche  den  Schnittpunkten  des  Kegel- 
schnittes mit  den  Axen  -"[-'j  entsprechen,  femer  aus  einem  eigentlichen 
Bildu,  welches  als  Rest  eine  rationale  Rauraciuve  vierter  Ordnung  sein 
muss,  bestehen.  In  uoserm  Falle  besteht  das  uneigeutliche  Bild  des 
Kegelschnittes  aus  einer  Transversalen  zu  .«V'^ ■''i  '""^  einer  zu  ^\n\>-\. 
Da  nun  im  Allgemeinen  einem  Kegelschnitte  von  Z  eine  Itaumcurve  sechster 
Ordnung,  die  jede  der  Axen  s',s'ji'js'^  viermal  schneidet,  entspricht,  so  folgt 
in  unserm  Falle,  wo  letztere  liaumcarve  zerfallen  ist,  dass  das  eigentliche 
Bild  des  Kegelscbnittc^s  s'j^'^  zu  Doppelsehnen,  s'^  und  s\  aber  nur  zu 
einfachen  Sehnen  hat.  Dies  ergiebt  sich  indess  auch  aus  direct«n  Be- 
trachtunjfen  sofort. 


Scbneidet  lungegen  der  Kegel  echmtt  die  beiden  TraneTeraalen  des 
Batunea  T  t,  and  (,,  so  b&t  das  eigentliche  Bild  aus  gleichen  Grllnden 
s*, s'g t'g«'^  ia  Seimen,  t'^l'^  za  Secanten, 

Wenn  ächlieBsliob  der  Kegelsolmitt  eine  Aie  und  eine  Tranavereale 
BChneidet,  z.  B.  s^  und  ^,,  so  werden  >'a^'g«'t  Sehnen,  t\  eine  Secante  und 
j'j  eine  Doppebelme  des  Bildes. 

Wir  haben  es  somit  in  der  Hand,  solche  RaomourTen  vierter  Onlnong, 
die  ia  vier  Geraden  '■'i'''i^'s^\  und  ihre  beiden  TransTersalen  t\t'^  in  obiger 
Beziehung  stehen,  durch  weitere  BeBtimmungBBtUcbe  festzulegen  und  zu 
construires.  Dass  die  Zahl  der  LCaungea  der  gestellteu  Aufgaben  voll- 
ständig ist,  ergiebt  sich  wie  früher,  indem  man  zeigt,  dass  alle  rationalen 
Kaumcurven  vierter  Ordnong,  die  den  gegebenen  Bedingungen  genügen, 
Kegelschnitte  zu  Bilder  haben. 

Der  Umstand,  dass  das  Bild  einer  Geraden,  welche  eine  der  Aieu  des 
Baumes  oder  eine  der  TransTersalen  (,i,  desselben  schneidet,  ein  Kegel- 
schnitt ist,  ladel  ebenso  zu  Constructionen  ein.  So  entspricht  z.  B.  einer 
Geraden,  die  «,  schneidet,  ein  Kegelschnitt,  der  .•'\  zta-  Sehne,  ^VV'«  ^^^^ 
zu  Secanten  hat.  Schneidet  hingegen  die  Gerade  eine  Transversale  des 
Raumes,  z,  B.  ',,  so  entspricht  der  Geraden  ein  Kegelschnitt,  der  jede  der 
Geraden  'V'iA'V^  '*"''  c'"™^'  scbneidet.  Also  auch  Kegelschnitte  solcher 
S/steme  sind  uns  nach  Angabe  weiterer  BestimmungsstUcke  zu  coostruiren 
möglich.  Indem  wir  die  früheren  Bezeichnungen  so  weit  als  möglich  fest- 
halten, beginnen  wir  mit  Constructionen  von  Raomcurven  und  Flächen 
dritter  Ordnung,  die  J^'i*'»»'»*'*  ^^  Sehnen  haben,  resp.  enthalten.  Aber 
auch  bei  Constructionen  von  Kaumcurven  vierter  Ordnung  und  Kegelschnitten, 
die  zu  vier  Geraden  ^'i^'^''^'^  ™id  ihren  Transversalen  in  obiger  Beziehung 
stehen,  haben  wir  uns  die  Verwandtschaft  so  zn  conslruiren,  dass  die  Ge- 
raden -''["'(■'''s'''»  ^'*  Axen  des  Haumes  £'  werden. 

Drei  Axen  des  Raumes  Z,  die  windschief  zu  einander  zu  liegen  haben, 
kSrnien  wir  bclieliig  wühlen.  Dann  weisen  wir  irgend  di'ei  Punkten  einer 
der  Aien  des  Raomes  £'  drei  beliebige  Transversale  der  drei  Äsen  des 
liaumes  Z  projectiv  zu. 

Damit  ist  nun  die  Verwandtschaft  festgelegt  und  wir  werden  die 
weiteres  Bestimmungs stücke  des  zu  construir enden  Gebildes  nach  Z  trans- 
formiren,  welche  nun  so  transformirt  Bestimmuugs stücke  jener  einfacheren 
rO«bilde  sind,  deren  Bilder  uns  die  Losungen  liefern. 

P  §  14. 

Constructionen  von  Baumourren  dritter  Ordnung. 

Die  Conetruction  der  Ilaumcurve  dritter  Ordnung  Cg(>\'\s\ii\r\l''^) 
redwart  sich  auf  die  des  Bildes  der  Geraden  P,P*. 
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Die  Constraction  der  RamncarTe   dritter  Ordnung   Cjtf*',  »'j*',«'«*' 
reducirt    sieb   äof  die    des   Bildes    der    Sehne   der   RaaKcarre    dritt»'  Ol4 
nung  Ä,  welche  vom  Pnnkte  P  gezogen  werden  kann. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnnng  Cg  (*',  *',»',»',<'**' 
reducirt  sich  auf  die  der  sechs  noch  fehlenden  genieiQgcb&fllJclien 
der  beiden  ßaamcurven  dritter  Ordnnng  sg*.  Die  Bilder  dieser  aechs 
geben  uns  die  verlangten  Lösungen-f  Wenn  sich  nur  zwei  der  1 
i.  B.  i's*'  schneiden,  so  bestehen  nar  vier  eigentliche  IiSsangen;  m 
Eerfslien. 

Denn  jede  eigentliche  LGsong  tnosB  dnioh  den  Schnittpunkt  tud  f^ 
geben,  Betraijhten  wir  aber  sj*,  a*  sehen  wir.  d&ss  durch  den  entsfH'eclMBdl 
Schnittpunkt  ('^i-*)  nur  vier  gemeinsame  Sehnen  gehen.  Die  Übriges  bei 
genieinachaftlicben  Sehnen  ausser  "^Si^iKi  von  ^i*  kCnnen  daher  nar 
fallene  Raumcurven  dritter  Ordnung  zu  Bilder  haben. 

Es  ist  nun  sehr  leicht,  die  beiden  zerfallenen  Raumcurven  drittes  Ol4>'| 
nung.  von  denen  «V''a*'s A^**'  Sehnen  sind,  direct  m  constrniren.  Ne 
wir  die  beiden  Transversalen  von  ''i'''s''s*'*  'i'*-  ^°  ^'""^  ^'^  beiden 
fallenen  Kaumctirven  dritter  Ordnung:  l\  mit  dem  Kegelschnitte  in 
Ebene  s'**',  der  (',*',s'(s'g.5'^und:  i'^mit  dem  Kegelschnitt«  in  der  Ebene  »'^^. 
der  ^'a^i^t*'»"'*  schneidet.  Die  Bilder  dieser  neifallenen  Raumcarren  befMi" 
uns  aber  die  noch  fehlenden  zwei  gemeinschaftlichen  Sehnen  von 
nun  zu  diesen  Bilderu  /,   und  '^  gehören,  so  ergiebt  sieb: 

Zwei  sich  in  einem  Punkte  schneidende  Raumcurven  dritter 
Ordnung  haben  ausser  den  vier  gemeinschaftlichen  Sehnen,  die 
durch  den  Schnittpaukt  gehen,  noch  sechs,  die  sich  eo  verhalten, 
dasB  stets  eine  Transversale  von  vieren  derselben  eine  fünfte 
ächueidet 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C's(-i"'is'»''js',6'B'^ 
reducirt  sich  auf  die  des  Bildes  der  Tangenten  von  b  in  B. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnnng  C\(s\!^^^^s\b'l'^ 
reducirt  sich  auf  die  der  Bilder  jener  Tangenten  von  h,  die  von  l  geschnitten 
werden.     Die  Aufgabe  ist  also  zwölften  Grades. 

Die  Coimtruction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  Cj  (.■*'!  .''j'''s»'A>'-d' ;')tt 
reducirt  sich  auf  die  der  Sehnen  von  s,  die  durch  A  gehen  und  l  schneiden. 
Wir  erhalten  sechs  Lösungen. 


T  Damit  sind  die  beiden  Sätze  Cremona's:  „zwei  Raumcurven  dritter  Ordnung 
haben  zfbn  gerne inschaftliclie  Sehnen,  und  ee  giebt  sechs  Raumcurven  dritter 
Ordnunj;,  die  sechs  beliebige  Gerade  zu  Sehnen  haben",  auf  einander  zurück- 
gefiihrt. 

■H-  s'  Ä'  bedeutet  eine  Sehne  mit  einem  Schnittpunkt  A'  mit  der  zu  conslruirenden 
Kjiumcurve  dritter  Urdnung. 
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§  15. 
Construotionen  von  rationalen  Kaumourven  vierter  Ordnung. 

Wir  wollen  nun  einige  Beispiele  für  Constructionen  von  Raumcurven 
vierter  Ordnung  als  Bilder  von  Kegelschnitten  des  Raumes  £  geben,  die 
zwei  der  Axen  oder  Transversalen  des  Raumes  X  schneiden.  Wir  wollen 
dabei  die  Bezeichnungen  festhalten:  s!s\  sollen  Sehnen  der  Raumcurve  be- 
zeichnen, (Ss'i)  eine  Doppelsehne ,  &'^  eine  Tangente  mit  dreipunktiger 
Berührung,  h\B\  eine  Tangente  mit  dem  Berührungspunkt  derselben.  P',- 
einen  Punkt  der  Raumcurve,  Vit'i  einfach  schneidende  Gerade.  Wenn  fi 
als  einfach  schneidende  Gerade  der  zu  construirenden  Raumcurve  auftritt, 
so  ist  sie  eine  Transversale  von  den  immer  gegebenen  vier  Geraden  ü\sf^s^^s*^, 
C\  endlich  soll  bezeichnen,  dass  die  zu  suchende  Raumcurve  vierter  Ordnung 
die  Raumcurve  dritter  Ordnung  C\  zweimal  schneidet.  C\  hat  ^i^^^z^x 
zu  Sehnen. 

Die  Construction  der  rationalen  Raumcurve  vierter  Ordnung  ^/'^[(d^i) 
(^^^^  s\^iP\^\P^^  ist  eindeutig  zurückgeführt  auf  die  Construction  des 
Bildes  des  Kegelschnittes,  der  durch  F^P^P^  geht  und  s^s^  schneidet. 

Die  Construction  der  rationalen  Raumcurve  vierter  Ordnung  ^'^[(d^i) 
(35'j)  ^^s\^ C\P\  besteht  zunächst  in  der  der  Ebene  PC,.*  In  derselben 
haben  wir  dann  einen  Kegelschnitt,  der  durch  P  und  zwei  Schnittpunkte 
von  s  und  jene  von  s^s^  geht,  zu  legen.  Die  Bilder  der  drei  möglichen 
Kegelschnitte  lösen  die  Aufgabe. 

Die  Construction  der  rationalen  Raumcurve  vierter  Ordnung  C\[{^^^ 
(Sä'j)  ^'a^A^'^-^'J  verlangt  die  des  Kegelschnittes,  der  s^s^  schneidet  und 
die  Raumcurve  &  in  jB  osculirt. 

Die  Construction  der  rationalen  Raumcurve  vierter  Ordnung  C\ 
{s\^ ^^ ^^ ^t\t\P ^P' ^P ^  reducirt  sich  auf  die  des  Bildes  des  Kegelschnittes, 
der  durch  P^P^P^  geht  und  t^t^  schneidet.  Auf  ähnliche  Weise  lassen 
sich   die  rationalen  Raumcurven  vierter  Ordnung  C\{J i^\^ ^^ ^t\t\h^ B^\ 

C\[{^^^y^^^^^t\P^P^P^,  C\[{Z^^!f^^^^^t\h{'B^^  construiren  u.s.w. 

§  16. 

Construotionen  von  Fl&ohen  dritter  Ordnnng. 

Wir  gehen  nun  zu  Constructionsaufgaben  von  Flächen  dritter  Ordnung, 
die  die  vier  windschiefen  Geraden  s\s!^s\s^^  enthalten.  Wir  gebrauchen 
dabei  die  Bezeichnungen  der  früheren  Constructionen  und  begnügen  uns 
gleich  früher  mit  einer  blossen  Skizzirung. 


*  (7,  bedeutet  eine  Gerade  und  ist  das  Bild  der  Raumcorve  dritter  OünA» 
die  ^1^2  ^8  ^4  2^  Sehnen  hat. 
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Einer  beliebigen  Ebene  eines  ECaames  entapriobt  iu  «ndern 
Baome  eine  FlScbe  dritter  Ordnung,  die  die  sechs  Kanten  de«- 
Belben  und  somit  die  vier  Hauptpunkte  ale  Doppelpunkte  eotbSlt. 

Ebenso  gilt  die  ümkehrung  dieses  Satxes: 

Einer  Ebene  dorch  einen  der  Hauptpunkte  Sm  entspricht 
im  andern  Eaume  ein  Kegel  zweiter  Ordnung,  der  S',-n  xai  Spitte 
hat  und  die  Übrigen  Hauptpunkte  enthillt. 

Betracbten  wir  daa  Bild  einer  beliebi/^en  L'urve  des  Rauniee  X,  lo 
ergiebt  sieb,  da  jedem  Schnittpunkte  der  Curve  mit  einer  Unuptebenfe  der 
aatsprecbende  Hauptpunkt  des  andern  Kaumes  entspricht: 

Einer  Curve  n'"  Ordnung  dea  Baumes  H  entspricht  eine  von 
der  Ordnung  3fi  in  £',  die  die  Hauptpunkte  des  letzteren  Banmex 
in  nfacben  Punkten   hat,   und    umgekehrt. 

Einer  Geraden  des  Raumes  X,  welche  eine  der  Kanten  dee- 
Beiben  Hchueidet,  entspricht  ein  Kegelschnitt,  der  die  eu  letiterer 
entsprechende  Kante  einmal  und  die  Kante  des  Raumes  1.',  die 
mit  der  von  ff  geschnittenen  gleichen  Index  hat,  in  den  Haupt- 
punkten scbueidet 
I  Einer  Geraden  g  des  Raumes  Z,  die  zwei  gegendberliegende 

Bicb  nicht  schneidende  Kanten  schneidel.  entspricht  eine  GeraJ« 
in  Z',   die   die  beiden  entsprechenden   Kanten  schneidet. 

Jeder  Geraden  durch  einem  der  Hauptpunkte  entspricht 
eine  Gerade  durch  den  gleichnamigen  Hauptpunkt. 

§  18. 
TTeber  Construcüonsaufgaben. 

Wir  wollen  nun  diesen  Specialfall  zu  einigen  Constructionen  verwenden. 
Wir  werden  die  vier  Hauptpunkte  des  Raumes  I,  da  diese  bei  Construclionen 
von  Saumcurven  dritter  Ordnung  als  Punkte,  nnd  bei  Constructionen  von 
Flächen  dritter  Ordnung  als  Doppelpunkte  derselben  immer  auftreten,  kurz 
mit  ]l\  //'j  H\  Ji\  bezeichnen .  wo  dann  diese  Buchstaben  einfache  oder 
Doppelpunkte  bezeichnen,  je  nachdem  sie  bei  Raumcurven  oder  Flächen 
dritter  Ordnung  benutzt  werden. 

Da  somit  die  Verwandtschaft  nur  Constructionen  Kuliisst,  wo  H\  It^  lt.^H\ 
in  obiger  Bedeutung  vorkommen,  so  müssen  also  von  einer  zu  construir enden 
ItaiimciiTve  dritter  Ordnung  stets  vier  Punkte  und  von  einer  zu  construirenden 
Fläche  dritter  Ordnung  stets  vier  Dojjpel punkte  gegeben  sein. 

Wir  werden  dann  immer  diese  vier  Punkte  im  liaume  I'  als  Haupt- 
punkte wählen  und  die  weiteren  Bestnnmungsstücke  des  zu  construirenden 
Gebildes  in  Z'  nach  Z  tiansformiren,  <ku  d«,nn  dieselben  Bestimmungsstucke 
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die  ein  Tetraeder,  das  Haupttetraeder  des  bezüglichen  Raumes  bilden,  be- 
kommen. Wir  wollen  die  Kanten  des  Haupttetraeders  im  Räume  X  mit 
•^1*2  ^8 '^4*^5  •'^6  bezeichnen.  Und  zwar  sollen  den  Kanten  s^a^s^  respective  die 
Kanten  s^s^^^  gegenüberliegen.  Ganz  analog  soll  dies  auch  im  Räume  X' 
gelten. 

Es  ergiebt  sich  nun -sofort: 

Zwei  Kanten  des  Haupttetraeders,  die  sich  nicht  schneiden, 
entsprechen  im  andern  Räume  die  mit  ^gleichen  Indices  ver- 
sehenen Kanten,  aber  in  verkehrter  Reihenfolge. 

Jedem  Punkte  einer  Kante  entspricht  im  andern  Räume 
die  letzterer  entsprechende  Kante. 

Wenn  wir  jede  Tetraederecke  als  einen  Hauptpunkt  und  nach  den  In- 
dices der  Kanten  der  gegenüberliegenden  Pl&che  (^{SkSi)  mit  Siki  bezeichnen, 
und  jede  Ebene  der  drei  Kanten  SiSj^Si  eine  Hauptebene  nennen  und  analog 
im  Räume  £',  so  ergiebt  sich: 

Jedem  Hauptpunkt  des  einen  Raumes  entspricht  im  andern 
Räume  die  mit  gleichem  Index  bezeichnete  Hauptebene. 

Studiren  wir  da9  Bild  einer  Ebene  E  durch  irgend  eine  der  drei 
Kanten  s^Sy<t^\  z.  B.  s^^  so  wissen  wir,  dass  den  beiden  Hauptpunkten  dieser 
Kante  s^  zwei  Hauptebenen  des  andern  Raumes  entsprechen.  Somit  kann 
das  eigentliche  Bild  der  Ebene  nur  wieder  eine  Ebene  sein.  E  schneidet 
nun  s^  in  einem  Punkte,  welchem  die  Kante  ä'^  entspricht,  somit  geht  E^ 
durch  ä'^. 

Betrachten  wir  nun  vier  Ebenen  durch  5^,  so  entsprechen  diesen  vier 
Ebenen  durch  s\,  und  da  die  ersteren  vier  Ebenen  irgend  eine  Gerade, 
deren  Bild  in  l!  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist,  die  durch  die  Haupt- 
punkte geht,  in  vier  Punkten  schneiden,  deren  entsprechende  von  jeder 
der  drei  Axen  «'j^V'^'s  ^^^^^^  demselben  Doppelverhältniss  projicirt  werden, 
als  die  Axen  s^s^s^  die  ursprünglichen  Punkte  projiciren,  so  folgt,  dass  der 
Ebenenbüschel  mit  der  Axe  -f^  in  £'  einen  Ebenenbüschel  mit  der  Axe  s*^ 
zum  Bilde  hat,  welcher  mit  ersterem  projectiv  ist. 

Es  ergiebt  sich  somit: 

Jedem  Ebenenbüschel  des  Raumes  £,  welcher  eine  der 
Kanten  dieses  Raumes  zur  Axe  hat,  entspricht  ein  projectiver 
Ebenenbüschel  mit  der  Kante  als  Axe,  die  mit  ersterer  gleichen 
Index  hat,  und  umgekehrt. 

Suchen  wir  das  Bild  einer  beliebigen  Ebene  E  des  Raumes  Z,  so 
entsprechen  den  Schnittpunkten  von  E  mit  den  sechs  Kanten  ^i  «^2  ^8*^4 -^5-^6 
die  sechs  Kanten  des  andern  Raumes,  und  da  das  Bild  der  Ebene  nach 
Früherem  eine  Fl&che  dritter  Ordnung  ist,  so  folgt: 


I 
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Einer  beliebigen  Ebene  eines  Raaioes  entspricht  im  ander«' 
Baume  eine  Tische  dritter  Ordnung,  die  die  sechs  KsBtep  de»- 
Beiben  und  Bomit  die  vier  Hauptpnnkt»  als  Doppelpunkte  enthlll. 

Ebenso  gilt  die  Umkebrung  dieses  Satzes: 

Einer  Ebene  dvrch  einen  der  Hauptpunkte  Sm  entspricht 
im  andern  Räume  ein  Kegel  zweiter  Ordnung,  der  S'n,  tut  Spitt« 
hat  und  die  übrigen  Hauptpunkte  enthalt. 

Betrachten    wir   das   Bild   einer   beliebigen    L'urve   des    Kaumes    £, 
ergiebt  sich,  da  jedem  Schnittpunkt«  der  Curve  mit  einer  Bauptebiuib  dflf' 
entsprechende  Hauptpunkt  des  andern  Ilaumeü  entejiricht: 

Einer  Curve  n^'  Ordnung  de»  Raumes  Z  entspricht  eine  t 
der  Ordnung  3n  in  X',  die  die  Hauptpunkte  des  letzteren  Banmfla  i 
XU   nfachen  Punkten   hat,  and   umgekehrt. 

Einer  Öeraden   Ate  Raumes  T,   welche   eiiie    der  Kant«»  de»- 
selben  schneidet,  eutEpricht  ein  Kegelschnitt,  der  die  bu  lettterer 
entsprechende    Kante   einmal    und    die    Kante   des  Kaumea   X',   di«    | 
mit  der  von  if  geschnittenen  gleichen  Index  hat,  in  den  Hanpl-    | 
pnnkten    schneidet  ■  J 

Einer  Geraden  g  des  Raumes  Z,  die  zwei  gegenQbBrlisg«nd«  I 
sich  nicht  schneidende  Kanten  schneidet,  entspricht  eine  Gerade  ' 
in  Z',  die   die  beiden  entsprechenden   Kanten  schneidet. 

Jeder  Geraden  durch  einem  der  Hauptpunkte  entspricht 
eine  Gerade  durch  den  gleichnamigen  Hauptpunkt. 

§  18. 
Üeber  ConetructioiiBauf gaben. 

Wir  wollen  nun  diesen  Siiecialfatl  zu  einigen  Constriictionen  verwenden. 
Wir  werden  die  vier  Hauptpunkte  des  Raumes  X,  da  diese  bei  Constracl Ionen 
von  Raunicurven  dritter  Ordnung  als  Punkte,  and  bei  Constructionen  von 
Flächen  dritter  Ordnung  als  Doppelpunkte  derselben  immer  auftreten,  knn 
mit  }1\H\h'^I1\  bezeichnen,  wo  dann  diese  Buchstaben  einfache  oder 
Doppelpunkte  be^.eichnen-  je  nachdem  sie  bei  R;iumeurven  oder  Flächen 
dritter  Ordnung  benutzt  werden. 

Da  somit  die  Verwandtschaft  uur  ConKtructionen  zuliisst,  wo  H\  it^lf'.^U'^ 
in  obiger  Bedeutung  vorkommen,  so  müssen  also  von  einer  zu  conetruirenden 
Itaumcurve  dritter  Ordnung  stets  vier  Punkte  und  von  einer  zu  construirenden 
Flüche  dritter  Ordnung  steta  vier  Doppelpunkte  gegeben  sein. 

Wir  werden  dann  immer  diese  vier  Punkte  im  liaume  X'  als  Haupt- 
punkte wählen  und  die  weiteren  Bestimmungsstücke  des  za  construirenden 
Gehitiles  in  Z'  nach  X  Iransformiren,  wu  dann  dieselben  Bestimmungsstücke 
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von  zu  construirenden  Geraden  and  Ebenen  werden,  wodurch  eben  die 
Aufgabe  reducirt  wird.  Der  Baum  £  muss  der  Verwandtschaft  entsprechend 
fixirt  werden, 

§  19. 

Construotionen  von  Baumourven  dritter  Ordnung:« 

Die  Construction der  ßaumcurve  dritter  Ordnung  C\{B! ^^S! ^H\B! ^P y^P ^) 
reducirt  sich  auf  die  des  Bildes  der  Geraden  P^Pg* 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C\{H^ <^H\H\EJ ^P^ s^) 
reducirt  sich  auf  die  der  Sehne  von  P  an  5. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C\  {H\H\H!^B.\ 
Pl\l\)  besteht  in  der  der  einfachen  Secanten  von  P  zu  Z^  und  Zg.  Da 
die  Geraden,  die  von  P  zu  den  Hauptpunkten  von  X  gehen,  keine  Lösungen 
geben,  so  haben  wir  nur  fttof  Lösungen. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C\  {H^^E^^H}^H\ 
PVti!)  reducirt  sich  auf  die  der  gemeinsamen  Strahlen  der  beiden  Kegel  (PI) 
und  (Ptu).  Da  durch  die  Hauptpunkte  von  Z  doppelt  zu  zählende  gemein- 
same Strahlen  der  Kegel  gehen,  die  keine  Lösungen  geben,  so  haben  wir 
zehn  Lösungen  der  Aufgabe. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  Cf  ^{H\E^ ^H^ ^H\sH^ tJ) 
verlangt  die  der  Sehnen  von  ^,  die  2  schneiden  und  it  berühren. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C\{H\E^ ^B^ ^H\VV) 
reducirt  sich  auf  die  der  Tangenten  von  2>,  die  2  schneiden,  wobei  wieder 
diejenigen  Tangenten  auszuschliessen  sind,  deren  Bilder  zerfallen. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordimm%C\{H.\E^ ^H! ^E^ ^P^ tJ^ 
reducirt  sich  auf  die  der  sechs  Haupttangenten  von  P  an  n* 

Ist  statt  P'  der  Osculationspunkt  von  'jJ  gegeben,  so  hat  die  Auf- 
gabe nur  zwei  Lösungen. 

Aebnlich  reduciren  sich  die  Constructionen  der  Raumcurven  dritter  Ord- 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C\{El\H\H\H\ 
^WV^)»  wobei  die  vier  gegebenen  einfachen  Secanten  Vyl\l\l\  sich 
in  einem  Punkte  schneiden  sollen,  reducirt  sich  auf  die  der  gemeinschaft- 
lichen Secanten  der  Raumcurven  dritter  Ordnung  lil%l^\^  welche  fünf  Punkte, 
wovon  vier  die  Hauptpunkte  von  X,  gemein  haben.**  Es  ist  wohl  leicht 
einzusehen,  dass  diese  Aufgabe  mit  jener  identisch  ist,  die  die  Construction 
der    ebenen    Curve    dritter    Ordnung    mit    einem    Doppelpunkt    aus    acht 

*  Siehe  „Abzählende  Geometrie  von  Schubert,  pag.  180."  Leipzig  1879. 
""*  Aus  der  folgenden  Aufgabe  ist  ersichtlich,  dass  vier  Raumcurven  dritter 
Ordnung,  die  fiinf  Punkte  gemein  haben,  zwölf  geme\xiacYÄW^<i\i^^^^'WD^fc'^^ 
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gegebenen  einfachen  Pnokten  yerlangt.  Denn  wir  können  von  letiteran 
acht  Punkten  drei  IJ\H\B'^  zn  Hauptpunkten  des  Raumes  Z'  nehmen. 
Dann  nehmeo  wir  irgend  einen  Punkt  des  KaumeB  Z'  ale  ein  Projectiäa:^- 
centrum  und  projiciren  die  übrig  gebliebeneji  fünf  Punkte.  In  einem  solchen 
Projectionestrahl  nehmen  wir  den  vierten  Uauptpunkt  des  Kaumes  Z'  a». 
Die  weitere  Constrnction  der  Verwandtschaft  verlangt  uur  noch  die  Ensteni 
vier  Haaptpnnkten  im  Räume  Z,  die  nach  Belieben  gewählt  werden 
können.  Die  Hanmcuiven  dritter  Ordnung  nun,  die  die  vier  HauptponVte 
des  Raumes  Z'  enthalten  und  die  die  vier  noch  übrig  bleibenden  Projection»- 
strahlen  /u  einfachen  Secanten  haben,  liefern  als  Projectionen  von  jenem 
beliebig  angenommenen  ProjectionBcentmm  die  geeuchten  ebenen  Carven 
dritter  Ordnung. 

8  20. 
tTeber  Conatmo Honen  von  ratloiialsn  Baumcurven  vierter  Ordnons. 

Eb  ergiebt  aich  durch  Specialisifung: 

Einem  Kegelschnitt  des  einen  Raumes  entspricht  im  andern 
laum  eine  Raumcurve  sechster  Ordnung,  die  die  Hauptpunkte 
I  desselben  zn  Doppelpunkten  hat,  und  umgekehrt. 

Schneidet  aber  d«r  K^eleebnitt  iwei  der  Kanten  des  Hanpttetraeden, 
i.  S;  und  ,'.,  BU  fnls[.richt  dem  Ketielacbnitto  als  ei^eiitliclies  Bild  eine 
Raumcurve  vierter  Ordnung,  die  S\^^  zum  Doppelpunkt,  S\^^  S\^  zu  ein- 
fachen Punkten  und  "'^■'■'j  oi  Sehnen  hat.  Letzteres  ist  der  Fall,  weil  s\ 
und  .-'j  als  uneigentlicbe  Bilder  vom  Kegelschnitte  auftreten. 

Wir  haben  es  daher  in  der  Hand,  Raumcwrven  vierter  Ordnung  zu  con- 
struiren,  wenn  von  denselben  der  Doppelpunkt,  zwei  einfache  Punkte,  von 
welchen  zwei  sich  schneidende  Sehnen  auslaufen,  und  weitere  festlegende 
Bedingungen  gegeben  sind.  Z.  B.  erhalten  wir  eine  eiudge  Lösung,  wenn 
von  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  noch  weitere  drei  Punkte  gegeben 
sind.  Schneidet  nun  ein  Kegelschnitt  des  Ranuies  Z  zwei  gegeu überliegende 
Kanten  dos  Haupttetraeders,  /..  B.  ,%  und  .s,,  so  ent.-pricht  diesem,  da  .»'j-'j 
als  uneigentliche  Bilder  auftreten,  eine  rationale  Raumcurve  vierter  Ordnung, 
die  durch  die  vier  Hauptpunkte  des  Raumes  Z'  geht  und  die  Kanten  s'»s'j 
zu  Doppel  sehnen  besitzt. 

Wir  haben  es  somit  in  der  Hand  derartige  Raumcurveu  vierter 
Ordnung  zu  constriiiren.  So  ist  z.  B.  die  Construction  einer  rationalen 
Raumcurve  vierter  Ordnung,  weun  von  derselben  sieben  Punkte  mit  der 
Bestimmung  gegeben  sind,  dass  die  Verbindungslinie  von  -zwei  Paaren 
dieser  Punkte   Doppelsebnen  sind,  eindeutig  und  leicht  zu  ersehen. 
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§  21. 
Construotionen  von  Xl&ohen  dritter  Ordnung. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  einige  Constmctionen  von  Flächen 
dritter  Ordnung  mit  vier  Doppelpunkten  H^^H\H\H^^  kurz  andeuten. 

Die  Construction  der  Fläche  ^nii^x  Or  dai\mgF\{B\JB^^E^^B\P\F\F\) 
reducirt  sich  auf  die  des  Bildes  der  Ebene  F^F^Py 

Die  Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  F\{H^^H^^H\H^ J)\Yb^) 
verlangt  die  der  vier  Ebenen,  die  durch  die  Tangente  von  5  in  J?  an  die 
Raumcurve  dritter  Ordnung  \  gehen.  Die  Bilder  dieser  Ebenen  lösen 
die  Aufgabe. 

Diesen  Methoden  analog  lösen  sich  die  Constmctionen  der  Flächen 
dritter  Ordnung: 

F'g  (fl^i  H\  H\  H'^  jr'i  7t! 2  ^s) 
u.  s.  w. 

§  22. 

Ueber  Kegelsohnittoonstruotionen. 

Dass  sich  mit  dieser  Verwandtschaft  Kegelscimittconstructionen  im 
Baume  ausführen  lassen,  geht  aus  einem  der  obigen  Sätze  hervor,  der 
über  das  Bild  einer  Geraden  Auskunft  giebt,  die  eine  der  Kanten  schneidet. 
Immer  müssen  aber  von  dem  zu  construirenden  Kegelschnitt  zwei  Punkte 
HiHk  und  eine  Secante  si  gegeben  sein.  So  z.  B.  sind  Lösungen  leicht 
ersichtlich,  wenn  von  dem  zu  construirenden  Kegelschnitte  zwei  Punkte 
und  vier  Secanten  gegeben  sind.  Sie  ergeben  sich  als  die  Bilder  von 
Geraden,  die  eine  der  Tetraederkanten  und  drei  Raumcurven  dritter  Ord- 
nung einfach  schneiden.     Letztere  schneiden  sich  in  vier  Punkten. 

§  23. 

SohliLSS. 

Wir  hätten  nun,  um  eine  vollständige  Untersuchung  der  Verwandt- 
schaft der  drei  Paar  Ebenenbüschel  zu  geben,  die  Axen  der  beiden  Bäume 
in  die  noch  möglichen  speciellen  Lagen  zu  bringen  und  die  dadurch  ge- 
gebenen neuen  SpecialfUUe  zu  untersuchen. 

Die  drei  Axen  eines  Baumes  können  folgende  vier  weBentlich  ver- 
schiedene Lagen  haben: 
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1,  Alle  drei  Axeu  liegen  windschief. 

2.  Zwei  von  den  drei  Azen  schneiden  eich. 


Die  drei  Axen  schneid 
Die  drei  Aien  schneid 
Die  drei  Äsen  schneid 


leiden  sich  in  drei  Punkten.  ^^^t 

leiden  sich  in  zwei  Punkten.  ^^H 

leiden  sich  in  einem  Punkte.  ^^H 

Wir  haben  die  Flüle  1)  nnd  3)  in  den  RSumen  Z  und  Z'  aasfBhrlicb 
behandelt,  es  wären  nun  noch  die  Falle  2),  4),  h)  in  Z  anznnehmeo  mid 
mit  den  Fällen  l)  bis  5)  in  Z'  zu  combiniren,  um  das  Gebiet  dieser  Ver- 
wandtschaften zu  erschöpfen.  Alle  diese  Verwandtschaften  bieten,  wie  die 
behandelten,  so  manche  mteressante  Seite  and  zeigen  sich  durch  ihre  grone 
Dorchsichtigkeit  zu  Conatrncttonsaafgaben  uud  DntereDchongen  von  Curren- 
und  FlSchensjstemen  insbesondere  sehr  geeignet  Wir  beguDgen  uns  für 
jetzt  indegs  mit  dem  Gegebenen  und  mQcht«n  nur  anf  letztere  SpeciaUUle 
auünerksam  gemacht  haben. 


ni. 

Die  algebraische  Transformation  der  doppeltperiodischen 

Functionen. 

Von 

W.  Veltmann, 

Doceot  an  der  lAndwirthsohafÜichen  Akademie  za  Poppelsdorf. 


Hdtbosr.  Xtifbl  ITig;.  8— lO. 


Der  allgemeinen  algebraischen  Transformation  der  doppeltperiodischen 
Functionen  wird  gewöhnlich  die  rationale  Transformation  zu  Grande  gelegt. 
Zwei  rationale  Transformationen,  die  eine  im  directen,  die  andere  im  um- 
gekehrten Sinne  ausgeföhrt,  stellen  zusammen  eine  beiderseits  irrationale 
Transformation  dar.  Man  kann  jedoch  auch  unter  Benutzung  gewisser 
fimctionentheoretischer  Sätze  unmittelbar  zu  der  betreffenden  allgemeinen 
algebraischen  Beziehung  gelangen,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

I.  Eine  Function  f(x)  sei  doppeltperiodisch  nach  den  Intervallen  K 
imd  X.  Die  Summe  zweier  Werthe  von  x,  fttr  welche  f(x)'^0  wird, 
sei  =  5  4-  ti{Jr  4-  n^X,  wo  s  eine  bestimmte  Grösse,  ti,-  ein  Zeichen  für  den 
Ausdruck  „ganze  Zahl'^  ist.  Für  eine  andere  doppeltperiodische  Function  g>(x) 
sollen  sfj  K\  I]  dieselbe  Bedeutung  haben.  Es  sollen  die  Bedingungen  er- 
mittelt werden,  unter  welchen  f{x)  und  9(0;)  durch  eine  algebraische 
Gleichung  verbimden  sind  und  die  Form  dieser  Gleichung  bestimmt  werden. 

Damit  f{x)  und  ^{x)  durch  eine  algebraische  Gleichung  verbunden 
seien,  welche  in  f{x)  vom  m*®**,  in  q>{x)  voni  ti*®^  Grade  ist,  ist  es  noth- 
wendig  und  genügend,  dass  f{p^  eine  m  deutige  Function  von  9  {x)  und  ^(x) 
eine  n  deutige  Function  von  f{x)  sei.  9  {x)  möge  den  besonderen  Werth  qi{x^ 
haben,  wo  x^  irgend  eine  willkürlich  gewählte  Grösse  ist.  Um  alle  zu- 
gehörigen Werthe  von  f{x)  zu  erhalten,  hat  man  diejenigen  Werthe  von  x 
zu  ermitteln,  für  welche  fp{x)  denselben  Werth  ^{x^  erhält,  und  diese 
in  f{i£)  einzusetzen. 

Den  Werth  fp{x^  erhält  fp{x)  nun  auch  fttr 

aj  —  ^i-f  m'iT'-f  w'X' 
und  für 

x  — «'-aJi-f  m'iT'  +  n'L', 


74         Die  algebr,  TraaEformatioD  d,  doppeltiieriodiscUen  FonctionBii. 


I 


n'  und  n'  beliebige  ganze  Zahlen.  Setzt  man  diese  Ärgomenl«  in  /(x) 
lin,  Bo  erhält  man  ESmintliche  Wertbe  von  f(x)  ffir  ip(x)  ^  vC^Oi  ' 

1)  /■f/.  +  Wff' +  «'!')-/;, 

2)  f(/  -  jr,  +  m'-E'  +  n'L')  -  f,. 
Ein  WerÜi   /j    mit  m'  •=  g,    «'  ^  /.   und  ein  Werth  /",  mit  tn'  =  p. 
sind  gleich,  wenn  entweder 

3)  -  s'+  2i,  +  (ff  -j))Ä'+  (A  -  9)L'=  «.A'+  «;i, 

4)  «"+  (jj  +p)Ä'+  (A  +p)/.'=  s  +  «,Ä+  «,/. 
st.     Die  Gteichnng  3)  kann  nicht  für  jedes  ;r,   stattfinden,    wohl  aber  4). 

In  letzterem  Falle  sind  dann  aber  nicht  bloa  jene  beiden  Werth« 
einander  gleich.  Denn  wenn  man  in  (^  m'  ~  i/,  «'  =  h'  setzt,  wo  j/  und  ä' 
beliebige  ganze  Zahlen,  so  erhült  man  einen  demselben  gleichi^n  Werth 
1  /j,  wenn  man  in  /j  »»'  =  p  +  7  —  j',  n'  =  g  +  h  —  h'  setzt.  Es  iA 
somit  jeder  Werth  von  f^  einem  Wertbe  /j  und  ebenso  jeder  Werth  f^ 
einem  Werthe  f^  gleich.  Je  nachdem  also  eine  Gleichung  4),  d.  h.  eine 
Gleichung  von  der  Art 

5)  s  +  fc-K  +  i£  =  «'  +  i^K'  +  l'L\ 

wo  l,  ?,  Jt",  l'  irgend  welchfi  ganze  Zahlen  sind,  eiistirt  oder  nicht,  sfimmea 
/*,  und  /j  in  allen  oder  in  keinen  Werthen  Uberein. 

In  beiden  Fallen  aber  muss,  damit  die  Zahl  der  in  f,  enthaltenen  ver- 
schiedenen Werthe  von  j  eine  endliehe  sei,  bei  constahtem  n'  und  stets 
um  1   wachsenden  m'  irgend    einmal    ein   früherer   Werth   /",   wiederkehren. 

Sind  m'i  und  m\  die  betreffenden  Werthe  von  »»',  so  muss  also 
entweder 

oder 

?•)  2j-,  +  (w'i  +  m'.lÄ'  +  2n'7.'=  n,Ä-|-  .(,/, 

sein.     Die  Gleichung  7)  kann  nicht  für  jedes  3"i  stattfinden,  wohl  aber  ö\ 
Da    nnn   Gleiches    für  »'   gilt,   so   milBsen   zwei  Gleichungen    bestehen 
von  der  Art; 

HJ  h'K'  -^vtK^  »,/., 

9)  ;'/.'=   H;A"+H,7., 

wo  l^  und  V  gan^e  von  0  verschiedene  Zahlen  sind.  Und  umgekehrt,  so- 
bald zwei  solche  Gleichungen  e\istiren,  ist  die  .\nzahl  dcr'in  f^  enthaltenen 
Werthe  eine  endliche.  Zu  eben  solchen  Gleichungen  wie  8)  und  9")  führt 
die  Forderung,  Jass  auch  /"„  eine  endliche  Anzahl  Werthe  liefere.  In  all- 
gemeinerer Form  müssen  als  nothwendige  und  genügende  Bedingung  für  eine 
endliche  Anzahl  Werthe  }\  vmd  f^  iwei  Gleichungen   bestehen  von  der  Art: 
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10)  l^K'+VL^'^kK+lL, 

11)  k\K*+l\L'^k^K+l^L, 

wo  k\  l\  ä/j,  l\^  Ä-,  ?,  Ä'j,  l^  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  jedoch  mit  der  Ein- 
schränkung, dass  die  Determinante  der  Coefficienten  k!l\  —  li^V  nicht  =  0 
sein  dai*f,  da  die  Gleichungen  sonst  nicht  mit  solchen  von  der  Art  8)  und  9) 
gleichbedeutend  sein  könnten. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  ergeben  sich  die  Bedingungen  dafür,  dass  (p{oc) 
für  einen  bestimmten  Werth  f{x^  von  f{x)  eine  endliche  Anzahl  verschiedener 
Werthe  erhalte.     Für  f{x)^f{x^  erhält  (p{x)  die  Werthe 

12)  9  (a?i  +  mk  +  wX)  =*  9i, 

13)  9  (5  —  iCj  +  mK+  nL)  ■«  9^, 

wo  für  m  und  n  alle  ganzen  Zahlen  zu  setzen  sind.  q>^  und  9^  stimmen 
entweder  in  allen  oder  in  keinen  Werthen  überein  und  die  Bedingung  für 
ersteres  ist  die  (rückwärts  gelesene)  Gleichung  5). 

Damit  femer  sowohl  in  9^  als  in  92  eine  endliche  Anzahl  Werthe 
enthalten  seien,  müssen  zwei  Gleichungen: 

kK  +  IL  ^  fiiK^  +  niL\ 
k^K  +  ?iX  =  HiK'  +  tiiU 
bestehen  derart,   dass   die  Determinante  kl^  —  \l  nicht  »  0  ist.     Solche 
sind   aber  die  Gleichungen   10)  und  11);  denn  wenn  in  diesen  die  Deter- 
minante kJ^-'k^l^^O  wäre,  so  würde  aus  10)  und  11)  folgen 

{\U  ~  Ä:Ä/i)JSr'  +  {\V  -  kl\)L^  =  0. 

Da  K^  und  X'  kein  reelles  Verhältniss  haben,  so  würden  die  Coeffi- 
cienten von  K^  und  l!  einzeln  =  0  sein,  mithin 

♦  ZL      ZI.      hk. 

k'^  k'^  V' 

also  Ä:'Z'j  —  A/jZ'«=  0,  d.  h.  es  wäre  dann  auch  die  Determinante  der 
Coefficienten  von  JST'  und  JJ  in  10)  und  11)  der  Null  gleich.  Demnach 
kann  nur  gleichzeitig  f(x)  für  jeden  Werth  von  9  (x)  und  9  (x)  für  jeden 
Werth  von  f(x)  eine  endliche  Anzahl  verschiedene  Werthe  haben  und  die 
Bedingungen  hierfür  sind  Gleichungen  von  der  Art  10)  und  11),  in  welchen 
auf  beiden  Seiten  die  Determinanten  nicht  »  0  sind.  Ebenso  stellt,  wie 
schon  bemerkt,  eine  und  dieselbe  Gleichung  5)  die  Bedingung  dafür  dar, 
dass  sowohl  f^  und  ^^  i^  Gleichung  1)  und  2),  als  auch  9^  und  92  in 
Gleichung  12)  und  13)  in  allen  Werthen  übereinstimmen. 

II.  In  I.  ist  gezeigt,  dass,  wenn  f(x)  und  9  (x)  durch  eine  algebraische 
Gleichung  verbunden  sind,  zwei  Gleichungen 

14)  kK+lL'^J^K^+VL', 

15)  k^K+l^L'^  H^E!  +  l\L' 
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bestehen  denrt,  dass  die  beiden  Determintuiten  nnd    [    y    -  t'  \ 

nicht  =^  0  sind.     Wir  Dennen  diese  Determinanten  die  Hauptdetenninantni 
der    beiden    Oleichungen.      Letztere,    welche    OnindgleichangeD    der    Traiu- 
formation  heissen  mögen,  stellen  K  nnd  L  als  Functionen  von  K'  und  /-'  tud  , 
umgekehrt   dar.      Vergleicht  man  sämmtüche  Paare  von  GruDdgleichungec^  j 
welcbe    ein  und   dieselbe  Beziehung  üwiecfaen  K  und  L   eineraeits  und  f  I 
uod    L'    andererseits    enthalten,    so    wird    die    Hauptdeternünante    links  in  ' 
denselben  verecliiedene   Wertbe  haben.     Wir  nennen  die  Paare  von  Orund- 
gleich  UD gen    mit    lileinster    Determinante    reducirte    Ornndgleicbongen.     Ec 
soll  jetzt  gezeigt  werden,  daas  jedes  Paar  von  Orundgleichnngen  aus  irgend 
einem  reducirten  Paare  mittels  ganzen  Coefficienten  linear  zusammengesetil 
werden  kann. 

Die  Gleichungen    14)  und   15)   mögen   ein    reducirtes  Paar    darstellen. 
Irgend  ein  anderes  Paar  sei 

16)  |i*Ä+  vL  -  (i'Ä'+  v'i', 

17)  fi,if+  v,i  -  ^'1«'+  i/,i'. 

unter  u  und  ß  beliebige  GoefGcianten  verstanden,  folgt  aus  14),  15)  ■ 
nnd  16);  \ 

18)  (ak  +  ß\  -  ^)K+  («I  +  ßk  -  ^)J'  -  («^  +  ß^i  -  1*')^' 

+  („l'+ßl\~v')L'. 
Man  kann  a  und  ß  so  bestimmen,  dass  die  Coefficienten  von  K  und  L 
hier  ^  0  werden.  Aus  demselben  Grunde  wie  pag.  75  sind  ^ann  auch  die 
Coefficienten  von  K'  und  /,' =  0  und  es  ealsteht  also  die  Gleichung  16} 
aus  14)  und  15),  indem  man  14)  mit  a,  15)  mit  |?  *mnltiplicirt  und 
addirt.  Setzt  man  nun  0  =  0  + |,  ß  =  b  +  ij,  wo  a  nnd  b  ganze  Zahlen 
(0  nicht  ausgeschlossen),  |  und  tj  kleiner  als  1,  eo  wird  die  Gleichung  IBh 

lU-  +  t(t,  +  (ak  +  bl;  -  ^11-»:+  [^l  +  r/l,  +  (al  +  bl,  -  x-)]L 
=  li^'  +  'Ji-'i  +  (ai-'  +  bk\  -  fJ)]K'  +  \^f  -f  r,l\  +  {al'  +  bl\  -  v')]/.'. 
Da  die  Cofficienten  von  K  und  L  =  0  sind,  so  ist: 


frj      ak  +  6fr,  -  ft  ; 
l^       al  +  bl^-v 

■  ak  +  bk,  -f,k 
\  al  +bli  -  V     l 

19) 

'''!'.  I '  ',' 

Aus   14),   15)  nnd   16)  folgt  aber 
20)     (al  +  M-,  -  p)Ä+  (o!  +  M,  -  v)/,  -  (aif  +  ftf,  -  i,')K' 
+  (.al'  +  i,l\-v')l'. 
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Der  Zähler  des  Ausdruckes  für  ^  in  19)  ist  die  Determinante  der 
Gleichungen  15)  und  20)  links.  Da  ^  <1,  so  ist  also  diese  Determinante 
kleiner  als  diejenige  von  14)  und  15).  Dieselbe  kann  aber  dann  nur  *=  0 
sein;  denn  wäre  sie  es  nicht,  so  würden  15)  und  20)  Grundgleichungen 
mit  noch  kleinerer  Determinante  sein  als  14)  und  15),  gegen  die  Voraus- 
setzung. Es  ist  demnach  ^  und  ebenso  i^  =  0;  obige  Coefficienten  a  und  ß 
sind  ganze  Zahlen.  Auf  gleiche  Weise  folgt,  dass  Gleichung  17)  aus  14) 
und  15)  mittels  ganzen  Coeffieienten  a^  und  ß^  zusammengesetzt  werden 
kann.  Die  Determinante  aß^  —  a^ß  dieser  vier  Coeffieienten  ist  mindestens 
=  1.  Es  ist  nun  nicht  blos  die  Determinante  der  Gleichungen  16)  und  17) 
links,  sondern  auch  diejenige  rechts  das  (aß^  —  or^jS) fache  derjenigen  von 
14)  und  15),  so  dass  also  in  einem  reducirten  Paare  beide  Determinanten 
den  kleinsten  Werth  haben,  und  in  weiterer  Ausdehnung  gilt  dies  von 
sämmtlichen  Determinanten  des  Systems 

k      l      Id      V, 

1      1        1       1* 

In  einem  Paare  Grundgleichungen,  welches  kein  reducirtes  ist,  haben 
demnach  die  sechs  Determinanten  einen  gemeinsamen  Factor.  Existirt  ein 
solcher  nicht,  so  sind  die  Gleichungen  nothwendig  reducirte. 

Es  fragt  sich  nun,  ob,  wenn  die  Determinanten  einen  gemeinsamen 
Factor  haben,  nicht  vielleicht  dennoch  die  Gleichungen  reducirte  sein  können. 
In  den  Gleichungen  14)  und  15)  mögen  die  Determinanten  den  gemeinsamen 
Primfactor  r  haben.  Derselbe  ist  entweder  zugleich  ein  gemeinsamer  Theiler 
von  k  und  k^,  von  {  und  Zj,  von  A/  und  Ä/^,  von  V  und  l\j  oder  er  ist 
wenigstens  von  einem  dieser  Zahlenpaare  kein  gemeinsamer  Theiler. 

Im  ersten  Falle  können  beide  Gleichungen  durch  r  dividirt  und  somit 
die  Determinanten  im  Verhältniss  r^  :  1  verkleinert  werden.  In  letzterem 
Falle  sei  z.  B.  t  kein  gemeinsamer  Theiler  von  A;  und  k^.  Der  grösste 
gemeinsame  Theiler  von  ä;  und  k^  sei  =  <,  wo  ^  möglicherweise  =  1  ist 
Wir  setzen 


21) 


l 


h 


<A; 


<D,; 


k 


l' 


-tD^. 


22) 


Ä;      t^ 

Zwei  ganze  Zahlen  x  und  y  mögen  bestimmt  werden,  so  dass 

k 


X 

y 


t, 


was  geschehen  kann,  weil  t  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  k  und  l\ 
ist.  Löst  man  nun  die  Gleichungen  21)  resp.  nach  l  und  l^,  k!  uud  l\, 
V  und  l\  allgemein  diophantisfih  u  ier  fi^,  n^.  t?^  be 

liebige  ganze  Zahlen  ▼«ntwd 
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l'  ■■ 


■n^x  +  n^- 


l\ 


wo   nnn,    um   die    wirklichen    Wertha   von  l,  7,,  k',  It',,  l'.  ! 
fllr  n,,  (ij,  N,  die  enteprech enden  beflondereo  Zahlen  gesi'ht 
Setzt  man  dann  diese  Ausdrücke  in  die  Gleicbnngtin    i 
so  werden  let^.tere 

23)  kK+  (iJ,/  +  «,*)/,  -  (d,j  +  n,  ^"  )ir'-j-  (  ' 

24)  t,Ji:+(i),j  +  «,^)/.  =  (B,s  +  n,^)Ä 

Gleichung  23}  mit  l\,  34)  mit  k  malüpliolrtd 
snbtrfthirt,  liefert  nach  Division  durch  Ay  —  ft,»i 

25)  Z),7.  =/),«'  + Djil' 
Diese   Oleichong    mit  jr    mulüpllcirt   und  j 

nach  Miijtijilication  mit       : 

2(5)  /A'  +  «,7.  =niÄ''+  "./■ 

Die  Gleichungen    25)    und    26)    stellen    uik 
und   lö)  dar,   deren  Determinante  links  ^^'i>i, 
14)  und  15)  ist.     Sümmtliche    übrigen  Detenbl 
imverlindert  geblieben,  und  es  ist  noch  t  ein  gc 
Drei    dieser    Determinanten    sind    aber  =  'öj, 
Factor   r  nicht   enthült,    so   i 
und    es    lässt   sich    daher   die  Gleichung    25)  dt 
werden    summt  liehe   Determinanten   der   beiden  ( 
Wenn  dieselben  jet^l  uoeii  eil 
auf  gleiche  Weise  einen  Primfüctor  deii 
bis    die    Determiuanlen    von    dem    gern 
Aus  jedem  Paar  Grundgleicbungen,  dessen  Determ^ 
Factor  haben,  litsst  sieh  demnach  ein  Paar  i 
kleiner    sinil    und    keinen    gemcinsanien    Factor 
solchen  ist  also  nothwendige  und  geutlgeude   Bedin 
gleichungeu  reducirte  seien. 

Beliebige  reilucirte  Gruadgleiehun^en  la^s 
Verfahren,   welchaa  hier  wv  Ahleitang  darselhen  8 


i  letzteren»  4 


abloitd 
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formen,  dass  in  der  einen  Gleichung  eins  der  vier  Glieder  fehlt,  während 
.das  entsprechende  Glied  der  andern  Gleichung  einen  Coefficienten  hat  gleich 
dem  gröBSten  gemeinsamen  Theiler  der  ursprünglichen  Coefficienten  dieser 
beiden  Glieder.  Denn  die  Gleichungen  25)  und  26)  sind  in  Bezug  auf  14) 
und  15)  von  der  hier  angegebenen  Beschaffenheit. 

III,  Nach  I  erhält  f{x)  für  einen  bestimmten  Werth  q>{x^  von  fp{x) 
die  Werthe 

/2  =  /'(^'  --  ^1  +  «»'^'  +  n'x')  =  /,-'.»; 

und  ebenso  erhält  q>{x)  fCir  den  Werth  f{x^)  von  f{pc)  die  Werthe 

9i  =  9(^1  +  »w^  +  nL)  =  ^i"*'«, 

Vier  Ebenen  I,  II,  III,  IV  mögen  in  gleiche  Quadrate  getheilt  und 
die  Werthe  fn  f^-,  (piy  (p2  ^  folgender  Weise  an  den  Ecken  dieser  Quadrate 
geordnet  sein: 


•••/l         /l  /l     •••  •••/2  /2  /2 

1.   .../i         /i  /|     •••  AX.   ••./2  72  /2     ••• 

/._!  1   ^  —  1,0  f  —  l,l  f—1,—  1  /•  — 1,0  /-— 1,1 

"•11  ti  l\  •••  •••/2  #2  T'i  •" 


• 
• 

• 
• 

• 
• 

• 
• 

• 
• 
• 

• 
• 
• 

Vi'-- 

^-i'-" 

^-l'-' 

?'.''•- * 

<pr 

,,,0,1 

• 
• 
• 

i  ,, -«.0 

• 
• 
• 

• 
• 
• 

<?»'•-*    W'''  W'' 


III.    ...^i»'-!     ipt"'"     9,"''    ..  IV.    ...g),0'-»     «PjÖ-o     ,>g0.i 


9'2- ••-'%-'•>»- '-• 


In  irgend  einer  der  Ebenen  möge  der  Werth  mit  dem  Index  fi,  v  der 
(|Lt,  v)t«  genannt  werden.  Die  Ebenen  I.  und  II.,  sowie  III.  und  IV.  werden 
parallel  neben  einander  stehend  gedacht,  so  dass  die  Verbindungslinie  von 
irgend  zwei  Werthen  mit  gleichem  Index  auf  beiden  Ebenen  senkrecht 
steht.  Verbindet  man  zwei  Quadratecken  einer  der  Ebenen  durch  eine 
gerade  Linie,  so  soll  die  Länge  dieber  Linie  der  Abstand,  *ihre  Neigung 
gegen  die  Horizontale  die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Werthe  genannt 
werden.  Wenn  irgend  zwei  Werthe  in  derselben  Ebene  einander  gleich 
sind,  so  sind  auch  je  zwei  andere  gleich,  welche  denselben  Abstand  und 
dieselbe  gegenseitige  Lage  haben.  Aus  den  Gleichungen  14)  und  15)  folgt 
nun,  dass  sowohl  in  I  als  in  II  der  (0,0)*®  Werth  dem  (Id,  Z')**°  und  auch 
dem  {k\,  ?\)**°  Werthe  gleich  ist. 
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Constroirt  man  das  Farallelogramm  (s.  lithogr.  Tafel  Fig.  8),  doucg 
Ecken  die  Werthe  0,0;  **, /';  l^i,l\;  if+f,,  ('+;',  Bind,  und  veracbiieh 
dieses  Parallelogramm  ISngs  der  Diagonale  AC  ein  wenig  gegen  A  hii, 
Sil  eotb&lt  dasselbe  eine  Anzahl  Wertbe,  welche  gleich  dem  Inhalte  da 
Parallelogramma,  gemessen  durch  eins  der  Quadrate,  ist.  Dieser  Inhsll 
ist  aber  die  Determinante  k'l\—  k'^l'.  Schliesöt  man  an  dieses  PatsUelo- 
gratiim  andere  au,  so  dasa  die  ganze  Ebene  mit  denselben  bedeckt  ifi, 
so  sind  irgend  znei  ühnlicb  liegende  Werthe  in  zwti  Parallelogrammen 
einander  gleich.  Unter  der  Voraussetzung  aber,  dass  die  Gleichungen  1<) 
und  lä)  redacirte  sind,  enthalt  Jedes  Parallelogramm  lauter  ver^hiedeat 
Werthe. 

Angenommen  nämlich,  irgend  Kwei  in  dem  Parallel ogramm  ABCO 
nach  der  Verschiebung  desselben  befindliche  Werthe  seien  gleich;  daaA 
kann  man  die  Verbindungslinie  I'Q  der  entsprechenden  Qaadrateckpuaktf  | 
so  verschieben,  dass  der  Eckpunkt  P  mit  einer  Ecke  des  Parallelogramniö 
in  deaaen  ursprünglicher  Lage  zueammenfUllt,  wUhrend  der  Endpunkt  Q  a 
dem  Parallelogramm  liegt.  Am  Punkte  Q  befindet  sich  dann  ein  Werl^ 
welcher  dem  in  dem  betreffenden  Eckpunkte,  mithin  auch  dem  10,0)"* 
Werthe  gleicb  ist.  Wenn  demnach  {y!,  i/)  der  Wertb  in  Q  ist,  ao  beetdit 
«ine  Oleichnng  ■ 

27)  liK+vJ.^  li'K'+v'l.'.  ' 

Bildet  man  nijn  ans  der  Linie  von  0,0  nach  n',  v  und  entweder  AB 
oder  AD  ein  Parallelogramm,  so  urascbliefist  dieses  ebenfalb  nach  geringer 
Verschiebung  Werthe,  welche  sich  beständig  wiederholen.  Dieses  Parallelo- 
gramm ist  aber  kleiner  als  ABCD,  mithin  auch  die  Anzahl  der  darin 
enthaltenen  Werthe  kleiner.  Die  Determinante  von  14)  und  27)  oder  von 
15)  und  27)  ist  also  kleiner  als  die  von  14)  und  15);  mithin  wären 
letztere  Gleichungen  keine  reducirten,  gegen  die  Voraussetzung. 

Entsprechendes  gilt  für  III  und  IV.  Die  Determinante  der  Gleichungen 
14)  und  15)  links  =  A7j  —  };^l  giebt  die  Zahl  der  in  III  oder  IV  enthaltenen 
verschiedenen  Werthe  an. 

Entweder  stimmt  nun  I  mit  II  und  III  mit  IV  in  alten  oder  in  keinen 
Werthen  überein,  je  nachdem  eine  Gleichung  5)  stattfindet  oder  nicht.  In 
ersterem  Falle  hat  f{x)  für  jeden  Wertb  von  <f>  (x)  eiue  Anzahl  verschiedene 
Werthe  =  A'^'i  —  i^',;'  und  tpix)  für  jeden  Wertb  von  f{x)  eine  AuTahl 
verschiedene  Werthe  —  ^/i  —  ^"ji;  in  letzterem  Falle  ist  die  Anzahl  beide 
Male  die  doppelte.  Demnach  wird  die  algebraische  Gleichung  zwischen  fyx) 
und  ipix')  in  fix)  vom  {!' l\  —  l\l'y''"  und  in  g)(jr)  vom  (,^"'i  —  *i 0**°  '^^^ 
in  /-(.r)  vom  i{k^l\- l\()'---''  und  in  q.  I^j:)  vom  2(A-/,  -  t,0'"  Grade  sein, 
je  naebdem  eine  Gleichung  5^  Viestelit  odei  oitht. 
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lY.  Zwei  Variabeln  x  und  y  mögen  durch  eine  algebraische  Gleichmig 
verbunden  sein,  welche  in  x  vom  m*®°,  in  y  vom  n**°  Orade  ist.  Zu  einem 
Werthe  x^  von  x  mögen  die  n  verschiedenen  Werthe  ^i,  ^2'  *  *  *  y»  ^^^  '^ 
jedem  der  letzteren  m  versphiedene  Werthe  von  x  gehören.  Die  Gleichung 
kann  nun  die  besondere  Eigenschaft  haben,  dass  man  aus  jedem  der  n  Werthe 
von  y  stets  dieselben  m  Werthe  von  x  erhält.  Es  existiren  also  dann 
immer  m  Werthe  x^yX^^,.,Xm  von  x  und  n  Werthe  yi^y^i***yn  von  y  der- 
art, dass  irgend  einer  der  m  Werthe  von  x  mit  irgend  einem  der  n  Werthe 
von  y  der  Oleichung  genügt. 

Unter  obiger  Voraussetzung  Iftsst  sich  die  Gleichung  auf  die  Form 
bringen: 

^      (^  -  «i)  (^  -  «f)... (^  -  «m)  ^     (y  -  ft)  {y  -  ft) ...(y  -  15«)' 
wie  jetzt  gezeigt  werden  soll.     Es  sei 

wo  die  f  ganze  Functionen  sind,  die  Gleichung  zwischen  x  and  y.  Durch  die 
GUia«,g  i.t .  «.a  .U»  »ch  Öf)  ^  p^«i„  „.  ,  a.*w.    Le«.,. 

Function  ist  aber  eine  eindeutige;  denn  ftb*  einen  bestimmten  Werth  von  y 
erhält  X  im  Allgemeinen  m  verschiedene  Werthe,  für  jeden  von  diesen  aber 

j-r\  ®^^  ^^^  denselben  Werth,  da  ^onst  die  Gleichung  29)  nicht  für  alle 

diese  Werthe  von  x  denselben  Werth  von  y  liefern  könnte.     Es  besteht 

f(x) 
daher  eine  Gleichung  77\™9(y)>  wo  (p{y)  eine  eindeutige  Function  ist, 

fo(x) 

für  welche  nun  leicht  weiter  folgt,  dass  dieselbe  eine  rationale  ist. 
Die  Beziehung  zwischen  x  und  y  hat  also  die  Form: 

*(^)"  ^i{y) 

woraus  folgt,  wenn  a  und  &,  a  und  j5  beliebige  Constanten  sind: 

gy  (a;)  +  htjf  (x)  ^  ag>i(y)  +  H^jy) 
€tq>  {x)  +  ßHf  (x)  ^  c^i  {y)  +  ß'^^  {y) 

Hier  können  a,b^  a,  ß  immer  so  gewählt  werden,  dass  sowohl  links  als 
rechts  Zähler  und  Nenner  von  gleichem  Grade  werden,  womit  dann  der 
Satz  bewiesen  ist. 

Die  Voraussetzung  des  Satzes  lässt  eine  Einschränkung  zu;  letzterer 
findet  schon  statt,  wenn  eine  Reihe  von  Werthen  a;|,...a;m  und  eine 
Reihe  von  Werthen  ^i  y  • . .  ^n  zu  je  zwei  der  Gleicbuu^  ^«fi&^^'tL. 

Zeittebr.  f.  Mmtb.  n.  Pby§ik,  XXIX.  Jahrg.  8iii>pl.  ^ 
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Seiet  man  näniUcfa  in  Gleichung  29)  fOr  x  nacheinati<ler  die  Wertlw 
ar„  ...r„,    so    liefert   dieselbe  jedesual   die   nämlichen  Werthe  tob  jf;    dje 

Coefficienten     ' ,  ,     erhalten    also    immer    die    nSmlichen    Werth*.       Diwe 

f.  ix) 

Werthe  seien  c,,e(...,c,p     ^  ist  also: 
wo  p  eine  der  Zahlen  1  bis  m.     Oder: 

OQV  I     (»«-  —  Cra«.-)a^''+  Ca»-!-  —  C.On-i-Ja'e*"'... 

1  +  (o..-  —  c,a„-j  —  0. 

Setzt  mftn  hier  fOr  p  die  Zahlen    1   bis  in  und  ICst  ^esa  m  Gleichniig«ii 
nach  a„-^  —  c,am">  o«— t"  —  c»flm— i"-  n.  s-  w.  aaf,  so  erhalt  num 
(««-  —CO,-)  :  {a^-i~  —  (.va„_3-).. .:(«„'  —  c.a„°)=i)„  :jV-i  — :i^. 
wo  die  f  aiu>  den  x^,...x„  susamm eng esetEte  AosdrDcke  sind.     Es  ist  alio 
dann,  unter  f  einen  gewiasen  conetanten  Factor  verstanden: 

+  («•-  —  «1*.-)  =  Cfs-«"  +j^-t*"~'"-  +KjA.i 

oder  ^ 

Welchen  der  Quotienten  -^— ^  man  aber  genommen  haben  mag,  die 
Constanten  p  haben  immer  dasselbe  Verhältniss,  da  in  die  Gleichungen  30\ 
atia  welchen  sie  sich  bestimmen,  hierbei  immer  dieselben  Werthe  von  x  ein- 
gesetzt werden.  Mithin  sind  sämmtüche  Coefficienten  1 ,  <  in  Gleichung  29) 
lineare  Fonctionen  ein  und  derselben  Function  von  x.    Man  kann  also  setzen: 


f.u) ' 

wo  'j,  eine  Constante,  und  die  Gleichung  29)  wird  dann: 
(/"-f  c,.</'-'..,-(-  c^ 


welche  Gleichung  sich  wieder  so  umformen  liisst,  dass  links  und  rechts 
gebinchene  Functionen  stehen,  welche  in  Zähler  und  Neuner  links  vom  m"", 
rechts  vom  «'■"  Grade  sind. 

Wenn   die    Voraussetzung  obigen   Satzes    stattfindet,    man   also    weiss, 
dass   X   und  y   durch    eine    Gleichung  von  der    Form  28)   verbunden    sind. 
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"■-.*-^*    _-N^V 


braucht  man  nur  zwei  Paare  von  zusammengehörigen  Werthreihen  von  x 
und  y  zu  kennen,  um  die  Gleichung  sofort  hinschreiben  zu  können.  Zur 
Bestimmung  der  mn  -{-  m  -\-  n  Coefficienten  der  von  den  Brüchen  befreiten 
Gleichung  29)  genügt  übrigens  ein  System  zusammengehöriger  Werthe 
von  X  und  y^  wenn  ausserdem  noch  zwei  zusammengehörige  Werthe  x^ 
und  y^,  sowie  sämmtliche  zu  x^  gehörige  Werthe  von  y  und  sämmtliche 
zu  y^  gehörige  Werthe  von  x  gegeben  sind.  —  Ausgeschlossen  sind  hier 
überall  die  Yerzweigungswerthe. 

y.  Die  algebraische  Gleichung,  welche  zwischen  den  beiden  doppelt- 
periodischen Functionen  f(x)  und  tp{x)  unter  Voraussetzung  der  Gleichungen 
15)  und  16)  besteht,  kann  unter  gewissen  Bedingungen,  welche  jetzt  er- 
mittelt werden  sollen,  von  der  Form  28)  sein. 

Für  f(x)  =  f(xi)  erhält  (p{x)  die  Werthe 

g>i'=  ff  {xi  +  mK-{-  nL)f 
9ji  =»  9  (5  —  a?!  -f  fnK+  wX), 

wo  für  m  und  n  alle  ganzen  Zahlen  zu  setzen  sind.  Bestimmt  man  nun 
rückwärts  die  zu  allen  diesen  Werthen  von  tp{x)  gehörigen  Werthe  von  f{x\ 
so  gehören  nach  Gleichung  l)  und  2)  zu  9^  die  Werthe 

und 

f{^  '-x^-mK-nL  +  nJ  K^  +  fi  L^)  «  f{s^  -x^  +  ni  E}  -f  fi  JJ)  =  F^, 

femer  zu  q>^  die  Werthe 

{{s  -  iCi  -f  wä:  +  wi^  +  Wir'  -f  vlU)  =  f{s  -  a^i  -f  nlE}  +  ti'X')  =  F3 
und 
/'(s'  -5  -f  a^i  -  mJST-  nL  +  m'Z'-f  w'X')  =  /•(«'-  s  +  a^i  +  w'-K*  -f  vi  V)  =  JP4. 

Die  Werthe  9^  unterscheiden  sich  durch  die  verschiedenen  m  und  n\ 
da  diese  nun  in  ¥^  und  F^  nicht  mehr  vorkommen,  so  gehören  zu  allen 
Wertben  9^  dieselben  Werthe  von  f{x).  Ebenso  gehören  zu  allen  fp^  die- 
selben Werthe  F^  und  F^  von  f{x). 

Es  fragt  sich  nun  noch,  ob  in  F^  und  F^  die  nämlichen  Werthe  ent 
halten   sind,  wie  in  F^  und  JP^.     Dies  ist  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall. 
Zwar   stimmt   F^   mit  F^   überein,   da,    wenn    man  in  -F^  ni^=g^  n'=Ä, 
in  -F3  vJ  ^  —  g^  n'  '^  —  h  setzt,  die  Argumente  zur  Summe  s  geben.     In 
F^  und  -F4  dagegen  ist  bei  eben  solchen  Werthen  von  w!  und  n'  die  Summe 
der  Argumente  «=  2 s' —  5.     Soll  nun  ein   Werth  f{s'  —  Xi+  gK' 
einem  Werthe  f(s'  —  s  +  x^^  +  pK'  +  qL^)  gleich  sein,  so  mu88 
der  Argumente  sich  darstellen  lassen  unter  dfit  '^ 
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tklso 

2^-s  +  (g  +  p)r+iq  +  h}L'''K  +  n,K+n.L. 
o-ler 

2s' +  ig  +  p)E' +  (h  +  q)L'  =  2s  +  «,«■+  «*/-. 

Sobald  aber  irgend  zwei  Werthe  einander  gleich  sind,  eind  BüniBitGchB 
Werthe  von  F,  und  F,  za  zwei  und  »wei  einander  gleich,  und  e«  genügt  iia»i 
damit  dies  der  Fall  sei.  daaa  irgend  eine  Gleichung  besteht  von  d«r  Pom 

32)  2*  +  t>.K+  vZ  =  25"  +  ^'K'  +  v'lJ. 

Bei  dem  Ämplitndensinne  iet  dies  nnn  stets  der  Fall,  dft  hier  Ss  =  E, 
2^ '—  K'  ist,  mithin  eine  Gleichnng  von  der  Art  wie  32)  aas  d«n  Gleiehnnj;« 
15)  und  16)  folgt. 

Tl.  Die  Gleichungen  15)  tmd  16)  können  als  reducirte  Uleiciiung« 
in  der  Form 

33)  mK-  m'K'+n'L', 

34)  «.,  Ä  +  «,  7.  -  «',  K'  +  n\  V, 
und  auch  in  der  Form 

35)  ^K+vL^i^K', 

36)  ^ff  +  V,  i.  -  f.',  ä'  +  v",  /.' 
wo  m'Cm^  und  ft'<|:i'i,  erhalten  werden.  Die  Gleichungen  35)  ond  36) 
müssen  aus  33)  und  34)  durch  eine  Transformation  mit  der  Det^rminant« 
-=  1   entstehen.      Man  kann  also  setzen: 

37)  ^/.■+  t-7.  ^amK+bim^K+vJ.), 

38)  fi,  A'  -\-vJ.^  amK  +  ^  (m,  Ä  +  n,  /.)- 

39)  m'fi"  +  «'7.'  =  ^fi'Ä'^t(,»',Ä'+v'|;.'), 

40)  m',A'' +«',// ofi'fi'+a(fi',Ä''+  .^,7,'), 

41)  aß-bu=±\. 

Setj.t  man  die  ÄnadiUcke  auf  der  rechten  Seite  von  37)  bis  40)  in 
33)  bis  361  ein,  so  erliUlt  man: 

42)  tnK  =  ß^K'  -  b  {^^K'  +  v',  /.'). 

43)  m,K  +  „,/.  =  -  „^'ä'  +  a  {^\K'  +  v'J.'). 
44J  amK  +  h  {m,K  +  «,  7.)  -  f.'A'', 

45)  «m7i-  +  ß  [,n^K  +  «,/.)  =  /,fi"  +  ,.',7-'. 

Statt  der  Gleichungen  33)  und  34)  oder  35)  und  30)  kann  man  nun 
entweder  42)  und  43)  oder  44}  und  45)  nehmen,  falls  n,  b,  a,  ß  der 
Oleicbaag   41)   genügen,    wüttend  tu,  m^,  n^,  t^l,  |i.\,  v\  willkürlich    smd. 
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Die  Beziehung  zwischen  JT,  K\  X,  V  wird  aber  auch  durch  irgend 
zwei  dieser  Gleichungen,  also  etwa  die  einfachsten: 

46)  m  JT  =  0?^' '-  b(i\)  jr  -  fei/^r, 

47)  {am  +  hm^)  K+  hn^L  =-  ^'iT' 

«dargestellt;  nur  sind  diese  keine  reducirten  Gleichungen,  da  die  Deter- 
minanten h  mal  grösser  geworden  sind.  Die  Zahlen  m  und  (n!  können 
immer  als  positiv  betrachtet  werden. 

Der  Grad  der  Gleichung  zwischen  f(x)  und  g>(x)  möge  nun  in  f(x) 
—  M  resp.  2M,  in  (p(x)  ^  N  resp.  2N  gegeben  sein,  wo  M  und  N  relative 
Primzahlen  sind.  Es  sollen  alle  hierdurch  bedingte  Beziehungen  zwischen 
Kf  K\  L,  X'  bestimmt  werden.  Man  nehme  in  den  Gleichungen  46)  und  47) 
m  und  tij,  (i'  und  i/^,  so  dass  mn^  ^  ±Nj  (iJv\  =  ±  Jtf,  jedoch  immer  m 
und  [i'  positiv,  was  eine  bestimmte  Anzahl  Fälle  giebt. 

In  jedem  dieser  Falle  setze  man  für  «ij  die  Zahlen  —  (w  -—  1)  bis 
+  (w  —  1),  für  fi'i  die  Zahlen  —  {fjJ  —  l)  bis  +  (f*'  —  l),  wodurch  man  also 
jedesmal  4  (m  —  1)  (fi'  —  l)  neue  Fälle  erhält  Endlich  nehme  man  a  und  ß 
ganz  beliebig  und  dann  a  und  b  so,  dass  a&  ±  1  »  ba. 

Um  zwei  zusammengehörige  Systeme  von  Werthen  von  f{x)  und  q>(x) 
zu  erhalten,  hat  man  nach  pag.  79  zu  verfahren.  Man  construire  also 
zwei  Parallelogramme  (s.  lithogr.  Tafel  Fig.  9  u.  10). 

Das  Parallelogramm  Fig.  9  liefert  in  Ebene  I  und  11  (pag.  78)  die 
Werthe  f(x)  und  dasjenige  Fig.  10  in  HE  und  IV  die  zugehörigen  Werthe 
von  (p{x). 

Die  Gleichung  zwischen  f{x)  und  q>(x)  ist  dann: 

^    n[f(x)  "  f{x,  +  J^K^+  VL')]  .  n[f{x)  •^f(^^x,  +  idK'  +  VL^)] 

'  W(^)  -  f(^  +  ^^'  +  ^'^')]  •  n[f(x)  ~  f{s!  ^x,  +  UK^  +  rr)] 

_  n[q>{x)  -  (p{x^  +  lcK+  IL)]  .  n[(p{x)  -  (p{8  -x^  +  lcK+  IL)] 
n[<plx)  -  (flx^  +  kK+  IL)]  .  n[g>{x)  -  q>ls  -  x^  +  JcK  +  IL)]  ' 

wo  fttr  x^  und  x^  irgend  welche  nicht  singulare  Werthe  zu  setzen  sind, 
während  fttr  A/  und  {'  sowie  A;  und  l  die  Zahlen  aus  den  Parallelogrammen 
Fig.  9  u.  10  zu  entnehmen  sind,  derart,  dass  (A/,  2')  jedes  Zahlenpaar  in  dem 
Parallelogramm  Fig.  10  und  {k^l)  in  dem  Parallelogramm  Fig.  9  vorstellt. 
Obige  Gleichung  ist  in  f{ps)  vom  itf*®",  in  g>(x)  vom  N^^  Grade. 
Wählt  man  aber  s  und  sf  so,  dass  eine  Gleichung  5)  besteht,  so  werden 
auf  beiden  Seiten  sowohl  im  Zähler  als  im  Nenner  die  beiden  Factoren  TI 
identisch  und  die  Gleichung  lässt  sich  also  auf  den  M^^  Grad  in  f(x)  und 
den  jV**°  Grade  in  g>(x)  reduciren. 
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Neue    nntersuchungen    über   die   Lage   der   Brennliniea  1 
unendlich  dünner  copulirter  Stratüenbündel    gegen  ein- 
ander  und   gegen   einen   HauptstrabL 
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unter    einer  Brennlinie  eines  Strahlenbandels  eine  Gerade  verstuideiL 
nelcbe  eämmtliche  StraJilen  des  Bündels  echneidet,  findet  dieser  Begriff  im 
Beeondeieu   Anwendung   auf  unendlich    dOnne   Str&blenbUndel ,    wo    ee  sicii 
um    die    Betrachtung    der    CmhQllungBflSche    aämmtlicher    Normalen    eisM    ■ 
unendlich    kleinen    Elementen    einer    krummen    Oberötlchc    und    Epeciell  der  I 
Ges^lt    eines    optischen    ureprüngUch    hemooentriachen,    dann    in    krummen  I 
Flächen  gebrochenen  astigmatischen  Strahle  nb  Und  eis  bandelt,     Starm,  dvfl 
Begründer    der    Theorie    dee    Aetigmatismus,    hat    in    seinem    Memoire   snr  1 
l'optiqne  in  Lionville's  Joom.  de  Math.  III  S.  357  (1838)  und  in  einer 
gleicbbetitelten  Abhandlung   in   den  Compt.  rend.  T.  XX  S.  554,    761  und 
1238  (1845),  Übersetzt  in  Pogg.  Ann.  LXV  S.  116  nnd  374  (1845),*  das 
Theorem  aufgestellt,   dass  in  diesen  besonderen  FSllen  immer  zwei  Brenn- 
linien    existiren,    dass    dieselben    in    zwei    aufeinander    senkrechten    Ebenen 
hegen  and  dass  sie  beide  gegen  einander  und  zum  Hauptstrahle  des  Bündels 
senkrecht    stehen.      Das    letzte    Attribut    hat    aber    keineswegs    allgemeine 
Giltigkeit,  wie  scbon  daraus  hervorgeht,  dass,  wenn  man  in  dem  Meridiane 
einer  Botationsflüche  zwei  anendlich  nahe  Normalen  zieht  und  den  Meridian 
ein  weniges  am  die  Axe  dreht,  man  das  auf  der  Axe  abgeschnittene  Stück 
als  Brennlinie  erbült  und  dass  die  Lage  dieses  Stückes  zur  Normale  keine 
Senkrechte  zu  sein  brancht.     Die  zweite  Brennlinie  ist  offenbar  der  unend- 
lich   kleine   Kreisbogen,    welchen    der    Durch  sc  bnittspunkt   der   beiden   Kor- 
malen   um    die    Axe    beschreibt;    eine    dritte    giebt    es    uicht.      Ein    solches 
Strahlenbündel  mit  zwei  Brennlinien  wollen  wir  ein  copulirtes  nennen. 

*   Man   vergleiche   auch:   Kummer,    Borchardt's    Journ,  LVIl    S.  189  (1960) 

und  Berl.  Monatsber.  f.   1H60  S.  469—474;  Möbius,  Sitziingsber.  d.  Sfichs.  Akad. 

■      Math.-phjs.   Cl.  XIV   (1862);    Heimholt!,   Ph_vBiol.   Opt.   II,  TU.   S.  246   (1860); 

Lippich,  Denkschr.  d.  Wien.  Akad.  Math.-phja.  Cl.  (1877)  S.  167;  C.  Neumann, 

Sitzungaber.  d.  Sachs.  Akad,  Malt. - v^ii'«.  CV.  \.  \%Vi^  S.  «, 
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£8  lässt  sich  nun  leicht  auf  synthetischem  Wege  zeigen,  dass  jedes 
unendlich  dünne  Bündel  von  Normalen  um  einen  Punkt  auf  einer  krummen 
Fläche,  also  speciell  auch  auf  der  Malus 'sehen  Wellenfläche,  die  Eigen- 
schaften besitzt,  durch  zwei  Brennlinien  zn  gehen,  welche  in  zwei  gegen 
einander  senkrechten  £benen  (Focalebenen)  liegen  und  welche  mit  der 
Hauptnormale,  sowie  mit  einander  einen  beliebigen  Winkel  bilden. 

Nach  Euler  hat  jede  krumme  Fläche  in  jedem  ihrer  Punkte  zwei 
aufeinander  senkrechte  Erümmungslinien,  die  beiden  Hauptnormalschnitte, 
und  ebenso  zwei  Hauptkrümmungsradien,  wie  zwei  Krümmungsmittelpunkte, 
welche  mit  der  Hauptnormale  coincidiren.  Die  Ebenen,  welche  durch  die 
beiden  Hauptnormalschnitte  und  die  Hauptnormale  bestimmt  sind,  stehen 
gegen  einander  senkrecht;  in  ihnen  liegen  die  Brennlinieu,  weswegen  sie 
auch  Focalebenen  genannt  werden. 

Es  sei  P  (s.  lithogr.  Tafel  Fig.  ll)  der  Flächenpunkt,  Pße  seine  Normale, 
NPNi  die  erste  Krünamungslinie  oder  erster  Hauptschnitt,  MPM^  der  zweite 
Hauptschnitt  Man  denke  die  Fläche  um  P  in  parallele  Schnitte  zerlegt; 
diese  werden  dann  paarweise  die  Hauptschnitte  der  acht  benachbarten 
Flächenpunkte  d,  e,  g,  /*,  c,  a,  h,  h  darstellen.     Es  sei  nun 

aui   die  Evolute  des  Bogens  cf, 

ßßl      n  n  n  »>  -^0» 

77i     »  ,1  r  11       ^^' 

^^1        »1  19  »  V  ^^* 

^^1       n  II  II  II         -^^9 

»»1     II  fi         n  1»       9^' 

Diese  Evoluten  sind   die  sogenannten  fiückkehrkanten.     Sie  bilden  in 

ihrer  Continuität  Orthogonalflächen  unter  einander  und  znr  Fläche  um  P. 
Diese  Orthogonalflächen  sind  mit  den  Erümmungsmittelpunktflächen  iden- 
tisch; sie  werden  tangirt  von  der  Normalebene 

cPdi   in  der    I.  Brennlinie  aßy^ 
gPhß  „     „    II.  „  iaö. 

Die  Brennlinien  liegen  demnach  in  zwei  gegen  einander  senkrechten 
Ebenen.     Es  fragt  sich  nun  aber:  wie  gross  sind  die  Winkel 

Pßa  «^^  (Oi^     PgJ  «  CO. 

Zur  deutlicheren  Einsicht  heben  wir  aus  dem  ganzen  Strahlenbündel 
ein  Strahlenprismatoid  (s.  lithogr.  Tafel  Fig.  12)  heraus;  wir  sehen  zugleich, 
dass  dies  Strahlenbündelelement  eine  tetraedrische  Modification  zwischen  den 
Brennlinien  erfährt;  es  ist  der  sogenannte  Brennraum  und  der  Abstand  der 
Mittelpunkte  der  beiden  Brennlinien  (Brennpunkte)  die  Brennstrecke.  Es  sei 
die  erste  Brennlinie  a/?  »  da^ ,  die  zweite  Erwigligie  i —  Bogenelement 

Ph^ds,  Pc  «  da\  femer  Pß  d^  erftfi  ."  ^ens  Ph 

gleich  ^,  Pc  der  Krümmongsradiiift  ii;ik^^ 


)  UnterBuchuDgen  Ubei  die  Lage  der  Brennlinitin  etc. 


&1e  Leitcurve  eine  Oerade  gewfihlt  werden;  die  Schaittcnrren.  weidao  rom 
zweiten  Grade  seia.  Es  giebt  aber  snoh  Regelflfichen ,  welche  onendlicli  viele 
BrennÜDieu  haboD,  z.  B.  das  Hyperboloid;  diese  beiden  Fälle  sind  idendscb. 
Wir  geben  aus  von  der  Betrachtung  beliebiger  Strahlen  im  Raoine, 
deren  Gleichungen  auf  ein  beliebiges  rechtwinkeliges  Coordinatensystem 
besogen  sind.  Zur  Bestimmung  der  Constanten  ihrer  Brennlinie  betracbt«ti 
wir  die  Coordinaten  ihrer  Schnittpunkte  mit  sUmmtiichen  Strahlen  als  Un- 
bekannte. Sind  n  Strahlen  gegeben,  bo  lageen  sich  in  Gleichungen  mit 
3n  +  4  Unbekannten  aufstellen,  niese  sind  nur  dann  bestimmbar,  wenn 
ff  ^  4  ist*  Daraue  reaulljren  vier  Quadruple  von  Gleichungen,  nämlich: 
Xi  +  aiii  +  o,  --  0,     *(  +  ««.  +  «  —  0, 

wo  i  von  1  bin  4  schwankt    Damit  jeder  Quadruple  Euaammenbestehe,  mtne 


0     I     h. 


sein,  d.  fa. 


Q     1     b      ß 


{a  -  n.)  iß  -  ßi)  -  (t.  ^  h)  («  -  «,)  =  0. 

Da  alle  vier  Gleichungen  den  Ausdruck  aß  —  ba  entbalten,    so  kann 

man  ihn  eliminiren;  daraus  resultiren  folgende  drei  lineare  Gleichungen  in 


11) 


t  A 


ti>  ft 


?  '.  ■ 


-i;:: 


"Hl 


-'.  I 


'■  f, 


»,  ft 


',  A 


l\'°' 


\k  e. 


Diese  Gleichungen  lassen  sich  der  Kür?,e  wegen  Bchreiben 
<i^  +  hB  +  T\  =  0, 
12)  (iC +  «^  +  £.-=0, 

aI>-\-  ßB  +  £„  -0. 
Das  vollstiinciige  System  ergieht  die  quadratit;cbe   Finalgleich ung 

Jlf,  a^  +  .V,  a  +  Pj  =  0. 
£^   conjugirlen   Wurzeln   aind 
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5) 
6) 


7) 


X  +  a^z  +  «1  —  0, 
y  +  ^£^  +  i^i  -  0; 
I  x  +  Jz  +  J^O, 
\  y  +  Hz  +ß'  ^0-, 


r 

•  y 


+  V'z  +  /?"-  0. 

Alsdann  sind   —  a^   und   —  ß^   die  Coordinaten  der  ebenen  Leitcurve, 
deren  Gleichung  sein  möge 

8)  V  +  w V-ift  +  . . .  +  s  «=  0. 

Aus  5)  und  6),  5)  und  7)  folgen  die  Bedingungsgleichungen  für  das 
Schneiden 


9) 


a  —  Ol 


a  —  of, 


2»'-^    ^'-A 


5" -5^     ^"-A 


0. 


Mit  Hilfe  von  5)  und  9)  lassen  sich  die  Tariabeln  a^  und  ß^  bestim- 
men und  in  8)  substituiren.     Nach  5)  ist 


«1  = 


ofi  +rr 


z 


6,-- 


ft  +  y. 


also  gemäss  9): 

(ß'  +  y  +  y«)  «1  -  (i/  +  rc  +  Jz)  ft  +  {JV  -  a'/J')  £?  +  (/y  -  /3'ä  «  0, 

Es  werden  also  —  a^  und  —  ß^  als  Quotienten  von  algebraischen 
Functionen  zweiten  Grades  dargestellt,  wodurch  die  Gleichung  8)  vom  2^^*^ 
Grade  wird,  um  einen  beliebigen  Durchschnitt  zu  erhalten,  verwandle 
man  die  Coordinaten,  indem  man  substituirt: 

y^-M  +  B^ri+C^t+B^, 
z^A^l  +  B^fi  +  C^t  +  B^. 

Setzt  man  ^  —  0,  so  ist  die  Durchschnittscurve  in  dieser  Ebene 

10)  |2"  +  -af|»»~iiy  +  . . .  +  Ä  «  0. 

Betrachtet  man  ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel  von  Normalen 
eines  krummen  Flftchenelementes  und  wfthlt  die  Hauptnormale  als  jer-Aze, 
so  werden  a^,  h^^  a^,  ß^  unendlich  kleine  Grössen  sein.  Ist  in  diesem 
Falle  die  Leitcurve  ein  Kreis,  so  ist  10)  dementsprechend  zu  discutiren. 

Es  kann  nun  weiter  gefragt  werden:  wie  viele  Strahlen  sind  erforder- 
lich und  zugleich  hinreichend,  um  ein  copulirtes  Strahlenbündel  zu  bestim- 
men und  wie  viele  Brennlinien  hat  dasselbe?  Welche  Bedingungen  müssen 
neu  hinzutretende  Strahlen  erfüllen,  wenn  sie  zu  denselben  Brennlinien 
gehören  sollen? 

Zunftchft   folgt  auB  dem   Stei 
Strahlenbündel  aneh  drei  Br^ 


''ODulirtea 
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0, 


17) 


(rt  -  fl,)  C  +  («  -  «,)  B  +  Nv  ^ 
I  (a-fl,)D+fi3-^,)  B+Ptv  - 
,  (7,  i)  im  Allgemeinen  kleine  GrÖBgen  dritter  Ordnung,  /t,  v,  n 
kleine  Gröseen  erster  Ordnung  sind.  Mit  Hilfe  von  15)  nird  ntm  die  qaa- 
dratiscbe  Pinalgleicbang 

18)  {a-aif(AC  +  BD)  +  {a-aj){CMn-i-ANv  +  BP^}  +  MN,Lv  =  <i. 

Beeeichnet   man   dio  Deterniinante  A  kurz  durch  |  4'iZt#i  |,   so  erhSJt 
1  weiter  die  linearen  Oleichungen 

I  (6-6i)  I  «iz,ft,  I  +  (a~Oi)  I  %xi»i  I  +  I  (fiZi-^iWi)  Zi»i  I  -<>. 

19)  (Ö-6,)  I  a),:(.9,  I  -  («-«O  I  K.,j,e,  :  +  I  (ttiZi -*,'",) Ix*,  I  --0. 

I  (*-M  |ei«»i*il  -(P-ft)  I  %x,9i  I  + 1  («■,ii-<*i«.)v',9,l  =0, 

oder  der  Kflne  wegen 

1(6  -b^)B  +  (a-  a^)  A  +  M^^O,  y  | 

(&  -  6,)  C  -  (b  -  tt,)  ^  +  iJ  -  0,  ^H 

(6  —  6j)  ö  -  (j3  -   p,)  ^  +  Tt    -  0.  ^^ 

Uit  Hilfta  von  15)  »giebt  diese  Gruppe  die  quadratiecbe  Knalgleidnme 
21)     {b  -  b,)*  {AC+  BD)  +  (b  -  6,)  i  /Jl/^  +  AIA  +  BTt]  +  MTfi^^  0, 
Bei  willkürlichen  Annahmen  von  i^,  x,  9,  a  ist  nun  offenbar 
der  Coefficient  des   1.  Gliedes  eine  kleine  Grösse  der    VI.  Ordnung, 
..    2.        „  „  „  „         „    VII. 

,.    3.        „  „  „  „         „  VIII. 

und  ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  Finalgleichungen  der  drei  Übrigen 
Conatanten.  Man  erkennt  jedoch  leicht,  dass  i|),  Xt  ^i  ^  ^'^  gewühlt 
werden  können,  dass 

1.  die  beiden  grössten  Coefficienlen  von  gleicher  Ordnung, 

2.  „        „       kleinsten  „  „  „  „ 

3.  alle  drei  von  gleicher  Ordnung 

Im  ersten  Falle  sind  die  Wurzeln  entweder 
0   und  endlich, 
oder  i  endlich  nnd  gleich, 
oder  endlich  und  «  ; 
im  zweiten  Falle  sind  die   Wurzeln  entweder 


oder  0  und  co , 
oder  0  im4  0-, 


Von  Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiessen.  93 

im  dritten  Falle  hat  die  Gleichung  zwei  endliche  Wurzeln  und  es  -existiren 
zwei.  Brennlinien,  welche  den  Hauptstrahl  unter  einem  spitzen  von  Null 
und  90^  verschiedenen  Winkel  cd  schneiden,  wenn 

a^a  +  b^h+l  ^Q 

yia»  +  b*+l)  (a,*  +  b,*  +  1)  <  1 

Bezeichnet  (t/;)^  eine  sehr  kleine  Grösse  erster  Ordnung,  (a^)^  eine 
solche  zweiter  Ordnung,  so  ist  die  Bedingung,  dass  a  —  a^  mindestens  einen 
endlichen  Werth  habe, 

^    ÄC+~BD^  (t^)i  oder  (t^)«. 


Es  ergiebt  sich  daraus  die  bemerkenswerthe  Bedingung,  dass  die 
Summe  vorstehender  beiden  endlichen  Grössen  zwar  unendlich  klein,  aber 
nicht  Null  werden  darf. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  unter  welchem  sich  die  Brennlinien 
kreuzen,  mit  e,  so  ist  noch 

a!a"  +  b'h"  +  1 

y(a!2  ^  in  +  1)  (^jn  +  i;n ^  \^' 

Zahlenbeispiel  für  zwei  schiefe  Brennlinien: 

Setzt  man  statt  unendlich  kleiner  Grössen  sehr  kleine,  also  etwa 
Tausendstel  ein: 

«1-2,  ori=.3,  &i-~l,  ft-3, 

Xi  =-  0,002,  »1 0,001 ,  O,  ^ 0,00374981 ,  %  =  0,00224943, 

X,  — 0,003,  «2— -0,004,  Oj 0,00625047,  ^^  ""  0,00776141, 

j^  «.  0,004;  ©3 0,003:  ^j  = 0,00774956;  t/-,  —  0,00624868 ; 

so  wird 

0,00181       0^01 8J^       _^j^^^l        T) 0,00905 . 

1000«"'     '^    lÖÖÖ«  '     ^         lOÖO«  '     -    1000«  ' 

*""  ^C7  +  5i)  =  -?^5000065522_ 

^  1000^  ^^^ 

ebenso 

^1^     t    Ai^r     .   T>7i  .  0,0000196566       .   .g 

CMfi  +  ANv  +  BPn  =^  +  ^^^^         -  (t/;)», 

,^^^  0,0000131044       .  .„ 

^  1000''  ^   ^ 

Die  Finalgleichungen  sind  demnach: 

(a  —  aj)*—  3(a  —  aj  +  2  «  0,  a  —  a^  —  2  oder      1, 

(^-ft)'-(^-ft)-6«0,  ^-A=3      „    -2, 

(6  -  dj)»  -  5(5  -  6i)  +  6  -  0,  6  -  6i  =  3      „         2, 

(a  —  ttj)*  —  (a  —  «i)  —  2  «  0-,  a  —  a^=-  "l      ,^    —  V- 


Neue  ÜntereutlnjHgon  (Iber  die  Lage  der  Brennlinieii  etc. 


Daraus  reBultiren  folgende  Werthe  der  ConatanUin  der  beiden  Brenn- 
en und  des  Hauptstrahles: 

„'=  4.  ()'=  6.  '/=  2,  (.'=  5; 


"=3, 


(S.  =  3. 


t,  =  3, 


Weiter  findet  man 

m  =-61''25'iO",  CO,  =  42'*23'40" 

Die  Coordin&ten  der  Brennpunkte  eind: 

und  die  Brennstrecke 


I 


Vdi  -  E,)'  +  Cl.  -  1.)'  +  «■  -  W  - 1/26.25. 
Die  Variationen  1)1,1,9,10   kSnnen  ao  gewählt  werden,   dags  e -^  90" 
wird;     eine    Bedingungagleicfaong    dafür    ist    a'o"+  6'6"  +  1  =0,     welche 
Bicli   durch    die   Coefficienten   der  Pinalgleichung   ansdnickeu   Uest.     Trvu- 
formirt  mau  dieselbe  in 

(«'  -  o,)  (a"  _  a.)  +  (y  _  6,)  (6"  -  6.)  +  «t(«'  +  <i")  -^1 

so  kann  man  an  die  Stelle  setzen: 


Mn{Nv  +  Tt)  -  a,(CM(i  +  ÄNv  +  B Pti)  - 


>,{I}M^  +  AI.X  +  BTt) 


Wenn  man  der  Einfachheit  wegen  den  ersten  Strahl  oder  Hauptstrahl 
zur  «-Ase  wählt,  so  wird  «1  =  0,  ^i  =  0,  tr,  =  0,  ft  =  0;  die  vorstehende 
Relation  reducirt  sieb  dann  auf 


22) 


Mfi 


AC+  BD 


^(Tr+i^.)- 


-  1. 


Die  Variationen  ifi,  1,  9,  10  können  ferner  so  gewählt  werden,  dass  die 
Focalebenen  auf  einander  senkrecht  stehen,  dass  also  das  Strahlenbündel 
ein  reguläres  wird.  Wir  geben  aus  von  den  Gleichungen  der  Focalebenen. 
d.  h.  der  Ebenen,  welche  durch  jede  Brennlinie  und  den  Haiipt«trabl  be- 
stimmt sind;   dieselben  sind; 

(l."-S,ii-(o"^o,1 


i.Jj,  -  (o'i,  -  0,!.')«  +  a\b'  -  S,)  -  ß'ia'  -  a,) 

=  0, 

,\./  ~  (o"i,  -  «,i"|i  +  ."(t"  -  1,,)  -  ß"(a"  ^  0, 

J-0, 

Neigungswinkel  dieser  Ebenen  mit  ö,  so  ist 

X'X"+Y'Y"  +  Z'X" 

y{X"+  Y"  +  /'«IIX'"  -V  K"*  Jr  7:"\ 
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-"     ^  .^  _/■-  y^     •■  ..^  .     •_*  ■-  ■ 


Der  Winkel   ö  wird  also  90^  wenn  X'X"  +  Y'Y"  +  Z'Z"  ^  0  ist;  d.h. 

(pf «  5,)  (5"  -  5,)  +  (a'  -  o,)  (a"  -  a,) 

+  (a'  6i  -  Ui  b')  (a"  bj,  -  a^  h")  -  0. 


23) 


Das  dritte  Glied  lässt  sich  transformiren  in 

(o»  _  a,)  (a"  -  o,)  ft,«  +  (&'  -  60  (6"  -  5,)  a,«  -  a,  b,  (b'  -  b,)  (a"  -  «,) 

-Oj6i(a'-aj)(6"-l..). 

Es  ist  nun  gemäss  17): 

(a'  -  aj^  +  (b'  '-hi)B  +  M(i^  0, 

Durch  EinfUhmng  dieser  Relationen  in  die  vorhergehende  Gleichung 
geht  23)  über  in 


24) 


Nach  18)  und  21)  ist  weiter 


ib' -  b,)(b" -  b,) -.       ^^'^^ 


a'  —  Oj  +  a"  —  a^  =  — 


AC  +  BD 
CM(i  +  ANv+BP7t 


AC  +  BD 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  24),   so  wird  daraus  nach  Multipli- 
cation  mit  B: 

,  (CMu.  -ANv+  BPn)  Mu 
-  "^^^  AC  +  BD  ■=  ^- 

Ist  der  Hauptstrahl  zugleich  Aze  des  z,  so  wird  o^  und  h^  Null  und 
die  Bedingnngsgleichung  des  Senkrechtstehens  der  Focalebenen 

25)  Tt  +  Nv^  0. 

unsere  Untersuchungen  haben  uns  also  zu  dem  Resultate  geführt,  dass 
die  beiden  Brennlinien  unendlich  dünner  Strahlenbündel  durch  vier  Strahlen 
bestimmt  sind,  dass  sie  ferner  mit  dem  Hauptstrahle  und  mit  einander 
sehr  verschiedene  Winkel  bilden  können,  sowie  endlich  das8  sie  in  Ebenen 
liegen,  welche  sehr  verschiedene  Neigungswinkel  mit  einander  hl 
dem  oben  berechneten  concreten  Falle  ist  i  — ^^bb^^CP. 


Nene  ünterftucbungen  über  die  Lage  der  Breimliiiien  etc. 


Weim   nene    Strahlen    binzotreten,    welche   icn    deaselbea    BrennlmieD 
gebSren,    so    haben    sie   gewieee  Bedingungen  zn   erfQllen.     Es   tnlissen  die 

Variationen  jii,9'n,(0n, V*  offenbar  so  gewählt  werden,  dass  das  System  14) 
bestehen  bleibt     Durch  die  neuen  Variationen  muss  also  folgenden  Gleich- 
nngen  Geniige  geschehen: 
{a  -  aj ^^+{b-  l,) »,  +  («-  «.)*!  +  (? -  ft)z.  +  C*iZ. -  »,«»,)  -  0. 

(a -o,)t,+ (6 -&,)«,+  («-«,)#«+ (^-ft)a  + (1*^1,- fr,«,)  =  0. 
(«  -  «1)  t,  +  (6  -  ft,)  la,  -f  f«  -  a.  )e,  +  (^  -  ftl  j;,  +  (*»z,  -  e,w,)  -=  0, 

Diese  Gleichungen  bestehen  nur  dann  zusammen,  wenn 


X,    e,    M,    i|j. 

I.    0.    ".    *.     _ 
I.    0,    »,    ♦.   1       • 

ü    ».    ».    ♦.  1 

d.  h. 

26) 

Bi.+  C9.  +  j1».  +  ÜV.-I), 

and  sngleicl] 

(*,!,-».",)      ».     !.     ♦. 

_ 

(*.I 

-  3j(U,)        ft,       X:i       ^y. 

d.  h. 

27)  ^f^,j„-9„(o„)  +  /-Afl 

Durch    willkürliche    Annahmen    t 

und    27)   zwei    lineare  Gleichungen    in 

werden    können.      Wenn    indessen    die 


)n  z„  und  &,  erhält  man  aus  261 
m„  und  ij;,,  woraus  diese  berechnet 
ConBtanten    der   Brennlinien    bereits 


28) 


bekannt  sind,  wird  man  sich  mit  Vortheil  der  beiden  Gleichungen 

jW-«,  +  l.)*.  +  (i''-l>,- ».)-.+  (•'- ",)».+  ((i'~ft)l.~o, 
U«"-",  +  i.)*.  +  (i'"-',-».)».  +  («"-«,)».  +  (^'-f,)i:.-o 

bedienen.  Die  Rechnung  ist  selbstverständlich  bis  auf  sehr  kleine  Grössen 
zweiter  Ordnung  inclusive  genau  auszuführen.  Die  Relationen  gelten  sumnit- 
Uch  auch  für  endlich  dicke  Strahl enbün de  1 ,  welche  copulirt  sind.  Es  treten 
aber  Abkürzungen  der  linearen  Gleichungeu  selbst  dann  nicht  ein,  wenn 
die  Variationen  unendlich  klein,  also  die  Äbsolutglieder  unendlich  kleine 
Grössen  zweiter  Ordnung  werden.  Die  Bvennlinien  können  auch  imaginär 
sein,  nUmlich  dann,  wenn  die  quadratische  Finalgleichung  zwei  com|>le>Le 
Wuri.eln  hat.  Umgekehrt  lassen  sich  zu  imaginären  Brennlinien  immer 
reelle  Strahlen  finden.  Es  seien  die  Constanten  der  beiden  Brennlinieu 
1  =  m,  ±  «,  /f  ~r,     ß-mi±  "tV^  . 
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Ist  ein  Strahl  a^y\,a^,ß^   gegeben,   dann  geschieht  die  Bestimmung 
eines  neuen  Strahles  aus 


29) 


d.  h.  vermittelst  der  beiden  reellen  linearen  Gleichungen 

Durch  willkdrliche  Annahmen  von  ^^  imd  ;^,  werden  hieraus  ij;,  und  o>^ 
gefunden.  Sind  aber  nur  die  Constanten  der  Brennlinien  bekannt,  so  lässt 
sich  ein  reeller  Strahl  so  finden;  es  ist 

K  ±  Wi/£l  -  a,) K  ±  n^V^  -  ft) 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 

{m^m^  -  W3«J  +  (»W5n4+  m^Wg)!^^:!  =^^  +  ^i/-  i, 
so  wird  sein 

QQ\      I  «1 A  —  ^ift  --  »»2«i  +  A  —  -^2  —  «1^1  +  »Waai  +  m^&i  -»  0, 

Durch  Elimination  von  /?^  erhält  man  die  quadratische  Gleichung 

31)  a,'+  f(a,  b,)  a,  +  F(a,  h,)  =  0. 

£s  lassen  sich  or^  und  b^  reell  so  wählen,  dass  a^  reell  wird;  dann 
ist  auch  ßi  reel].  Wir  wollen  nun  noch  die  Formeln  13)  bis  25)  anwenden 
auf  ein  unendlich  dünnes  reguläres  Strahlenbündel.  Die  Hauptnormale  PQ 
(s.  lithogr.  Tafel  Fig.  13)  sei  je^-Axe,  zwei  andere  unendlich  nahe  Normalen 
cci  und-  ÄÄj  in  den  beiden  Hauptschnitten  Pc  und  Pä,  eine  vierte  Nor- 
male GGj^  in  den  Hauptschnitten  ca  und  ha.  Wir  betrachten  dabei  den 
Hauptschnitt  Ph  als  —  aj-Axe,  Pc  als  —  y-Axe  und  PQ  als  —  Ä-Axe.  Der 
Krümmungsradius  von  Ph  >=  —  ds  sei  —  ^,  der  von  ca  '==  —  ds  sei  —  (^  +  dg), 
der  von  Pc  '=^  —  de  gleich  —  r  und  der  von  ha  ^  ^  da  gleich  —  (r+  dr\ 
Für  die  vier  Normalen  gelten  dann  folgende  Gleichungen: 

ds 
;r.  +  0  .  01  +  0  =  0,  x^+  -    z.+  ds=^  0, 

"  Q 

2/1  +  0  .  ;&!  +  0  =  0;  y^+0.z,+  0  =  0; 

ds 

Q  +  dQ 

da  da 
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Neue  UntorBUohangen  Ober  die  Lage  der  Brennltnieii  etc. 


Die  Gleicliiuigea  der  Brennlinieii  wien 
a:  +  «s  -f-  «  =  0, 
;/  +  ba  +  (J  -  0. 
Oeni&ss  13)  ist  nun 


etc.       ^^ä 


=  fis; 

*.=  - 

Aus   14)  folgt  weiter 

aß 

-  tt!.  =  0, 

hds 

=  0,          oder  ß  =  fcj. 

-ö 

iiff+  -. 

Jö  — =  0;      oder   a  —  ar; 

-  ada  +  bds  +  ay^j-^ 

'^t  +  d. 

dads 

r  +  dr 

Hieraus  resnltiren  folgende  Wertbe; 

A- 

5(r  +  ,ir) 

drdsdn' 

B  ^ 

rfÄ^rfö 

7)         r, 

«^ 

r(e  +  rf( 

6'  = 

ds^da 
f  +  iie 

dgds'da 

i)  = 

dsda^ 

r  +  dr 

-  =  -T(^ 

-P), 

if-  -  0, 

,,»  =  i^¥--(.- 

e). 

r. -0. 

I 


In  den  quadratischen  Finalgleichungen  nacb  a  und  h  werden  also  die 
Coefßcienten  der  beiden  ersten  Glieder  von  gleicher  Ordnung  der  Kleinheit, 
die  Äbgolntglieder  verschwinden.     Nach  Division  durch 


resultiren  die  Gleichungen  der  Con&tänton  d«x  Breonlinien 
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~-"**"--*..^^N."-'    — ■•  .'-VX*-''^— - 


Aus  der  ersten  ergiebt  sich: 

/       .  (r  —  q)  ds  n      r^ 

Q       dr 

wegen  der  Relationen  d^a^r^  6'^  =  j3'  und  a'^'-    JjJ^Oi 

t         .  r(r  —  g)  ds        ,,       ^     ^r 

p        ar 
Ans  der  zweiten: 

r       dq 

p    =  p  tcm  G)|  = —  >     a  =  \j^     a  =  ü. 

r        ap 

Dieselben  Werthe   fanden   wir  in   l)  und   2).     Zur  Bestimmung  des 
Winkels  e  ist: 


cos  e  «=  cos  CD  .  cos  Wj 


]/^^+(r-^)^^5|/r«+(^-r) 


jdcy^ 


Der  Kreuznngswinkel  b  der  Brennlinien  ist  also  nur  dann  ein  rechter, 
wenn  entweder  ao  oder  o^  ein  rechter  ist.  Die  Gleichung  22)  wird  also 
ijD  vorliegenden  Falle  nicht  erfüllt,  weil  Nv  +  Tx  =  0  ist,  nicht  aber 
AB  +  CD.  Erfüllt  wird  sie  nur,  wenn  dr  oder  dg  verschwindet.  Ist 
z.  B.  dr  «  0,  so  wird  -4  =  0,  D  =  0,  femer 

a'=  00,     «'=00,     6'=0,     /3'=0, 
5"  «  tow CO, ,     /3"  =  Qtana)^,     a"  ==  0,     «"  =  0. 

Dieser  Fall  findet  statt  bei  Rotationsflächen,  bei  einmaliger  sphärischer 
Brechung  und  bei  mehrmaliger  Brechung  in  centrirten  Systemen  oder  in 
Systemen  sphärischer  Flächen,  deren  Centra  in  einer  Ebene  mit  dem 
leuchtenden  Punkt«  liegen;  der  vorhergehende  bei  mehrmaliger  Brechung 
in  Systemen,  welche  nicht  in  einer  Ebene  centrirt  sind. 

Die  Gleichung  23)  kann  dazu  benutzt  werden  ^  zu  zwei  Brennlinien, 
welche  ihrer  Lage  nach  bekannt  sind,  ein  reguläres  Strahlenbündel  zu 
construiren.  Man  bestimme  erst  die  Constanten  a^  und  bj^  des  Haupt- 
strahles nach  23),  ct^  und  ß^  nach  15);  neue  Strahlen  können  dann  nach 
28)  gefunden  werden.  Wählt  man  den  Hauptstrahl  als  £;-Axe  und  die 
neuen  Strahlen  .in  den  Focalebenen,  so  wird  die  Länge  der  Brennlinien 
durch   3)  und  4)  bestimmt  sein.     Es  lÄsst  ^\c\x  ^«rax  \^v^\»  «v».  \i^^^^5^^\. 


1      Neue  Untersiicbiingen  etc.     Vun  Prof.  Dr.  Lurwih  MAi-riiiKHSKM. 

Strtibl  des  zugehörigen  Biiadela  conatmireu ,  t.  B.  zum  Funlcte  Jf  (&  Uthosr. 
Tafel  Fig.  13)  in  der  Basis  Phac.  Die  Cuordinaten  von  M  seien  PK=di. 
MN'^dy;  die  Abschnitte  auf  aen  BreDDlinien  E,3f,"iiij,  sJtf,=  rfs,   so  i»t 


.folglich 


di:dx-^da:  As, 
djf.  dy  =  da,  :  da- 
ist  dz^^ds,    dy=^rfo,    wie    es    dem    Punkte    /"i   entspricht,    m 
liegtiD    die    zQgehSrigen  Punkte  F^    nnd  F^    in   der  Mitte   der  ßreniUinieni 
es  sind  die  Brennpunkte  des  Strahlenbündeb, 

Bezeiebnet  man  die  L'oordinaten  eines  entsprechenden  Punktes  in  einem 
beliebigen  zum  Hatiiitstrable  l'Q  senkrechten  Querschnitte  mit  ds^  und  d^, 
den  Abstand  von  der  xy-Ebene  mit  l,  so  ist  unter  der  VorausBettoo^ 
-  p  und  I  —  r  endliche  von  da  und  da^  verschiedene  Grössen  bleiben, 

Äö, :  (in,  sin  m,  ™  (J  —  r)  :  (r  —  p). 


Es  ist  folglich 


dl, 

:  ds  -  (i  - 
:  <i«  -  (I  - 

:  f. 

Betracht 
Kreisea 

et  man  dann  P  als  das  Centrum 
vom  EaJitts  Pa,  so  ist 

einer 

Leitcu! 

l'a' 

=  ds^  +  rfo' 

d,,' 

'+«- 

1  Speci  eilen 


da» 


<d.  h.  «6  ist  jeder  andere  Queracbnitt  des  Strahl enbtlndels  eine  EUii>Be, 
■deren  Axenverbiiltnisa  sich  in  grosaen  Abständen  dem  Greniwertbe  p  :  r 
nähert.  Zwischen  deu  Brennlinien  wird  der  Querschnitt  ein  zweites  llal 
ein  Kreis  (Kreis  der  kleinsten  Verwirrung).  Der  Abstand  der  Kreise  von 
einander  ist  t  =  /-  und  der  Radius  des  Zweiten  gleich  —  ^  Pa.  Der 
Mauimalquerscbnitt  liegt  in  der  Mitte  der  Brennstrecke,  also  bei  /=  l  (r  +  ol. 
Sind  r  und  p  wenig  von  einander  verschieden,  so  coincidiren  diese  Quer- 
schnitte. In  unendlicher  Sähe  der  Brennlinien  werden  die  Querschnitte 
C'urven  vierter  Ordnung,  wenn  oj  und  ra,  von  OO"  verschiedene  Winkel 
sind.*  Sonst  degeneriien  die  Ellipsen  an  diesen  Stellen  in  zwei  Gerade 
von  den  Breiten  ds^  =  0  und  du,  —  0,  von  den  Längen  da  und  dn,. 

*  Matthiesae»,  Sitzungsber.  der  uiath.-phja.  CJasae  der  k.  Bayer.  Akad.  der 
Wiaa,,  18Ö3,  Heft  I,  S.  49. 

Rostock.    12.  November  1883. 
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